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Allgemeines

Einteilung der Unterrichtseinheiten

Vor jeder neuen Unterrichtseinheit stelle ich Aufgaben zur Wiederholung des in der
letzten Unterrichtseinheit behandelten Themas. Der Umfang betrdgt je nach Thema
zwischen 20-40 Minuten.

Zu jedem Thema erhalten die Studenten ,,Hausaufgaben” zum selbststandigen bearbei-
ten des behandelten Stoffs. Diese werden den Studenten anhand einer Aufgabensamm-
lung zur Verfligung gestellt.

Parallel biete ich sogenannte Stiitzkurse an, um die Themen noch ausgiebig Giben zu
kénnen.

In der Klausur dirfen die Studenten den ausgeteilten Taschenrechner und die Formel-
sammlung aus dem Projekt StudiStartUp verwenden. Diese Formelsammlung enthalt
leere Seiten, auf denen weitere fiir den einzelnen Studenten wichtige Formeln ver-
merkt werden diirfen. Es diirfen aber keine Beispiele eingetragen werden.

Ich wiinsche Ihnen viel Erfolg bei der Mathematikvorlesung

Roland Geiger
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Mathematik Il 5 SWS (pro Woche)

Analysis:

° Trigonometrische Zusammenhange
. Trigonometrische Funktionen

° Trigonometrische Gleichungen

. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen (falls noch nicht im ersten
Semester behandelt)

. Integralrechnung mit Funktionen einer Variablen
Unendliche Reihen:

. mit Potenzreihen und Taylorreihen,

. Fourierreihen

. Funktionen mehrerer Variablen:

) Grundlagen,

. Schnittliniendiagramme,

° partielle Ableitung,

. lokale Extremwerte,

. Doppel- und Dreifachintegrale mit Anwendungen [Tragheitsmomente])
Differentialgleichungen:

. 1. Ordnung

° Lineare Differentialgleichungen 2. und héherer Ordnung

. Systeme linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
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Trigonometrische Zusammenhange

Satz des Pythagoras

Definition 1:

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b sowie der Hypotenuse c ist
die Summe der Kathetenquadrate a? und b2 gleich dem Hypotenusenquadrat c2.

c? = a® + b?

Kathetensatz des Euklid

Definition 2:

Beispiel 1:

Bei der Konstruktion eines Gestells sind die Langen c und p bekannt. Die Ldngen a und
b missen nun noch bestimmt werden.

Gegeben: c=5cm; p =2cm

Gesucht: a; b
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Losung:

g=c-p
q=5cm-2cm
g=3cm
a’=c-p

a?=5cm - 2cm

a2 = 10cm?
a=3,16cm
b2=c-q

b2 =5cm - 3cm
b2 = 15cm?
b=3,87cm

Hohensatz des Euklid

Der Hohensatz des Euklid lehnt sich stark an den Kathetensatz an.

Definition 3:

h®’=p-q

Beispiel 2:
Die Lange p sei 2cm, die Lange q sei 3cm. Die Hohe soll bestimmt werden:
p=2cm

q=3cm

Losung:
h?=p-q

hZ=2cm - 3cm
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hZ = 6cm?2// Wurzel ziehen
h=2,45cm
Sinussatz

Der Sinussatz und der Kosinussatz sind zwei Erweiterungen der trigonometrischen
Funktionen, die an sich ja nur in rechtwinkligen Dreiecken definiert sind, auf beliebige
Dreiecke.

Der "Trick" dabeiist in beiden Fallen, das Dreieck durch eine Hohe in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zu "teilen". (Die Hohe steht senkrecht auf der Seite.)

Definition 4:

Der Sinussatz beschreibt das Verhaltnis der Seitenlange zu den gegeniiberliegenden
Winkeln im Dreieck.

Der Sinussatz kann dazu verwendet werden, um aus der Angabe von zwei Winkeln und
einer Seite das Dreieck zu berechnen.

ol

Definition 5:

sin(a) _ sin(B)  sin(y)
a_ b ¢
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Kosinussatz

Der Kosinussatz wird auch als trigonometrischer Pythagoras bezeichnet. Das rihrt da-
her, dass mit ihm wie beim Satz des Pythagoras eine fehlende Dreieckseite berechnet
werden kann, allerdings im Gegensatz zum Pythagoras, der ja nur flir rechtwinklige
Dreiecke gilt, in jedem beliebigen Dreieck.

Man kann ja ein Dreieck eindeutig konstruieren, wenn man zwei Seiten und den einge-
schlossenen Winkel gegeben hat (Kongruenzsatz SWS). Also zum Beispiel die Seiten b
und c und den Winkel a in diesem Dreieck:

Definition 6:

In der Trigonometrie driickt der Kosinussatz eine Beziehung zwischen den drei Seiten
und einem Winkel im Dreieck aus.

Die Formeln zum Kosinussatz beziehen sich auf die folgende Grafik:

c
Definition 7:
a% = b2 + ¢% — 2bc - cos (@)
b? = a2 + ¢2 — 2ac - cos(B)
c? = a2 + b2 — 2ab - cos (Y)
Beispiel 3:

Gegeben seia=11, b =10 und c = 13. Berechnet werden soll der Winkel a.
Losung:
a? = b? + ¢2 — 2bc - cos (@)

a? —b? —¢?

cos(a) = e
112 — 102 — 132
cos(@) =~ 7013
cos(a) = 0,57
a = 55,25°
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Bogenmal

Das Bogenmald ist ein WinkelmaR. Die dimensionslose Zahl tragt oft den Zusatz Radiant
bzw. rad, um die GroRe von Grad zu unterscheiden.

Umrechnung

Definition 8:

Die Umrechnung eines Bogenmalies in Grad erfolgt nach folgender Formel:

Bogenmaf? - 180
T

Grad =

Umgekehrt lasst sich ein BogenmaR nach der folgenden Formel bestimmen:
Grad-m

B =
ogenmaf$ 180

Die Umrechnungsfunktion von Winkel im GradmaR in das Bogenmal’ heiRt arc oder ar-
cus (lat. Bogen). Somit ist arc(a) das Bogenmal’ des in Grad angegebenen Winkels a.

Die Angaben Bogenminute und Bogensekunde beziehen sich nicht auf das Bogenmal,
sondern sind Untereinheiten von Grad.

In vielen Berechnungen der Physik und der Mathematik ist das BogenmaR das zweck-
maRigste Winkelmal’. Fir den Alltagsgebrauch ist es unpraktisch, da Werte im Bogen-
mal recht unanschaulich sind (z. B. hat ein Winkel mit dem Bogenmal® 1 rad ein Grad-
mald von ca. 57°). Daher wird in der Alltagspraxis stattdessen meist das GradmaR ver-
wendet.
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Trigonometrische Funktionen
Definition des Sinus im Dreieck

Der Sinus eines Winkels kann mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks definiert werden
(siehe Abbildung).

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Definition 9:

Er ergibt sich aus dem Quotienten der Gegenkathete und der Hypotenuse. Der Wert,
der sich daraus ergibt, ist unabhangig von der GroRe des Dreiecks:

sin() = =

Um die Funktion des Sinus zu gewinnen, wird das Dreieck in den Einheitskreis, der wie-
derum in ein xy-Koordinatensystem eingebettet ist, gesetzt (Abbildung).

Die Hypotenuse ist der Radius r des Kreises, der den Kreis im Punkt P schneidet. Die y-
Koordinate von P ist dann gleich dem Sinus des Winkels ¢, denn der Radius r des Ein-
heitskreises ist 1 und damit gilt:

. y
sin(¢) == =y,
Dies gilt fiir alle Punkte des Einheitskreises und damit fir beliebige Winkel zwischen
0° und 360° (Gradeinteilung) und alle Werte zwischen 0 und 2m(Radeinteilung).
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Der Einheitskreis

Der Einheitskreis wird benutzt, um die grundlegenden Funktionen, z.B. in der Trigono-
metrie, zu definieren. Er ist in ein rechtwinkliges Koordinatensystem eingebettet. Der
Ursprung dieses Koordinatensystems fallt mit dem Mittelpunkt des Kreises zusammen.
Der Radius hat den Wert 1. Diese Tatsache erleichtert die Definition von Funktionen.

Genauso wie das Koordinatensystem nennt man die einzelnen Abschnitte des Kreises
Quadranten. Der 1. Quadrant liegt im vollstandig positiven Teil des Koordinatensys-
tems. Die weiteren Quadranten werden gegen den Uhrzeigersinn gezahlt.

Winkel im Einheitskreis werden durch einen Zeiger dargestellt, der seinen Ursprung im
Mittelpunkt hat und am Kreisrand endet. Wenn der Zeiger auf der positiven x-Achse
liegt, hat man den Anfangswinkel ap. Wenn man mit dem Zeiger alle Quadranten abge-
fahren hat und wieder zum Ausgangspunkt zuriickgekehrt ist, hat man einen vollen
Winkel.

Es gilt weiterhin folgende Verabredung:

Wenn der Zeiger gegen den Uhrzeigersinn verlauft, dann werden die Winkel positiv
gezahlt, wenn der Zeiger mit dem Uhrzeigersinn lauft, wird er negativ gezahlt.

Der Einheitskreis

Berechnung von Bogen- und GradmaR

Winkel im Einheitskreis konnen auf zwei Arten, dem GradmalR und dem Bogenmal}, ge-
messen werden. (vergleiche vorheriges Kapitel)
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Die Sinusfunktion

Eine graphische Darstellung der Sinusfunktion

y = sin (x)
gewinnt man, wenn man die Beziehung zwischen x und sin (x) in einem Koordinaten-

system darstellt. Die y-Koordinate wird als Zeiger dargestellt. Dieser wandert in dem
neuen Koordinatensystem entlang der x-Achse und zeichnet so die Sinusfunktion.

y=8in{x)

107 /////rﬂx\\\\
0.5 /

—.5

[

R
[

=15
(=]
[N

1.0

1

Die Sinusfunktion fir beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die For-
mel

y = A-sin (bx+ c)
beschrieben werden.

Definition 10:

Die y-Koordinate ist in dieser Formel nicht nur von der x-Koordinate bzw. vom Winkel
® abhéangig, sondern auch von der AMPLITUDE A, der PERIODE b und der PHASE c.
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Die Amplitude der Sinusfunktion

Die Sinusfunktion nimmt mindestens den Wert -1 und héchstens den Wert +1 an. Mul-
tipliziert man die Sinusfunktion mit einem konstanten Faktor A, so erhdlt man eine
Funktion, die den gleichen periodischen Charakter hat. Die Nullstellen verandern sich
nicht, aber deren Maxima bzw. deren Minima nehmen den Wert A bzw. -A an.

Definition 11:

Die Amplitude ist der Faktor A in der Funktion y = A - sin (bx + ¢)

Beispiel 4:

¥
2
1.5
Wihle einen Wert fiir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0.5
y =- sin(bx + ¢} — —
4z -Tw'2 -3k —Sml —fn 3w -m wl —w/ m Il I Sn? 3m Twl 4 ¥
Wihle zwischen Bogenmalk oder 0.9
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
5
¥
3
1.5
‘Wahle einen Wert filr die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0s
y=-sin[bx+c] —
-4 -To2 -3k -Sw2 -Jn -in2 -1 wl -2 n 3wl 2 5al 34 Twl dx ¥

Wahle zwischen Bogenmalt oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:

¥
A
15
Wahle einen Wert fir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
05
!.r=-sir|[bx+-::] 3
4 -T2 —In S22 -2k -in2 S @2 -2 t 3 2a M2 I Twl 4An ¥
‘Wahle zwischen Bogenmalk oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
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Periode der Sinusfunktion

Definition 12:

Wenn das Argument x in der Gleichung
y = A-sin (bx+ ¢)

mit einem konstanten Faktor b multipliziert wird, dann spricht man von einer Anderung
der Periode der Sinusfunktion.

Die Periode sagt etwas darliber aus, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten
Wertebereich (wie z.B. -4 bis +4m) oszilliert.

Fir die Physik ist auch interessant, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten Zeit-
intervall vollzogen wird. Dort trifft man auch haufig auf die Notation:

y = sin (wt)

Statt der Konstanten b, steht hier das Symbol ®. Dies ist die Kreisfrequenz oder die
Anzahl der Schwingungen im Zeitintervall 2nsec. t hat in obigen Gleichung haufig die
Bedeutung der Zeit.

Es gilt:
w = 2TV
Die Frequenz v ist die Zahl der Schwingungen im Zeitintervall 1 sec.

Bemerkung 1:

Allgemein lasst sich flr jede Notation sagen, dass, wenn die Periode b grof8 ist, mehr
Schwingungen durchgefiihrt werden und wenn b klein ist, dass weniger Schwingungen
vollzogen werden.
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Beispiel 5:

Wahle einen Wert fiir die Periode
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c]

‘Wahle zwischen Bogenmalk oder
Gradeinteilung des Graphen:

Wahle einen Wert fur die Periode
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c]

Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:

Wiahle einen Wert fir die Perode
aus dem Meni aus:

y= A-sin{x+c]

Wahle zwischen Bogenmali oder
Gradeinteilung des Graphen:

—dxg -T2 3% S22 —¥nm -in2 -m w2

4 -Tm(2 -Jn -5m2 —In 32 - wl
_US

4% -T2 -3y -5l -2 32 -f mp

[
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Die Phase der Sinusfunktion

Definition 13:

Hier soll die Bedeutung der Konstanten c in der Gleichung
y = A-sin (bx+ c)

diskutiert werden. Dem Argument der Sinusfunktion ist eine additive Konstante zuge-
fugt.

Das heiRt, mit Hilfe der Phase wird der Nulldurchgang entweder nach links oder nach
rechts verschoben.

Wenn die Phase c einen positiven Wert hat, wird die Sinusfunktion nach links vom Ko-
ordinatenursprung aus gesehen verschoben und wenn c einen negativen Wert hat, wird
die Sinusfunktion nach rechts verschoben.

Die Phase ist eine additive Konstante im Argument der Sinus-Funktion

y = A-sin (bx+ c)

Beispiel 6:
V¥ 4
;_I 4
1.5
Wahle einen Werl fur die Phase © aus 1
dem Menl aus:
0.5
o smoo[0F) | B
qr -Tw'2 —3q —5n/2 42n 2 —m2 2 Sl 34 Tl S OX
Wiéhle zwischen Bogenmall oder -0g
Gradeinteilung des Graphen:
e
—1.5
=
¥
2
1.5
‘Wihle einen Wert fir die Phase © aus 1T
dem Menl aus:
05
y=sin[bx+) — —
bt —Tr/2 =3 52 2n -3n w2 A 32 e SR 3R TRl 4k X

‘Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:
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‘Wahle einen Wert fir die Phase © aus
dem Menl aus:

y= sin[bx+]

Wahle zwischen Bogenmalk oder
Gradeinteilung des Graphen:

T -m'2
s

4 -Tr'2 -3 =552 £2n =3n2
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Definition des Kosinus im Dreieck

Definition 14:

Geometrisch ist der Kosinus definiert als Verhaltnis der Ankathete zur Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck (siehe Abbildung):

b
cos(®) = <

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Genauso wie bei der Sinusfunktion wird das Dreieck in den Einheitskreis gesetzt (Abbil-
dung).

-1

Die Hypotenuse wird zum Radius r des Kreises und schneidet den Kreis im Punkt P. Der
Kosinus des Winkels @ ist der x-Achsenabschnitt zum entsprechenden Punkt P.

Definition 15:

Der Kosinus eines Winkels @ ist gleich der x-Komponente des zu @ gehorenden Punktes
P auf dem Einheitskreis.

Deswegen kann man schreiben:
x = cos (D)
dar=1ist.

Normalerweise wird x immer als die Variable benutzt, fir die immer andere Werte ge-
setzt werden.
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Definition der Kosinusfunktion

Genauso wie bei der Herleitung der Sinusfunktion geht man bei der Herleitung der Ko-
sinusfunktion vor:

y = COSX

Von dem Schnittpunkt des Zeigers mit dem Einheitskreis wird ein Lot gefallt und der
dazugehorige x-Achsenabschnitt bestimmt. Dieser Wert wird der Kosinusfunktion im
Graphen als y-Achsenabschnitt zugeordnet.

Die Kosinusfunktion fiir beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die
Formel

y =A-cos(bx +c)
dargestellt werden.

Die Kosinusfunktion ist zudem, wie die Sinusfunktion auch, von der AMPLITUDE A, der
PERIODE b und der PHASE c abhangig.

In Bogenmal3:

(SR

T
3

. \
0.5

20
—.5 1

1.0 4

=R
FaE

iz
)

In Grad:

) y=cos(x)
300" 90
1.0

180~

270
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Zusammenhang zwischen Sinus- und Kosinusfunktion

Aus der Graphik kann man entnehmen, dass die Strecke zwischen 0 und P zusammen
mit der x-Achse den Winkel ¢ bildet.

¥

LN L

Der Punkt P1 geht dadurch hervor, dass von ¢ ein rechter Winkel abgezogen wird.

¥
17

24-267



Dann gilt:

Aus der Grafik ist weiterhin zu entnehmen, dass

Definition 16:

) s
sin (& = cos(®;) = cos (CD — E)
Durch Umformung erhalt man dann auch folgenden Zusammenhang:

cos(®) = +sin (<I> + g)

. . . . Vs . .
Man kann also sagen, dass die Kosinusfunktion eine um 2 nach links verschobene Si-
nusfunktion ist.

Umgekehrt kann man auch sagen, dass die Sinusfunktion eine um g nach rechts ver-
schobene Kosinusfunktion ist.
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Wendet man den Satz von Pythagoras auf das das rechtwinklige Dreieck in der Abbil-
dung an,

Yy
1
/ W
/ 1 \
/ sin {1;"'-.H
il L,
cos ¢ 1
Al

so ergibt sich

Definition 17:

sin?(®) + cos?(®) = 1

Durch Umformung und Wurzelziehen erhalt man dann die folgenden Ausdriicke, die oft
benutzt werden:

sin(®) = +4/1 — cos?(d)
und

cos(®) = +4/1 — sin?(P)
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Definition des Tangens

Der Tangens eines Winkels @ kann geometrisch definiert werden als Verhaltnis der Ge-
genkathete zur Ankathete

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Definition 18:

a
tan(dD) = B

Aus den vorhergehenden Abschnitten ist bekannt, dass als Definition fiir die anderen
beiden trigonometrischen Funktionen gilt

sin(®) = =
C
und
b
cos(®) = p

Damit findet sich dann folgender Zusammenhang zwischen Sinus, Kosinus und Tan-
gens:

Definition 19:

_ sin (P)

c
tan(®) = b~ cos (d)

a
c
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Die Funktion des Tangens selber lasst sich ebenfalls wie beim Kosinus und beim Sinus
auch am Einheitskreis herleiten (Abbildung).

-1

Dazu wird im Punkt (0;1) eine Tangente am Einheitskreis errichtet. Der Zeiger, der vom
Mittel- bzw. Nullpunkt des Kreises bzw. des Koordinatensystems bis zum Punkt P reicht,
wird Gber den Punkt P verlangert, bis er die Tangente im Punkt S schneidet. Der y-
Achsenabschnitt auf der Tangente (hier in dem Beispiel orange gekennzeichnet) ist
dann jeweils der Tangens.

Definition 20:

Der Tangens eines Winkels @ ist gleich der y-Komponente des Schnittpunktes S der
Tangente, die am Einheitskreis anliegt.
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Definition der Tangensfunktion

Die Funktion des Tangens wird wieder am Einheitskreis definiert.

Im Bogenmal3:

y=tanix)
Mit der Maus kann der Zeiger im
4 Einheitskreis bewegt und so die
Tangensfunktion nachgezeichnet
werden. Wahle zwischen
3 Bogenmal und Gradeinteilung
/ ” des Graphen:
2
|
T
f 0.5 s
#
0 ¢ g ”
7 LA L n k4 it ¥
0.3 6 4 3 2 2
-1
an
2
-2
-3
-4
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In Grad:

y=tanix}
Mit der Maus kann der Zeiger im
4 Einheitskreis bewegt und so die
Tangensfunktion nachgezeichnet
werden. Wahle zwischen
1 Bogenmalk und Gradeinteilung
- des Graphen:
2
i
0% s p
{ -
IH“: r w_ i i -‘,
360° .7 30°45%0° 0% 180 270 360 ¥
—0.3
=1
2708
-2
70" -
-4
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Wie im Abschnitt Definition der Tangensfunktion im Dreieck angesprochen, wird im
Punkt (1;0) eine Tangente angelegt (Abbildung).

¥
1 A
i /__
7 I I \
i 1
| -o—-—-\\l. |
& 1
| L N
A1
m i
5
— -

-1

Der Zeiger, der vom Nullpunkt des Einheitskreises ausgeht, schneidet zuerst den Ein-
heitskreis und dann die Tangente und bildet somit ihr den y-Achsenabschnitt, der den
Wert fiir den Tangens liefert.

Nahert sich der Wert von ® zum Beispiel dem Wert g, dann wachst der Wert fir den

Tangens lber alle Grenzen, ins Unendliche. Wenn nun der Zeiger in den 2.Quadranten
(90°-180°) des Einheitskreises wandert, wird auch hier der Zeiger zur Tangente hin ver-
langert, so dass der Schnittpunkt S an der Tangente einen negativen y-Achsenabschnitt
liefert.

Der Kehrwert des Tangens wird als Kotangens bezeichnet. Er ist gegeben durch:
1 cos(P)
tan (&)  sin (D)

cot(d) =
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Trigonometrische Gleichungen
Grundlegende Gleichungen

Trigonometrische Gleichungen kénnen sehr kompliziert sein und sind oft nicht einmal
analytisch I6sbar. Es gibt aber einige grundlegende trigonometrische Gleichungen, wie

sin(x) = a,
cos(x) = b,
tan(x) = ¢

die wesentlich einfachere Losungen besitzen.

Solche Gleichungen haben im allgemeinen Fall entweder gar keine, oder unendlich
viele Losungen. Wenn man aber den Winkel x irgendwie begrenzt, gibt es endlich viele
Losungen.

Beispiel 7:
Losen Sie die Gleichung sin(x) = %
Wir wollen alle Winkel finden, die den Sinus % haben.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Sinus im ersten und im zweiten Feld positiv
ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Y Yy
i '
v > . 7~ N :
A Y = 5 TR Fme T Y = ]
| (/6 —7/6 f '|
| I|I T :I. | ol
! / \ /
\\ _.-'"/ x\h _,-"'/f

Wir haben also einmal die erste Losung bei:

T
x1=g

. . .. . T 5
Und eine zweite Losung bei X, = 1T — Pl

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen
gibt.

Endliche Losungen erhadlt man wenn man den Definitionsbereich fiir x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:
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[L_{n_S }
6’6"

Bei unendlich vielen Lésungen muss eine allgemeine Loésung angegeben werden, da hier

der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2w addieren kénnen, ohne den

Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

S
X—6 n-m

xX=-m+2'n'm
6
wobei n eine beliebige ganze Zahl darstelit.
Dies nennt man dann auch die allgemeine Lésung der Gleichung.

Dies sieht man auch wenn man folgende Grafik betrachtet:

y
i
1. 1 .(_,z"' ‘“\._M ;_’_,a “"x% i
/] - - N
AR 5m /18x 177
A G i -~ 6 6

sy =-sinz
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Beispiel 8:

1

Lésen Sie die Gleichung cos(x) = >

Wir betrachten den Einheitskreis. Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im
ersten und im vierten Feld positiv ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

y 1

1
r =35 r ==
A 2 TR 2
' . ' B S
| . ' ¢ —7/f3
S/ N\

Wir haben also einmal die erste Losung bei:

X ==
173
. o . 5
Und eine zweite Losung bei x, = 21 — g =5m

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen
gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich fir x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

L {n 5 }
=31—=;=T
3°3
Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Lésung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:
Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2w addieren kdnnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:
7T+ 2
X == "nm-m
3
X=zsm+2'n'm
3

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.
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Beispiel 9:
Lésen Sie die Gleichung tan(x) = V3
Wir betrachten den Einheitskreis.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im ersten und im dritten Feld positiv
ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Y Y
s slope /3 4 slope/3
T i ,
f i /3\ i \
| . - \ — | €
~ ’rf’ ."/." \

Wir haben also einmal die erste Losung bei:

X =—
173

Und eine zweite Lésung bei x, = + g = 31‘[

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen

gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich fir x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

[L—{ﬂ 4 }
13’3

Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Losung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2m addieren kénnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

=242
x—3 n-m

=-m+2n:
X 37'[ n-m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.
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Komplexere Gleichungen

Komplexere Gleichungen |6st man durch umformen mit Hilfe der Formelsammlung oder
durch Substitution des Arguments der trigonometrischen Funktion.

Beispiel 10:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(x) = E\/E
im Bereich von —21 < x < 4.
Lésung:
1
sin(x) = Ex/i

Laut der Formelsammlung:
1
sin(45°) = Eﬁ

Daraus ergibt sich eine erste Losung:

1
Xq ZZT[
Im zweiten Feld ergibt sich eine weitere Losung:
1 3
Xy =T — ZT[ = Zn
Im Definitionsbereich von —2m < x < 4m ergeben sich weitere Losungen:
1 7
X3=X1—2T[=ZT[—2T[=—ZT[
3 5
x4=x2—21't=111—21'[=—11'[
1
Xs =x1+21T=Z1T+21T=Z1T
11
X6=X2+2T[=ZT[+2T[:TT[
7 7 1 3 9 11
L={gm —3m g 3T g
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Beispiel 11:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos (5x) =53

im Bereich von -3 < x < 12.

Losung:

Substitution:

s
u= gx
damit ergibt sich:
1
cos(u) = E\/g
Aus der Formelsammlung ergibt sich eine erste Losung:
1
u; = gn
Ricksubstitution:
T
u= gx
1 1
gn = gx
x; =1

Der Kosinus ist im vierten Feld positiv, also ergibt sich eine weitere Losung:

1 11
Uy = 21 — gn = ?n
Ricksubstitution:
I8
u =gx
11 T
ST 6"
x, =11

Im positiven Bereich keine weiteren Losung mehr.

Im negativen Bereich ergibt sich eine weiter Losung:

1 1
u3=0—gn=—gn

Ricksubstitution:
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T
uzgx
1 T

—gnz—x
X3 =—1

Im negativen Bereich auch keine weiteren Losungen mehr.
L={-1;1;11}
Beispiel 12:
Losen Sie folgende Gleichung
cos(2x) —4-cos(x)+3 =0

Im Bereich von x € [0: 2T]

Wir verwenden aus der Formelsammlung:
cos(2x) = 2-cos?(x) — 1

und setzen es ein.

2:cos?(x)—1—4-cos(x) +3=0

2-cos?(x) —4-cos(x)+2=0 |:2

cos?(x) —2-cos(x) +1=0
(cos(x) —1)?=0

Diese Gleichung ist nur dann erfillt, wenn cos(x) = 1 ist.
Wir wissen, dass der Kosinus im ersten und im vierten Feld positiv ist.

Damit erhalten wir folgende Losungen:

x1=0
X, = 2T
L = {0; 2m}

Okonomische Anwendungen der Differentiation

Zusammenhdnge zwischen wirtschaftlichen GroRen lassen sich im Allgemeinen durch
Funktionen beschreiben. In der Praxis tritt haufig das Problem auf, dass diese Funktio-
nen nicht bekannt sind und sich zudem nur sehr schwer abschatzen lassen.

Haufig kennt man aber einige Eigenschaften der Funktion, aus denen sich Folgerungen

fur wirtschaftliche Entscheidungen ableiten lassen.

Zur Losung wirtschaftlicher Fragestellungen durch mathematische Methoden ist es
nicht moglich, die Realitdt in ihrer umfassenden Komplexitdt zu bericksichtigen. Des-
halb wird ein Modell (ein vereinfachtes Abbild der Wirklichkeit) erstellt, das die realen

Zusammenhéange auf das Wesentliche reduziert.
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Haufig unterstellt man fir die Bestimmung der Nachfragefunktion, dass alle Faktoren
bis auf den Preis des Produktes konstant bleiben (ceteris paribus Bedingung), so dass
nur noch eine unabhdngige Variable in die Berechnung eingeht.

Eine weitere Vereinfachung erfolgt dadurch, dass haufig lineare Funktionen verwendet
werden, auch wenn die Beziehungen zwischen zwei wirtschaftlichen GréRen nur anna-
hernd linear verlaufen oder nur in einem bestimmten Intervall eine konstante Steigung
haben.

Insbesondere bei wirtschaftlichen Funktionen ist es wichtig, Definitions- und Wertebe-
reich zu beachten, da diese in vielen Fallen eingeschrankt sind.

Beispielsweise haben alle Kostenfunktionen K(x) einen beschrankten Definitionsbe-
reich, da die Produktionsmenge durch Kapazitatsbegrenzungen eingeschrankt ist, und
K nur die Werte annehmen kann, die sich durch Einsetzen der x-Werte in die Funktion
ergeben. Kosten und Produktionsmengen kénnen zudem nicht negativ werden.

Nachfrage- und Angebotsfunktion

Die Nachfragefunktion gibt die Abhangigkeit zwischen der nachgefragten Menge eines
bestimmten Gutes und allen Faktoren an, die sie beeinflussen.

Wie oben beschrieben, wird diese Beziehung haufig vereinfacht. Die nachgefragte
Menge x eines Haushaltes wird nur noch als abhangig von dem Preis p des entspre-
chenden Gutes angesehen.

x = f(p)

Wenn man die Abhangigkeit zwischen Preis und nachgefragter Menge eines Gutes aus
der Sicht des anbietenden Unternehmens betrachtet, bezeichnet man die Nachfrage-
funktion als Preisabsatzfunktion.

Bei der Preisabsatzfunktion fragt sich der Unternehmer, welche Mengen er bei welchen
Preisen absetzen kann.

Wenn man von einigen Besonderheiten absieht (Preis-Qualitats-Effekt bei Luxusgttern
mit prestigevermittelndem Preis), bei denen die Preisabsatzfunktion von ihrem typi-
schen Verlauf abweicht, ist es plausibel, dass die nachgefragte Menge steigt, wenn der
Preis sinkt, und umgekehrt. Die Preisabsatzfunktion hat demnach eine negative Stei-

gung.
Vereinfachend wird in der Praxis haufig ein linearer Verlauf unterstellt, obwohl die

Funktion in der Realitdt vor allem in der Ndhe der Achsen ihre Steigung andern und sich
an die Achsen anschmiegen wird.

In den Wirtschaftswissenschaften ist es Ublich, den Preis an der Ordinate und die
Menge an der Abszisse abzutragen. Die Nachfragefunktion wird demgemafR so darge-
stellt, dass der Preis der abhangigen und die Menge der unabhangigen Variablen ent-
spricht. Man betrachtet also die Umkehrfunktion, die die Abhangigkeit des Preises von
der Nachfragemenge angibt p = f(x).
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Allgemeine Funktionsgleichung einer linearen Nachfragefunktion:
p=mx+b

Dabei bedeuten:

e p=Preis

e m = Steigung (negativ)

e x =nachgefragte bzw. abgesetzte Menge

e b = Ordinatenabschnitt (maximalen Preis pmax flir das Gut, bei dem die Nachfrage
Null wird)

Die Nullstelle xs zeigt die Sattigungsgrenze an. Selbst wenn der Preis des Produktes auf
Null gesenkt wird, Gberschreitet die nachgefragte Menge nicht den Wert xs.

Die Angebotsfunktion gibt die Abhangigkeit der angebotenen Menge eines Gutes von
dem daflir verlangten Preis an.

Je hoher der Verkaufspreis, desto mehr sind die Hersteller bereit zu produzieren. Mit
steigenden Preisen wird also auch die angebotene Menge zunehmen. Die Angebots-
funktion hat eine positive Steigung.

Allgemeine Funktionsgleichung einer linearen Angebotsfunktion:
p=mx+b

Dabei bedeuten:

e p=Preis

e m = Steigung (positiv)

e x =Angebotsmenge

e b = Ordinatenabschnitt (minimalen Preis pmin, bei dem das Angebot gleich Null ist;
erst bei steigenden Preisen sind die Produzenten bereit, mehr und mehr Produkte
anzubieten.)
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Prmin

Das Marktgleichgewicht, bei dem sich Angebot und Nachfrage ausgleichen, ldsst sich
graphisch ermitteln, wenn Nachfrage- und Angebotsfunktion in ein Koordinatensystem
gezeichnet werden.

Das Marktgleichgewicht ist erreicht, wenn das Angebot mit der Nachfrage lberein-
stimmt. Graphisch entspricht das Gleichgewicht dem Schnittpunkt der beiden Funktio-
nen.

pg = Gleichgewichtspreis
Xg = Gleichgewichtsmenge
Kostenfunktion

Die Kostenfunktion eines Unternehmens zeigt den Zusammenhang zwischen den ge-
samten Kosten K in einer Periode und der in dieser Zeit produzierten Menge x eines
Produktes auf. Die Produktionsmenge ist die unabhangige Variable, deren Einfluss auf
die abhadngige mit Hilfe der Kostenfunktion analysiert wird.

Im Allgemeinen kann man davon ausgehen, dass Kostenfunktionen eine steigende Ten-
denz haben. Mit zunehmender Produktionsmenge werden auch die Kosten zunehmen.
Der Funktionsverlauf hdangt von dem zugrunde liegenden Produktionsverfahren ab, so
dass sich im konkreten Fall verschiedene Kurvenformen ergeben.

Im einfachsten Fall wird eine lineare Kostenfunktion auftreten. Bei linearen Funktionen
ist die Steigung konstant, das heiRt die Zusatzkosten fiir die Produktion einer zusatzli-
chen Einheit sind immer gleich.

Bei einem progressiven Verlauf der Kostenfunktion wachst die Steigung mit zunehmen-
dem x. Die Kosten fir die Produktion einer zusatzlichen Einheit werden immer groRer.

140
K
120
100
80
60
40

20

0

0 4 8 12 16 x 20

Eine Kostenfunktion mit degressivem Verlauf liegt vor, wenn durch die Massenproduk-
tion die Stlickkosten gesenkt werden kdnnen. Die Steigung nimmt ab, und die Zusatz-
kosten fiir weitere Einheiten werden mit groBer werdender Stlickzahl geringer.
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Besonders haufig wird in den Wirtschaftswissenschaften die S-formige Kostenfunktion
diskutiert.

Diese S-formige Kostenfunktion hat zunachst einen degressiven, spater aber einen pro-
gressiven Verlauf.

Wird beispielsweise ein landwirtschaftliches Gut (z. B. Weizen oder Kartoffeln) auf ei-
ner bestimmten Flache produziert, so ist der Ertrag pro Hektar die Produktionsmenge.
Die zusatzlichen Kosten fir Saatgut, Diinger etc. werden von einem bestimmten Hek-
tarertrag an immer groBer, wenn der Hektarertrag noch weiter gesteigert werden soll.

Da die Funktionsgleichung einer Kostenfunktion in der Praxis im Allgemeinen nicht be-
kannt ist, wird vereinfachend ein linearer Verlauf unterstellt. Aus einigen Eigenschaften
der Kostenfunktion, die aus der Erfahrung abgeleitet werden, ldsst sich dann eine line-
are Funktion aufstellen, die den tatsachlichen Verlauf wiedergibt.

Die Gesamtkosten K(x) setzen sich zusammen aus den Fixkosten Kt und den variablen
Kosten Ky, die sich durch Multiplikation der variablen Stlickkosten ky mit der Produkti-
onsmenge x errechnen.

Die Funktionsgleichung in ihrer allgemeinen Form lautet flr die lineare Kostenfunktion:

Dabei bedeuten:

K(x) = Gesamtkosten, abhangig von der Produktionsmenge x
K¢ = Fixkosten, unabhangig von der Produktionsmenge x
Ky = variable Kosten, abhangig von x

ky = variable Stickkosten, Steigung der Geraden

X = Produktionsmenge

Da die Steigung konstant ist, sind auch die zusatzlichen Kosten fiir die Prod uktion einer
weiteren Einheit - die Grenzkosten - konstant. Sie betragen k.

In einem Unternehmen gilt die Kostenfunktion K(x) = 700 + 3x
Zeichnen Sie die Funktion.

Wie hoch sind die Fixkosten und die variablen Kosten pro Stick?
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Welche Kosten entstehen bei der Produktion von 150 Mengeneinheiten?
Kf =700 kv =3

K(150) = 700 + 3 - 150 = 1.150

Umsatzfunktion

Durch Multiplikation von Preis und Menge ergibt sich der Umsatz, der somit von zwei
unabhangigen Variablen abhangt.

U(x, p) =p - x

Fur viele Unternehmen ist der Preis jedoch eine konstante GroRe. Sie haben einen zu
geringen Marktanteil, um den Preis beeinflussen zu kdnnen. Diese Unternehmen wer-
den Mengenanpasser genannt, da sie ihren Umsatz nicht durch den Preis, sondern nur
durch die abgesetzte Menge verandern kdnnen. Der Umsatz ist fiir sie nur von der
Menge x abhangig.

U(x) =p-x p=const.

Der Preis entspricht der Steigung einer Geraden, die durch den Koordinatenursprung
verlauft.

u

Gewinnfunktion
Die Differenz von Umsatz und Kosten stellt den Gewinn eines Unternehmens dar.
G=U-K
Bei einem Mengenanpasser ist der Gewinn nur von der Menge abhangig.
G(x) = U(x) - K(x)
Durch Einsetzen der Umsatz- und der Kostenfunktion ergibt sich
G(x) =p-x-Ki-kyx
=-Ki+ (p-ky) - x

Der Gewinn errechnet sich durch Multiplikation des Uberschusses des Preises iiber die
variablen Stickkosten (p-ky, Stickdeckungsbeitrag) mit der Menge x, wovon noch die
Fixkosten subtrahiert werden mussen.

Graphisch lasst sich die Gewinnfunktion ebenfalls durch die Differenz der Umsatz- und
Kostenfunktion darstellen.

Wenn die Kosten gréBer als der Umsatz sind, ist der Gewinn negativ. Das Unternehmen
befindet sich in der Verlustzone.

In dem Punkt, in dem sich Umsatz- und Kostenfunktion schneiden, ist der Gewinn Null.
Das Unternehmen hat die Gewinnschwelle erreicht.
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Bei hdheren Stiickzahlen wird ein positiver Gewinn erzielt (Gewinnzone).

Die Gewinnfunktion kann durch die Subtraktion der Kosten- von der Umsatzfunktion
graphisch dargestellt werden. Bei der Produktion von Null Einheiten entsteht ein Ver-
lust in Hohe der Fixkosten; die Gewinnfunktion schneidet die Ordinate bei -Ks. An der
Gewinnschwelle xo schneidet die Gewinnfunktion die Abszisse und erreicht den positi-
ven Bereich.

Beispiel 13:

Auf dem Markt fir ein bestimmtes Produkt gilt ein Maximalpreis von 500 Euro und eine
Sattigungsmenge von 200 Stlick. Der Mindestpreis ist 100 Euro und die Steigung der
Angebotsfunktion betragt 1,5.

a) Bestimmen Sie die Nachfrage- und Angebotsfunktion, die beide einen linearen Ver-
lauf haben sollen.

b) Bestimmen Sie Gleichgewichtspreis und -menge graphisch und analytisch.

c) Welche Folge hat eine staatliche Festlegung des Preises auf 200 Euro flir Nachfrage
und Angebot?

Losung:

a) Nachfragefunktion, bekannt:
Punkt 1 (0;500)

Punkt 2 (200;0)

2-Punkteform:
0-500 3 500—-y
200-0 0—-x

5
=500 - =X
Y 2

Angebotsfunktion, bekannt:
Punkt (0;100)
Steigungm=1,5

Punktsteigungsform:

15- 100 —y

0-x
y=100+1,5x
b.
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500-2,5x=1,5x+ 100
Xg = 100, pg = 250
C.

Bei einem Preis von 200 Euro ist die Nachfrage groRer als das Angebot, wie die Abbil-
dung zeigt.

nachgefragte Menge x, : 200 = 500 — 2,5xn
Xxn =120
angebotene Menge x, : 200 = 1,5x, + 100
Xa = 66,67
Es besteht ein Nachfrageliberhang von ca. 53 Stlick.
Beispiel 14:

Ein Unternehmen hat Fixkosten in Hohe von 1.000 Euro und variable Stiickkosten in
Hohe von 1,50 Euro. Maximal kénnen 1.500 Einheiten produziert werden. Der Markt-
preis betragt 2,50 Euro.

a) Ermitteln Sie graphisch und analytisch die Gewinnschwelle.

b) Welche Folgen hat eine Senkung des erzielten Preises auf die Halfte?

Losung:

a.

K(x) = 1.000 + 1,5x

U(x) = 2,5x

G(x) = U(x) - K(x)=0

0 =2,5x - 1000 - 1,5x
X0 =1.000

b.

Wenn der Preis auf 1,25 Euro fallt, ist der Stickdeckungsbeitrag negativ, und es kann
kein Gewinn erzielt werden.

Die Steigung der Kostenfunktion ist dann groRer, als die der Umsatzfunktion, so dass
kein Schnittpunkt existiert.
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Beispiel 15:

Ein Betrieb kann im Monat maximal 3000 Kreissdagen herstellen. Dabei entstehen fixe
Kosten von 100.000 Euro und zusatzliche variable Kosten in Héhe von 150 Euro pro
Stick

a) Geben Sie die Kostenfunktion an, die der Anzahl x der produzierten Kreissagen die
entstehenden Kosten zuordnet.

b) Geben Sie Definitions- und Wertebereich der Kostenfunktion (bezogen auf einen Monat)
an!

Losung:

KX =K, +k X

= K(X) =100.000+150x
D= [0; 3000]

W, =[100.000; 550.000]
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Nichtlineare Funktionen

Beispiel 16:

Einem Unternehmen ist die Preisabsatzfunktion fiir sein Produkt bekannt:
p(x) = 80 - 4x

Die Umsatzfunktion lasst sich durch Multiplikation der Preisabsatzfunktion mit x ermit-
teln.

U(x) =p-x=(80-4x)-x = 80x - 4x?
Graphische Darstellung von Preisabsatz- und Umsatzfunktion:

Die Preisabsatzfunktion zeigt, dass der Hochstpreis 80 DM betragt. Die nachgefragte
Menge und damit der Umsatz ist bei einem Preis von 80 DM oder mehr gleich Null.
Wenn der Preis sinkt, steigt die nachgefragte Menge bis zur Sattigungsmenge von 20,
die bei einem Preis von Null erreicht wird. Da der Preis beim Erreichen der Sattigungs-
menge Null ist, wird an dieser Stelle der Umsatz wiederum Null.

Die Umsatzfunktion ist eine nach unten gedffnete Parabel 2. Grades. Der Umsatz steigt
zunachst mit steigender Absatzmenge und sinkenden Preisen an. Er erreicht sein Ma-
ximum genau in der Mitte zwischen den Nullstellen bei der Menge von 10 Einheiten,
da die Parabel symmetrisch zur Senkrechten durch x = 10 verlauft. Mit weiter zuneh-
mendem Absatz aber sinkendem Preis geht der Umsatz dann wieder zurlick.

Die in der Praxis haufig anzutreffende S-formige Kostenfunktion entspricht mathema-
tisch einer Variante von Parabeln 3. Grades.

Beispiel 17:
Graphische Darstellung der Kostenfunktion:
K(x) = x3 - 25x? + 250x + 1000
Wertetabelle:
X ‘0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

K ‘1000 1408 1664 1816 1912 2000 2128 2344 2696 3232 4000

Wie dndern sich die Kosten, wenn die Produktion um eine Einheit ausgeweitet wird,
ausgehend von 2, 9, 19 Einheiten?

Produktionssteigerung Zusatzkosten K(x)
Von auf
2 3 144 1552
9 10 46 1954
19 20 416 3584

Bei niedrigen Produktionsmengen fallen die Zusatzkosten (Grenzkosten) bei zuneh-
mender Produktion, die Kostenfunktion verlauft degressiv steigend.

Fir hoheres x ist die Kostenfunktion progressiv steigend, d. h. die Zusatzkosten werden
immer grofer.
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Bedeutung der Differentialrechnung fiir die Wirtschaftswissenschaften

Bei der Analyse von 6konomischen Funktionen interessiert man sich fir charakteristi-
sche Eigenschaften der Funktion, wie Steigung, Extrema, Wendepunkte, die mit Hilfe
der Differentialrechnung bestimmt werden kénnen.

Am Beispiel einer Kostenfunktion soll die Anwendung der Differentialrechnung in den
Wirtschaftswissenschaften zunachst allgemein verdeutlicht werden.

Die Kostenfunktion K = K(x) stellt den Zusammenhang zwischen der Produktionsmenge
x und den Gesamtkosten eines Einproduktunternehmens dar.

Die Frage nach der Kostenerhéhung bei einer Produktionsmengenausweitung ent-
spricht der Frage nach der Steigung der Funktion, die durch die 1. Ableitung bestimmt
wird.

Bei einer Anderung der Produktionsmenge von x1 auf x, dndern sich die Gesamtkosten
um K(x2) — K(x1).

Wenn nun die Anderung der Kosten in Bezug auf die Produktionsmengeninderung mit
X2—> X1 ermittelt

werden soll, entspricht dies der Frage nach dem Differentialquotienten

dK H K(Xz) _K(Xl)
G limmre =2

Xp =Xy X2 - Xl

Der Differentialquotient gibt die Steigung der Kostenfunktion in einem bestimmten
Punkt an und entspricht der 1. Ableitung der Funktion.

Die 1. Ableitung einer Kostenfunktion wird als Grenzkostenfunktion bezeichnet.

Die Untersuchung von Funktionen bei unendlich kleinen (infinitesimal kleinen) Ande-
rungen der unabhdngigen Variablen wird Marginalanalyse genannt.

Allgemein ergibt diese Grenzbetrachtung, wie die abhdngige Variable variiert, wenn
sich die unabhadngige Variable um einen gegen Null gehenden Betrag andert.

Bei der Interpretation der 1. Ableitung einer 6konomischen Funktion wird haufig ge-
sagt, dass die 1. Ableitung der Anderung der abhingigen Variablen bei Anderung der
unabhdngigen Variablen um eine Einheit entspricht.

Beispielsweise ist folgende Ausdrucksweise Ublich:

,Die Grenzkostenfunktion zeigt die Anderung der Kosten, wenn die Produktionsmenge
um eine Einheit gedndert wird.”

Diese Interpretation ist mathematisch nicht korrekt, denn die Marginalanalyse unter-
sucht das Funktionsverhalten bei unendlich kleiner Variation der unabhangigen Vari-
ablen.

Anstelle von Ax — 0 wird aber Ax = 1 unterstellt.

Dieser Fehler mag bei der Massenproduktion vernachladssigbar sein. Wenn dagegen
Ausbringungseinheiten einen groRen Wert haben und die Produktion relativ klein ist
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(z.B. Flugzeughersteller), entsprechen die Grenzkosten nicht der Kostenanderung bei
einer Produktionsveranderung um eine Einheit.

Um die Interpretation nicht zu komplizieren, wird vereinfacht gesagt: Die 1. Ableitung
gibt ndherungsweise an, in welchem Umfang sich die abhangige Variable dndert, wenn
die unabhdngige um eine Einheit variiert wird.

Bei der Grenzbetrachtung 6konomischer Funktionen muss beachtet werden, dal diese
differenzierbar sein missen. Diese Voraussetzung ist bei solchen Funktionen, die auf-
grund von Spriingen oder Stufen unstetig sind, nicht erfillt.

Kostenfunktion

Die 1. Ableitung der Kostenfunktion K = K(x) ist die Grenzkostenfunktion
B dK
©odx

Sie gibt ndherungsweise an, wie sich die Gesamtkosten dandern, wenn die Produktions-
menge um eine Einheit verandert wird.

KI

Beispiel 18:

In einem Unternehmen, das nur ein Produkt herstellt, wurde folgende Kostenfunktion
ermittelt:

2

K(X) = = + 2X +50
- 10

Wie lautet die Grenzkostenfunktion?
Ki(x) =2 +2
Die Hohe der Grenzkosten hangt davon ab, wie hoch die Produktionsmenge ist, von der
ausgegangen wird.
Wie hoch sind die Grenzkosten bei einer Produktionsmenge von 5, 10 und 20 Stick?
x=5 K'(5)=3
x =10 K'(10) = 4
x =20 K'(20) =6
Die Steigung der Kostenfunktion nimmt standig zu.

Bei einer Produktionsmenge von x = 5 betragen die Grenzkosten drei Geldeinheiten.
Wie andern sich die Kosten, wenn die Produktionsmenge ausgehend von fiinf um eine
Einheit verringert wird oder wenn sie um eine Einheit erhéht wird?

K(5) — K(4) =62,5-59,6 =2,9
K(5) — K(6) = 62,5 - 65,6 =-3,1
Die Gesamtkosten sinken um 2,9 bzw. steigen um 3,1 Geldeinheiten.

Dies verdeutlicht, dass die Grenzkosten K’(5) = 3 nicht der Kostendanderung bei der Va-
riation um einen Geldmenge entsprechen.
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Umsatzfunktion

Die 1. Ableitung der Umsatzfunktion U = U(x) ist die Grenzumsatzfunktion

_du
Cdx
Sie gibt ndherungsweise an, um welchen Betrag sich der Umsatz andert, wenn die ab-

gesetzte Menge sich um eine Einheit andert. Die beschrieben, lasst sich die Umsatz-
funktion durch Multiplikation der Preisabsatzfunktion mit der Menge aufstellen.

U !

Beispiel 19:

Ein Unternehmen hat fiir sein Produkt durch Erfahrung einen Maximalpreis von 1.000
DM und eine Sattigungsmenge von 5.000 Stiick festgestellt.

Mit Hilfe der 2-Punkteform lasst sich daraus folgende Preisabsatzfunktion ermitteln,
wenn man Linearitat unterstellt.

p(x) = 1.000 — 0,2x
Die Umsatzfunktion lautet:
U(x) = 1.000x — 0,2 x>

Die Grenzumsatzfunktion lautet:
U’(x) —d—U—J_OOO 0,4x
Codx ’

Sie hat genau die doppelte negative Steigung der Preisabsatzfunktion.

Das Maximum der Umsatzfunktion wird bei der Produktionsmenge von 2500 Stiick er-
reicht.

U’(x) = 1.000 — 0,4x = 0
x =2.500
U’’(2.500) = -0,4 < 0 —> Maximum

Dass die Grenzumsatzfunktion die doppelte negative Steigung der linearen Preisabsatz-
funktion hat, gilt nicht nur fir diese spezielle Beispiel, sondern allgemein:

p(x) =a— mx
U(x) = ax — mx?

U'(x) =a—2mx
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Gewinnfunktion

Die 1. Ableitung der Gewinnfunktion G = G(x) ist die Grenzgewinnfunktion
_dc
~dx

Sie gibt ndherungsweise an, um welchen Betrag sich der Gewinn andert, wenn sie die
abgesetzte Menge um eine Einheit andert.

GI

Da der Gewinn eines Unternehmens die Differenz aus Umsatz und Kosten darstellt G(x)
= U(x) — K(x), kann der Grenzgewinn auch als Differenz zwischen Grenzumsatz und
Grenzkosten interpretiert werden.

G'(x) = U'(x) = K'(x)

Beispiel 20:

Die Kostenfunktion eines Unternehmens lautet:
K(x) = 440 + 3x

Die Preisabsatzfunktion hat die Funktionsgleichung:
p(x) =100 - 0,2 x

Die Gewinnfunktion berechnet sich als die Differenz zwischen Umsatz- und Kostenfunk-
tion.

U(x) = p(x) - x = 100x — 0,2x?
G(x) = U(x) — K(x) =-0,2x?+ 100x — 440 — 3x
=—-0,2x2 + 97x — 440
Die Gewinnfunktion lautet:
G'(x) = —0,4x + 97

Die Berechnung liber die Differenz zwischen Grenzumsatz und Grenzkosten ergibt die
gleiche Funktion:

G'(x) =U'(x) - K'(x)
=100 — 0,4x — 3
=-0,4x + 97
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Gewinnmaximierung

Im Zielsystem eines Unternehmens nimmt die Gewinnmaximierung eine wichtige Posi-
tion ein.

Bei Kenntnis der Gewinnfunktion lasst sich das Maximum mathematisch dadurch er-
mitteln, dass die 1. Ableitung der Gewinnfunktion, die Grenzgewinnfunktion, gleich
Null gesetzt wird. Denn die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremwer-
tes lautet, dass die 1. Ableitung der entsprechenden Funktion an dieser Stelle Null wer-
den muss.

G'(x)=0

oder
G'(x) =U'(x) —K'(x) =0
U'(x) = K'(x)

An der Stelle des Gewinnmaximums sind Grenzumsatz- und Grenzkostenfunktion
gleich, sie schneiden sich.

Wenn die Produktionsmenge gesteigert wird, ist dies solange mit einer Gewinnsteigung
verbunden, bis die letzte produzierte Einheit einen genauso hohen Umsatzzuwachs (U’)
erbringt, wie an zusatzlichen Kosten (K’) fiir ihre Herstellung anfallen.

Ob an der berechneten Stelle wirklich ein Maximum existiert, wird mit Hilfe der hinrei-
chenden Bedingung Uberprift. Wenn die 2. Ableitung der Gewinnfunktion fiir den er-
mittelten Wert negativ ist, liegt ein Maximum vor.

An der so berechneten Stelle eines Gewinnmaximums muss jedoch nicht notwendiger-
weise ein positiver Gewinn erzielt werden. Der maximal erreichbare Gewinn kann auch
ein Verlust sein; das Gewinnmaximum ware dann ein Verlustminimum.

Es ist also sinnvoll, zusatzlich zu Uberpriifen, welchen Wert der Gewinn an der Stelle
des Gewinnmaximums annimmt.

Beispiel 21:

Ein Unternehmen stellt einen Dachgepacktrager fiir Pkws zum Transport von Sportmo-
torradern her und ist Monopolist auf diesem Markt.

Im letzten Jahr wurden 50 Dachgepacktrdger zu einem Preis von 1200 Euro verkauft.
Bei einer Preiserhdhung um 50 Euro wird nach einer Marktforschungsuntersuchung ein
Rickgang des Absatzes auf 45 Stiick erwartet.

Die Preisabsatzfunktion wird als linear angenommen.

Die Gesamtkosten der Produktion betragen:
1
K(x) = §x3 —8x? +600x + 4000

Ermitteln Sie rechnerisch, bei welcher Preismengenkombination das Gewinnmaximum
erreicht wird.

Losen Sie das Problem graphisch.

52-267



Preisabsatzfunktion: Ein linearer Verlauf wird unterstellt. Zwei Punkte sind bekannt,
so dass die 2-Punkteform angewandt werden kann.

p1=1.200 x1=50
p2=1.250 x2=45
P — P — P.—P
X, =X X —X
1250-1200 1200-p
45-50 50— x
—50 1200-p
-5 50— x
—500+10x =1200-p
p=21700-10x
Umsatzfunktion

U(x) =p-x =1.700x— 10x2

Gewinnfunktion

G(x)=U(x)-K(x)

1
G(x) =1700x —10x°* — S x* +8x* —600x —4.000

1

G(x) = -5 x® —2x* +1100x — 4.000

Ermittlung des Gewinnmaximums
1

G'(x) =—§x2 —4x+1100

G'(x)=0

1 2
_§X —-4x+1100=0

x? +12x-3300=0
x,, = —6+~/36+ 3300

X, , = —6:++/3336
X,, =—6+57,7581

X, = 51,7581
X, =—63,7581 — 6konomisch nicht relevant
2
G"(x)=——x—-4
(00 =-3x

G’’(51,7581) = —-38,5054 <0 — Maximum

Bei einer abgesetzten Menge von gerundet 52 Dachgepadcktragern erzielt der Unter-
nehmer einen maximalen Gewinn.

Der Preis, den er verlangen muss, ergibt sich aus der Preisabsatzfunktion.
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p(x) =1.700 — 10x
p(52) =1.180

Der Unternehmer muss einen Preis von 1.180 DM verlangen, um 52 Stiick absetzen zu
kénnen.

Den maximalen Gewinn erhdlt man durch Einsetzen der berechneten Menge von 52
Stick in die Gewinnfunktion.

G(x) = —%xs —2x? +1100x — 4.000
G(52) = 32.168,89

Wenn das Unternehmen einen Preis von 1.180 DM verlangt, wird es 52 Motorradtrager
jahrlich absetzen und damit einen maximalen Gewinn von 32.168,89 DM erzielen.

Da die Stlickzahl von 51,7581 auf 52 gerundet wurde, sollte zusatzlich untersucht wer-
den, ob eine Abrundung auf 51 nicht zu einem hdheren Gewinn fihren wirde.

G(51) = 32.159,00
Der Gewinn bei einem Absatz von 52 Stick ist groRer.
Graphische Losung

Die Nullstellen der Umsatzfunktion x1 = 0 und x2 = 170 begrenzen den relevanten Be-
reich.

Preisabsatz- und Grenzumsatzfunktion sind linear, fir sie ertibrigt sich die Aufstellung
einer Wertetabelle.

Die Ermittlung des Gewinnmaximumes fiir einen Angebotsmonopolisten, der den Preis
fir sein Produkt steuern kann und fir den eine Preisabsatzfunktion relevant ist, soll
allgemein an den obigen Abbildungen erlautert werden.

Die Preisabsatzfunktion hat einen linearen Verlauf. Daraus ergibt sich eine parabelfor-
mige Umsatzfunktion und eine Grenzumsatzfunktion mit der doppelten negativen Stei-
gung wie die Preisabsatzfunktion.

Der Schnittpunkt von U’ und K’ gibt die gewinnmaximale Menge x. an.

Wenn man den zu x. gehorenden Punkt auf der Preisabsatzfunktion eintragt, erhalt
man den Cournotschen Punkt C.

Der Cournotsche Punkt gibt die Koordinaten der gewinnmaximalen Preis-Mengen-Kom-
bination an (pc, Xc).

Beispiel 22:

Berechnen Sie fir die S-féormige Kostenfunktion K(x) = x3— 25x? + 250x + 1.000 die
Grenzkostenfunktion.

Wie grof’ sind die Grenzkosten bei x1 =2, x2=8 und x3 = 18?

Bei welcher Produktionsmenge nehmen die Grenzkosten ihr Minimum an?
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Funktionen mehrerer Variablen und ihre Differentiation

Begriff

In den vorhergehenden Kapiteln wurden Zusammenhdnge zwischen 6konomischen
GroBen vereinfachend durch Funktionen mit nur einer unabhangigen Variablen be-
schrieben. Bei der Nachfragefunktion wurde nur die Abhangigkeit der nachgefragten
Menge vom Preis berlicksichtigt. Dabei wurde vorausgesetzt, dass alle anderen beein-
flussenden Faktoren (z.B. Einkommen, Preise von Konkurrenzprodukten, Verbrauchs-
gewohnheiten) konstant bleiben. Diese ceteris-paribus-Bedingung erlaubt die Reduk-
tion einer komplexen Problemstellung auf einen vereinfachten Zusammenhang.

Um einen 6konomischen Prozess, der durch Interdependenzen zwischen mehreren
GroBen gekennzeichnet ist, realistischer beschreiben zu kénnen, sind Funktionen mit
mehreren Veranderlichen heranzuziehen.

Eine wirklichkeitsgetreue Abbildung von 6konomischen Beziehungen durch ein mathe-
matisches Modell ist wegen der vielfdltigen und oftmals nicht messbaren Wirkungszu-
sammenhadnge nicht moglich. Zwangslaufig wird man sich auf die einflussreichsten wirt-
schaftlichen GréRRen (unabhdngige Variablen) beschranken missen, die zu einer aus-
reichend genauen Beschreibung der Problemstellung notwendig sind.

Allgemeine Darstellung einer Funktion mit mehreren Variablen:
y = f (x1, X2,..., Xn)
y ist die abhangige Variable
X1, X2,..., Xn  sind die unabhédngigen Variablen

Beispiel 23:

Ein Kartoffelfeld wird mit zwei Dingern A und B behandelt. Nehmen wir an, dass der

Ertrag y von der Menge X; des Diingers A wie folgt abhangt:

y=2x, fiir x,>0

B
55
5
45
4
3,5
3
2,5
2
1,5

1
05 f/

0 T T T T T T T T T T T T T T T 1

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 S5 55 B BS ¢ TS5 8
Ertrag

Dinger A

Der Ertrag y hangt aber auch noch von der Menge X, des Diingers ab. In unserem Bei-

spiel in der folgenden Weise:
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y=4/X, fiir x,>0

275

Diinger B
n

0,75

035
0,25 ’f/

Erfrag

Falls man unterstellt, dass die beiden Variablen X; und X, durch die folgende Gleichung

bestimmt ist, dann kdnnen wir angeben, welchen Ertrag y man erhalt, falls man belie-

bige Mengen von X, und X, einsetzt:

y= 2\/X_1+\/X_2 fur x;,X, 2 0.

Diese Funktion kann man auch graphisch darstellen. Eine Flache, die durch die Koordi-

naten X, und X, bestimmt wird, gibt die méglichen Dingerkombinationen an.

Als Ausschnitt konnte diese Funktion mehrerer unabhdngiger Variablen dann so ausse-
hen.

Bodenflache 45 Diinger B

OAT 200 22 24 28 28 30 33 33

35 36
Diinger A
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Analytische Darstellung

Der Umgang mit Funktionsgleichungen von Funktionen mit mehreren Veranderlichen
ist problemlos. Er erfolgt im Wesentlichen nach den gleichen Regeln, die auch fir Funk-
tionen mit nur einer unabhangigen Variablen gelten.

Beispiel 24:

y =f(X,,X,,X;) = 2X7 +5X2 —X,X, —5X,
y = f(x,x%,)= In(xf+ 3x2)

Tabellarische Darstellung

Es lassen sich Wertetabellen fir Funktionen mit mehreren Veranderlichen aufstellen,
wobei der Umfang und die Unibersichtlichkeit mit zunehmender Anzahl von Variablen
sehr schnell wachst.

Bei zwei unabhangigen Veranderlichen lasst sich die Funktion durch eine zweidimensi-
onale Wertetabelle darstellen.

Beispiel:

X1
1 2 3 4
1 11 15 23 35
X2 2 21 23 29 39
3 39 39 43 51
4 65 63 65 71

Wenn eine dritte Veranderliche x3 in die Funktion aufgenommen und in der Tabelle
dargestellt wird, so enthélt die Wertetabelle bereits 4 - 4 - 4 = 64 Funktionswerte bei
Betrachtung von jeweils vier Werten fiir die unabhangigen Variablen.

Die Darstellung einer Funktion mit mehreren Variablen in einer Wertetabelle ist somit
nur bei wenigen Variablen und wenigen zu betrachtenden Werten tbersichtlich.

57-267



Graphische Darstellung
Grundlagen

Die graphische Darstellung von Funktionen mit zwei unabhadngigen Variablen wird in
den Wirtschaftswissenschaften hiufig genutzt, um eine anschauliche Ubersicht tber
die Form von 6konomischen Zusammenhadngen zu gewinnen. Mehr als drei Veranderli-
che lassen sich allerdings graphisch nicht darstellen.

Zur graphischen Darstellung einer Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen (x und y)
und einer Abhdngigen (z) z = f (x, y) bedarf es eines Koordinatensystems mit drei
Achsen.

Jeder Punkt der Funktion z = f (x, y) ist durch drei Koordinaten (x; y; z) festgelegt. Die
x-, y-, z-Achse stehen senkrecht aufeinander und stellen somit einen (dreidimensiona-
len) Raum dar, der durch die Koordinaten Lange, Breite und Hohe bestimmt wird.

Die graphische Darstellung einer Funktion z = f (x, y) ergibt eine Flache im Raum. Eine
Flache im Raum ist nicht zeichenbar; es ist lediglich méglich, einen Raum perspektivisch
in der Ebene darzustellen. Eine solche Abbildung ist nicht verzerrungsfrei, aber durch
geschickte Anordnung der Achsen lassen sich Funktionen so skizzieren, dass der Zusam-
menhang anschaulich wiedergegeben wird.

83 B0 67 53 43 45 40 35 28 20
Diinger B

Wenn weitere Variablen hinzukommen, versagt das menschliche Vorstellungsvermo-
gen.

Beispiel 25:
Graphische Darstellung des Punktes (4;3;2) im x-y-z-Koordinatensystem.

Der Punkt (4;3;2) wird gezeichnet, indem man bei x = 4 eine Parallele zur y-Achse und
bei y = 3 eine Parallele zur x-Achse zeichnet und deren Schnittpunkt bestimmt.

Von diesem Schnittpunkt aus wird eine Parallele zur z-Achse mit der Hohe z = 2 abge-
tragen.
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Lineare Funktionen mit zwei unabhangigen Variablen

Die linearen Funktionen mit drei Veranderlichen lassen sich relativ leicht zeichnen und
rechnerisch handhaben, so dass sie in der praktischen Anwendung besonders haufig
herangezogen werden. Viele 6konomische Zusammenhange lassen sich durch lineare
Funktionen hinreichend genau beschreiben.

Allgemeine Funktionsgleichung einer linearen Funktion mit drei Veranderlichen:
z=f(x,y)=ax+by+c

Die Variablen treten nur in der ersten Potenz auf, und sie werden nicht miteinander
multipliziert. Das Bild dieser Funktion stellt eine Ebene im Raum dar.

Beispiel 26:
Graphische Darstellung der Funktion z=6-2x -y

Eine Ebene im Raum ist durch drei Punkte festgelegt. Diese drei Punkte sollten zweck-
malRigerweise die Schnittpunkte mit den drei Koordinatenachsen sein.

In den Schnittpunkten mit den Achsen nehmen zwei Variablen den Wert Null an; nur
die Variable, deren Achse geschnitten wird, hat einen anderen Wert.

Schnittpunkt mit z-Achse: x=0,y=0,z=6
Schnittpunkt mit x-Achse: y=0,z=0,x=3
Schnittpunkt mit y-Achse: x=0,z=0,y=6

Die Schnittpunkte werden in das Koordinatensystem eingetragen und durch Geraden
verbunden.

Durch eine Schraffur lasst sich die Funktionsflache hervorheben. Diese schraffierte Fla-
che stellt nur einen Teil der Funktionsebene dar, die sich in alle Richtungen unendlich
fortsetzt. Man sieht hier nur den Teil der Flache, fiir den alle drei Variablen positive
Werte annehmen.

Die Geraden, die die Schnittpunkte verbinden, sind die Schnittgeraden der Funktions-
ebene mit den Koordinatenebenen, die aus jeweils zwei Achsen gebildet werden.

Die Gerade durch die Schnittpunkte von x- und y-Achse stellt alle Punkte der Flache
dar, fur die die dritte Koordinate den Wert Null annimmt (z = 0). Es handelt sich um die
Schnittgerade mit der x-y-Ebene.

z = 0: Schnittgerade mit der x-y-Ebene 0=6-2x—y, y=6-2x
x = 0: Schnittgerade mit der y-z-Ebene z=6-y
y = 0: Schnittgerade mit der x-z-Ebene z=6 - 2x

Diese Schnittgeraden lassen sich im zweidimensionalen Raum darstellen.
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Nichtlineare Funktionen mit zwei unabhangigen Variablen

Die graphische Darstellung nichtlinearer Funktionen ist erheblich komplizierter, da sich
gekriimmte Flachen im dreidimensionalen Raum ergeben, die sich nur mit Hilfslinien
veranschaulichen lassen.

Neben den Schnittkurven der Funktionsflache mit den drei Koordinatenebenen werden
weitere Schnittkurven mit verschiedenen Parallelflachen zu den Koordinatenebenen
gezeichnet. Bei geschickter Wahl der gezeichneten Schnittkurven kann eine sehr an-
schauliche perspektivische Darstellung entstehen.

Beispiel 27:

Graphische Darstellung der Funktion z=f(x,y) =1 + x? + 2y?.
Schnittkurven mit den Koordinatenebenen:

x-y-Ebene: z=0 x> +2y? =-1

keine Losung; es gibt keinen Schnittpunkt der Flache mit der x-y-Ebene, da die Flache
die z-Achse erst bei z = 1 schneidet.

x-z-Ebene:y =0 z=1+x* Parabel
y-z-Ebene: x =0 z=1+2y? Parabel

Eine Eintragung der Schnittkurven in ein dreidimensionales Koordinatensystem lasst
die Form der Funktionsflache erahnen.

An diesem Beispiel bietet es sich an, zusatzliche Schnittkurven parallel zur x-y-Ebene
einzutragen, um den Verlauf der Funktionsflache zu verdeutlichen.

Diese Schnitte parallel zur x-y-Ebene sind dadurch charakterisiert, dass z einen kon-
stanten Wert annimmt, der dem Abstand der Schnittkurve von der Ebene entspricht.

Fir z = 1 ergibt sich:1 =1 + x? + 22
0=x2+2y?
Diese Gleichung gilt nur flir x=0und y = 0.

Der Punkt (0;0;1) entspricht dem Schnittpunkt der Flache mit der z-Achse. d.h. der un-
teren Spitze der Flache.

Fur z = 3 ergibt sich:3 = 1 + x2 + 2y?

2=x2+2y°
2y% =2 — x?
y>=1-0,5x2

y = y/1— 0,5x2

Die Schnittkurve entspricht einer Ellipse. Es ergibt sich fir:
x=0 y= +1=+1
y=0 X=1v2~+14142

Mit der zuséatzlichen Einzeichnung dieser Schnittkurven ist der Verlauf der Flache bes-
ser vorstellbar.
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Fiir die Veranschaulichung 6konomischer Zusammenhange ist diese Form der Darstel-
lung nicht immer zweckmaRig.

Es reicht zur Losung vieler wirtschaftlicher Probleme aus, nur die Schnittkurven mit
Parallelflachen zur x-y-Ebene zu betrachten. Diese Schnittkurven werden auf die x-y-
Ebene projiziert. Jede Schnittkurve beinhaltet alle Punkte der Funktionsflache, die von
der x-y-Ebene den gleichen Abstand bzw. die gleiche Hohe haben (z=const.).

Man bezeichnet diese Schnittkurven als Isoh6henlinien.

Isohdhenlinien sind aus der Geographie bekannt. Sie stellen auf einer Landkarte alle
Punkte mit der gleichen Hohe dar (Héhenlinie). Von Wetterkarten kennt man die Iso-
baren, die Punkte mit gleichem Luftdruck verbinden.

-1.5-

Okonomische Anwendungen

Bei 6konomischen Zusammenhangen, die wegen ihrer Komplexitat nur durch mehrdi-
mensionale Funktionen hinreichend exakt beschrieben werden kénnen, bereitet es er-
hebliche Schwierigkeiten, eine geeignete Funktionsgleichung zu finden.

Meist sind nur einige Eigenschaften einer solchen Funktion bekannt oder kénnen zu-
mindest aufgrund theoretischer Uberlegungen vermutet werden. So kann die Lage von
Extremwerten und das Steigungsverhalten der zugrunde liegenden Funktion geschatzt
werden. Auch die Funktionsform (z.B. Lineare Funktion, Parabel) lasst sich haufig erah-
nen.

Um diese Annahmen und Vermutungen abzusichern, sind umfangreiche statistische
Untersuchungen erforderlich. Dabei tritt das Problem hinzu, dass Experimente in der
betrieblichen Praxis kaum moglich sind. Die Produktion Idsst sich nicht ohne weiteres
verandern, um einige Punkte der Kostenfunktion zu ermitteln; auch der Preis fir ein
Produkt kann auf einem Markt nicht beliebig Testweise variiert werden, um eine Vor-
stellung Gber den Verlauf der Preisabsatzfunktion zu erhalten.

Im Folgenden sollen einige wichtige Funktionen mit mehreren Verdnderlichen vorge-
stellt werden, die in den Wirtschaftswissenschaften eine bedeutende Rolle spielen.
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Nutzenfunktion

In der Nutzenfunktion wird der durch den Konsum von Giitern gestiftete Nutzen fir ein
Wirtschaftssubjekt durch eine Funktion beschrieben. Eine Nutzenfunktion lasst sich
kaum durch eine Funktionsgleichung ausdriicken, aber es lassen sich doch einige Eigen-
schaften nennen, die den Verlauf einer Nutzenfunktion beschreiben. Wenn man die
Nutzenfunktion fiir zwei Glter betrachtet, so kann der Nutzen y, den ein Wirtschafts-
subjekt durch eine Bedlrfnisbefriedigung aus den Glitern bezieht, als abhangige Vari-
able betrachtet werden. Die unabhdngigen Variablen sind die konsumierten Mengen x1
und x; der Giter 1 und 2.

y = f (x1, x2) Nutzenfunktion

Das Wirtschaftssubjekt kann ein bestimmtes Nutzenniveau durch unterschiedliche
Mengenkombinationen der beiden Giter erreichen. Fiir diese Kombinationen x1, x2 mit
einem bestimmten Nutzen gilt:

f (x1, x2) = const

Wenn eine Nutzenfunktion graphisch dargestellt wird, entsprechen die Kurven, die
Mengenkombinationen mit konstantem Nutzen angeben, den Isohdhenlinien. In Bezug
auf die x1-x2-Ebene haben alle Punkte auf jeder dieser Linien die gleiche Hohe. Bei der
Analyse von Nutzenfunktionen bezeichnet man die Isohéhenlinien als Indifferenzkur-
ven.

Sie geben an, wie ein Wirtschaftssubjekt die konsumierten Mengen der Gliter variieren
kann, ohne dass sich der gestiftete Nutzen andert. Gegeniliber den Mengenkombinati-
onen auf einer Indifferenzkurve verhalt sich das Wirtschaftssubjekt indifferent. Eine
Mengenkombination auf einem héheren Nutzenniveau wird dagegen bevorzugt, da sie
eine hohere subjektive Bediirfnisbefriedigung bietet.

Der Abstand zwischen den einzelnen Indifferenzkurven ist im Allgemeinen nicht quan-
tifizierbar.

Beispiel 28:

Ein Studienabsolvent hat die Wahl zwischen verschiedenen Stellenangeboten. Die At-
traktivitat einer beruflichen Position bemisst er nach zwei Faktoren:

monatliches Gehalt (x1)

Anzahl der Urlaubstage im Jahr (x2)

Der Nutzen ist eine Funktion der Variablen x1 und xa.

y = f (x1, x2)

Der Absolvent bewertet z.B. folgende Mengenkombinationen als gleichwertig:
Gehalt 1250 Euro und 40 Tage Urlaub

Gehalt 1500 Euro und 30 Tage Urlaub

Gehalt 2500 Euro und 20 Tage Urlaub

Diese drei Mengenkombinationen bieten ihm den gleichen Nutzen, sie liegen auf einer
Indifferenzkurve. Zwischen diesen drei Angeboten wiirde sich der Studienabsolvent in-
different verhalten.

62-267



Er bevorzugt natirlich eine Position mit:
Gehalt 5.000 Euro und 30 Tage Urlaub
Gehalt 2.500 Euro und 60 Tage Urlaub
Einen noch groReren Nutzen hatte:
Gehalt 6.000 Euro und 40 Tage Urlaub

Durch diese Mengenkombinationen werden weitere Indifferenzkurven festgelegt, die
auf einem hoheren Niveau liegen und einen hoheren Nutzen bewirken.

Der Absolvent wird versuchen, ein moéglichst hohes Nutzenniveau zu erreichen, also
eine moglichst weit vom Koordinatenursprung entfernt liegende Indifferenzkurve, wo-
beiihm die Mengenkombination auf einer bestimmten Indifferenzkurve gleichgiltig ist.

Die Messung des Nutzens ist problematisch; die Indifferenzkurven sind hier mit y = 1,
y =2 und y = 3 bezeichnet.

Produktionsfunktion

Eine mikro6konomische Produktionsfunktion beschreibt den Zusammenhang zwischen
den bei der Herstellung eines Gutes G eingesetzten Produktionsfaktoren (Input) und
der damit erzeugten Produktionsmenge (Output) im Rahmen einer konstanten Produk-
tionstechnik. Produktionsfaktoren sind z.B. Energie, Rohstoffe, Arbeitsstunden usw.

Werden nun in einem Produktionsprozess die Mengen vi1, vz,..., Vo der Produktionsfak-
toren F1, Fy,..., Fn eingesetzt, so gibt die Produktionsfunktion x = f (v1, va,..., va) an,
welche Menge x man damit von dem Gut G herstellen kann. Wir nehmen hier an, dass
alle Produktionsfaktoren unbegrenzt teilbar sind und die Produktionsfunktion stetig ist.

Hangt eine Produktionsfunktion nur von zwei Produktionsfaktoren ab, so kann man de-
ren charakteristische Eigenschaften besonders gut erkennen, wenn man horizontale
und vertikale Schnitte durch das Funktionsgebirge legt. Halt man den Output konstant
beim Niveau xo, so ergibt sich aus der Gleichung xo = f (v1, v2) eine Hohenlinie, auf der
alle Mengenkombinationen vi und v, der Faktoren F1 und F; liegen, mit denen dieser
Output xo erzeugt werden kann. Eine solche Hohenlinie, die man auch oft als Isoquante
bezeichnet, hat im Normalfall etwa eine Form gemall dem nachsten Bild.

Man kann namlich annehmen, dass bei Verminderung des einen Faktors die Einsatz-
menge des anderen Faktors erhdht werden muss, um denselben Output herstellen zu
konnen (Faktorensubstitution). Wird nun vi um den Betrag Avi erhdht, so ist der Betrag
Avy, um den v2 dann vermindert werden kann, in der Regel bei einem niedrigen Niveau
vi® gréRer als bei einem hohen Niveau vi*". Wir werden darauf im Zusammenhang mit
dem "Gesetz der abnehmenden Grenzrate der Substitution" spater noch genauer ein-
gehen.

Fir verschiedene konstante Outputs erhdlt man eine Schar von Isoquanten der be-
schriebenen Art, aus deren Verlauf man dann auf die Gestalt der Produktionsfunktion
schlieRen kann.

Fir die Produktionsfunktion x = f (v1, v2) = v1/2v,Y/2 ergibt sich z. B.:

Lassen sich die beiden Faktoren stets im gleichen Verhaltnis ersetzen, so spricht man
von strengster Substitutionalitat. Dies trifft z.B. zu fiir die Produktionsfunktion
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X = f(vl,vz):gvptv2

bei der die Isoquanten Geraden mit der Steigung —3 darstellen. wird nun vi um Av; =

2 erho6ht, so vermindert sich v; um Av;, = 3, bei Avy = 4 ergibt sich Av; = 6 usw.

Von grolRem Interesse ist auch noch die Frage, wie sich der Output x verdndert, wenn
man die Faktoreinsatzmenge vi, v,..., Vo verdoppelt, verdreifacht oder allgemein das
A-fache Avi, Avay,..., Avh nimmt (A > 0). Wir untersuchen also die Produktionsfunktion
auf Homogenitat und unterscheiden dabei zwischen drei verschiedenen Typen:

Beispiel 29:

Fir x = f (v1, v2) = vi¥/2v,/2 ist die Isoquante fiir xo

NVRN A bzw. V2:X—O

Nachfragefunktion

Werden auf einem Markt mit vollkommener Konkurrenz n Gliter G1, Gy,..., Gn gehan-
delt, so hangt die Nachfrage nach einem Gut G; allgemein von den Preisen aller dieser
Guter ab. Wir kdnnen also hierbei n Nachfragefunktionen

x1 = f1(p1, P2,---, Pn),--r Xn = fn (P1, P2,..., Pn)

aufstellen. Die Funktion xi = fi (p1, p2,..., pn) beschreibt jeweils den funktionalen Zusam-
menhang zwischen der fiir ein Gut Gi nachgefragten Menge x; und den Preisen p1, pa,...,
pn aller auf dem Markt angebotenen Giter Gi, Ga,..., Gn.

Vielfach beschrankt man sich darauf, nur die Nachfragebeziehungen zwischen zwei be-
sonders interessierenden Glitern zu analysieren. Bei Konstanz der Preise fiir die Ubri-
gen Guter erhdlt man dann in diesem Fall die beiden Nachfragefunktionen

x1 = f1(p1, p2) und  x2= fa(p1, p2).
Konsumfunktion

Die mikro6konomische Konsumfunktion eines Wirtschaftssubjektes (z.B. Haushalt) gibt
die Konsumausgaben in Abhangigkeit von dessen Einkommen sowie den Preisen aller
Guter an.

Wenn alle Konsumfunktionen der einzelnen Wirtschaftssubjekte zusammengefasst
werden, erhdlt man die makro6konomische Konsumfunktion. die makro6konomische
Konsumfunktion untersucht die Abhangigkeit der gesamten Konsumausgaben einer
Volkswirtschaft von den Preisen aller konsumierten Giiter und den Einkommen aller
Wirtschaftssubjekte (Haushalte), die diese Konsumgtiter nachfragen.

Beispiel 30:
Gegeben sei die Funktion z = 20 — 4x — 5y.
a) Skizzieren Sie die Funktionsflache.

b) Berechnen Sie die Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen und zeichnen Sie sie
in zweidimensionale Koordinatensysteme.
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c) Berechnen Sie die Isohohenlinien flir z=0, z = 20, z = 40 und zeichnen Sie sie in ein
zweidimensionales Koordinatensystem.

Losung:
a) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
z—Achse:x=0,y=0,z=20
X —Achse:y=0,z=0,x=5
y —Achse: x=0,z=0,y=4
4

A

20.0

15.0

10.0

2.0
1

b)
z = 0: Schnittgerade mit x-y — Ebene y = 4 — 0,8x

Y A

34

xy
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x = 0: Schnittgerade mit z-y — Ebene: z = 20 — 5y
z A

20

<y

y = 0: Schnittgerade mit z-x — Ebene: z = 20 — 4x

|

z=0; y=4-0,8x
z=20; y =—0,8x
z =40; y=—4-0,8x
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Beispiel 31:

Ein Monopolist bietet ein Produkt in zwei unterschiedlichen Varianten an. Die Nachfra-
gefunktion, die von den Preisen beider Produktvarianten (p1,p2) abhangt, lautet:

X=400-8p1+10p2
Die Preise kdnnen nur innerhalb bestimmter Grenzen verdndert werden

3<=p1<=8 und 1<=p<=7
Stellen Sie die Nachfragefunktion graphisch dar!

Losung:
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Beispiel 32:
Gegeben ist eine Funktion von zwei Variablen: z=f(x,y) = x1/2 -y3/2
a) Zeichnen Sie die Schnittkurve von f(x,y) mit der Koordinatenebene z-x-Ebene!
b) Berechnen Sie die Hohenlinie zu z=0 und zeichnen Sie sie!
Losung:
a) z-x-Ebene y=0: z=x ”* (Zeichnung ist die Wurzelfunktion)
b) z=0; x %=y 3/2; x=y3 (Zeichnung wie Parabel 3-ten Grades)
f'x(x,y)=1/2 x ~1/2
fy(x,y)=-3/2y *
£ x(x,y)=-1/4 x 3/2
fywixy)=-3/4y "
fyx(x,y)=0
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Partielle Ableitung

Partielle Ableitungen ermdéglichen die Berechnung einer Losung fir Probleme, die von
mehreren Parametern abhangen.

Die Abbildung einer Funktion mit einer unabhangigen und einer abhangigen Variablen
entspricht einer Kurve in der Ebene, und die erste Ableitung dieser Funktion kann an-
schaulich als die Steigung dieser Kurve an einer bestimmten Stelle interpretiert wer-
den.

Eine Funktion mit zwei unabhangigen Variablen x und y und der abhangigen Variablen
z entspricht graphisch einer Flache im dreidimensionalen Raum. Man schreibt: z = f

(x,y)

Die erste Ableitung einer solchen Funktion kann nicht ohne weiteres als Steigung inter-
pretiert werden.

Die Steigung einer Flache in einem Raum ladsst sich nicht eindeutig festlegen, denn sie
nimmt unterschiedliche Werte an in Abhangigkeit von der Richtung, in der sie gemes-
sen wird. Sie ist abhdangig vom Wert beider unabhangigen Variablen x und y und zusatz-
lich von der Richtung.

Wenn sich die Person auf dem Punkt P der skizzierten Flache befindet, sind damit die
Koordinaten x, y und z festgelegt, jedoch nicht die Steigung in diesem Punkt.

Die Steigung ist zusatzlich davon abhangig, in welche Richtung sich die Person auf die-
sem Skihang bewegt. Sie kann bergab fahren (I) und damit die maximale negative Stei-
gung erreichen, sich bergauf in Richtung der hochstmoglichen Steigung bewegen (l1),
einen Weg auf einer Hohenlinie mit einer Steigung von Null wahlen (Ill) oder auch alle
Richtung, die dazwischen liegen.

Wenn die Richtung der Bewegung gedndert wird, andert sich folglich auch der Wert der
Steigung.

Eine Aussage Uber die richtungsabhdngige Steigung der Funktionsflache lasst sich mit
Hilfe der partiellen Ableitungen treffen.

Bei der Berechnung einer partiellen Ableitung wird die Abhangigkeit der Funktion von
nur einer der unabhdngigen Variablen betrachtet, wahrend alle anderen als konstant
angenommen werden.

In der Funktion z = f (x,y) wird entweder x als konstant angenommen, so dass die Funk-
tion nur noch von y abhingt, oder man setzt y konstant. Die Anderung des Funktions-
wertes ins Verhiltnis gesetzt zur Anderung einer der unabhingigen Variablen bei Kon-
stanthalten der tGbrigen bezeichnet man als partiellen Differentialquotienten.

Graphisch entspricht diese Vorgehensweise Schnitten durch die Funktion, die parallel
zu den Koordinatenebenen verlaufen. Man ermittelt somit die Steigung in Richtung je-
weils einer Koordinatenachse.
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Definition 21:

Wenn eine Funktion mehrere Variablen hat, z.B.

flz,y) =2z +y

und nach einer (1) der Variablen abgeleitet wird,
spricht man von der partiellen Ableitung.

Im obigen Beispiel gibt es zwei partielle Ableitung, weil man ja sowohl nach z als auch nach y
ableiten kann. Die jeweils andere Variable - die, nach der nicht abgeleitet wird - verhalt sich
dabeil wie eine Konstante. Wenn du also nach @ ableiten willst, kannst du dir vorstellen, dass

y z.B. dem Wert & entspricht:

ywird als konstant (y = 5) angesehen: f(z,y) =2z +5 — fo(z,y)=2
Jetzt setzen wir  konstant und leiten nach y ab:

z wird als konstant (z = 7) angesehen: f(z,y) =2-T4+y — filz,y)=1

Wie man sieht, ist es gar nicht so schwer, die partiellen Ableitungen einer Funktion zu
berechnen. Ubrigens ist die Vorstellung, dass die jeweils konstante Variable einem konkreten
Wert entspricht nur eine Denkhilfe. In Prifungen kénnt ihr euch an dieser Stelle Schreibarbeit

sparen und einfach direkt ableiten

Definition 22:

Die Ableitung einer Konstanten ist Null.

Beispiel 33:
Gegeben ist die Funktion f(z,y) = 2z + 3y.
Wenn wir die Funktion nach @ ableiten, wird y gleich Mull.
f:=240=2
Wenn wir die Funktion nach y ableiten, wird z gleich Null.
fu=0+3=3
Sind die beiden Variablen @ und y multiplikativ verknupft, kommt die Faktorregel zum Einsatz.

Definition 23:

Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten.

Beispiel 34:
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Gegeben ist die Funktion f(z,y) = bxy.

Wenn wir die Funktion nach x ableiten, bleibt y erhalten.

Wenn wir die Funktion dagegen nach ¥ ableiten, bleibt z erhalten.
fy =5z

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Im Zusammenhang mit partiellen Ableitungen spricht man von einer Ableitung 1. Ordnung,
wenn einmal abgeleitet wurde. Falls die Funktion jedoch zweimal abgeleitet wurde, spricht
man von der partiellen Ableitung 2. Ordnung. Entsprechend berechnet man die 3. und 4.
Ordnung (usw ) - schauen wir uns das mal an einem Bespiel an.

flz,y) = «* + zy + 2y

Berechne die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
fa(wy) =22 +y

fulz,y) ==+ 4y

Berechne die partiellen Ableitungen 2. Ordnung

Wenn man die partielle Ableitung 1. Ordnung ( fz) noch einmal nach  (oder nach ) ableitet,

erhalt man die partiellen Ableitungen 2. Ordnung

fea(2,y) =2
fa(z,y) =1

Wenn man die partielle Ableitung 1. Crdnung [fy} noch einmal nach y (oder nach x) ableitet,

erhalt man die partiellen Ableitungen 2. Ordnung
fu(:y) =4
fuz(z,y) =1

Wir stellen fest, dass die Zahl der méglichen Ableitungen hoherer Ordnung schnell gréer
wird. Eine Funktion mit zwei Variablen (z, y) besitzt beispielsweise zwei partielle
Ableitungen 1. Ordnung (fz und f,), vier partielle Ableitungen 2. Ordnung (fzz, fzy, fip und
fyz) und acht partielle Ableitungen 3. Ordnung ( fezz, fzzy, fryz. Frwy: oy Fons Fyzy und
Jyzz)-
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Schreibweisen fiir partielle Ableitungen

Je nach Schule oder Universitat gibt es im Zusammenhang mit partiellen Ableitungen
unterschiedliche Schreibweizen, die aber selbstverstandlich dasselbe bedeuten.

Partielle Ableitungen 1. Ordnung

_of _ 97
= 52 =

Partielle Ableitungen 2. Ordnung

Iz Ty

_%f _ 9%
foo = g = Dy
_ % _

Entsprechend lauten die Schreibweisen fur partielle Ableitungen 3. (usw.) Ordnung.

Ableitungsregeln

Alle bekannten Ableitungsregeln gelten auch fur partielle Ableitungen.

Bei den folgenden Beispiele wurde jeweils die Ableitung 1. Ordnung berechnet, d.h. die

Funktionen wurden nach jeder Vanable einmal abgeleitet.

+ Summenregel / Differenzregel

flz) =g(z) £h(z) — fl(z)=g'(z)£h(z)

Beispiel

f(z,y) = 222 + 22 — 4y
fr=4x+2

fy=—4

» Produktregel

flz) =g(z)-h(z) — f(z)=4g'(2)-h(z)+g(z)- N (z)

Beispiel
flz,y) ==y - zy°

: = 2zy-zy’ + 2y -y°
fy =2 - zy® + 2y - 3zy?
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* Quotientenregel

_ oy h@)-g'@) ~ (@) - K(z)
T =0 = T @)

Beispiel

flay) =2
Y

y?-2—-2z-0
7’

oy 0—-2x-2y

T

« Kettenregel

f(z) =g(h(z)) — f'(z)=g'(h(z))-H(=z)

f==

fy

Beispiel
fz,y) = (z +2y)°

AuBere Funktion: g(v) =v* —  g¢'(v) = 3*
Innere Funktion: h(z,y) =2 +2y — hy=1 und h, =2

fo=3(+29) 1
fy=3(x+2y)?-2

Beispiel 35:

z = 6x®+bry—Ty*+ 3z + 2y — 13
0z

— = 12z +5y+3

Ox

3]

P2~ Br—14y+2

dy

z = In(zy?) =2 ! Z _Z

= Y TT VT

1
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Beispiel 36:

flz,y) = 2**+ylnz
folay) = 2ay* 42 fy(ey) = 3%+ na
I

Gemischte Ableitungen

Gemischte Ableitungen sind all jene, bei denen man nacheinander
nach verschiedenen Variablen ableitet.

Unter der Voraussetzung, dass alle Ableitungen immer schon stetig
sind, darf man dann nach dem Satz von Schwarz die Reihenfolge der
Ableitungen vertauschen.

Das heildt dasf,}}, beispielsweise dasselbe ergibt 1.r|.|fine_g;bt oder

Joy = fox = fixx
gilt. Das spart einem eine Menge Arbeit und das finden wir gutl ;)

Beispiel 37:

Hier haben wir einige partielle Ableitungen am Beispiel der Funktion

fay) =x"y+x°
Erste partielle Ableitung nach x:

5 _ J 2 3
- fo= o (¥y+x)
:2*x2_|y+3:&=13_

= 2xy + 3x?

1

Erste partielle Ableitung nach y:

d 2 3

Konstante
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Zweimal nach x ableiten:

J
j;x - Ei;fr
d

_ 2 2
= ax(hy+3x)

=12y +2%3x>"!
= 2" + 6x
=2y + 6x

Zweimal nach y ableiten

by = 5

=0

Und noch die gemischten Ableitungen. Hier bekommen wir nach dem
Satz von Schwarz zwel zum Preis von einer:

‘ d
_}‘:F.r:fxy: a_}‘f;—
= 2 (2004347
dy
=1%2xy'"1 40
= 2xy’

Die erste partielle Ableitung der Funktion z = f (x,y) nach y lautet (partieller Differenti-
alquotient):

lim foy+ay)-f(xy) _a(xy)

(0 ist ein stilisiertes d)

Ay—0 Ay 12
Andere Schreibweisen:
—ﬁgj'y) =%=z; = £(x,Y)
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Analog lasst sich die erste partielle Ableitung nach x bestimmen; dabei wird y konstant
gesetzt:

. f(x+Ax,y)— f(x,y)= a(x,y)
lim AX X

Es gibt also genauso viele partielle erste Ableitungen einer Funktion wie unabhangige
Variablen, das heillt eine Funktion mit vier unabhangigen Variablen z = f (x1, x2, X3, Xa)
besitzt vier partielle Ableitungen erster Ordnung. Es wird nach jeweils einer Variablen
abgeleitet, wobei die Ubrigen drei als konstant aufgefasst werden.

Bemerkung 2:

Fir die Bestimmung der partiellen Ableitungen gelten die gleichen Regeln und Techni-
ken wie beim Differenzieren von Funktionen mit einer unabhangigen Variablen. Es ist
nur zu beachten, dass alle Variablen bis auf die eine, nach der differenziert wird, als
Konstante anzusehen sind. Sie werden allerdings nur beim Differenzieren wie eine Kon-
stante behandelt, sind aber nach wie vor Variablen.

g(xo, Y,) bezeichnet man als partielle Ableitung von f nach x und %(xo,yo)als parti-

elle Ableitung von f nach y an der Stelle (xo,y0). Man kann diese partiellen Ableitungen
interpretieren als die Steigung der Tangentialebene an die Funktion fim Punkt (xo,yo0),

Beispiel 38:
a
a)z=x2+4y3 —=2X é:12y2
X &
b) z = x"y™ Q — nX(nfl)ym é _ Xnmy(m—l)
X &
€) z = 3x1 + 5x2 — X3 +8xa ﬁ:3 £:5
X, X,
a_ 4 2 _g
Xy X,
d) z = 4x1%%2 + X1X2X3 + X2 — Xa X 8%, X, + X, X3 2 AX2 + X X5 +1
a a
—=XX, —=-1
oy oy
e =x3+3x?2-x —Z = 3x? + 6X,X — =3
) y 1 1 2 axl 1 12 axz 1
f) y=x;-e* Y _ 2X,e Y e
0X, oX,
6y a-1 ay b-1
a b b a
=% . X L —ax,* " -x —— = X;bx
g) y=X-%; ox, 1 2 ox,
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Beispiel 39:

Gegeben sei die folgende Produktionsfunktion
y = 2X, +4x5 fir X;,X, >0

die partiellen Differentialquotienten Yy =2 und oy = 8X, geben die sog. Grenzpro-

0X, 0X,

duktivitat von X; bzw. X, an.

Diese partiellen Grenzproduktivitaten stellen ndherungsweise ein Mal fir die Wirk-
samkeit der zuletzt eingesetzten Einheit dar. Eine positive (negative) Grenzproduktivi-

tat zeigt an, dass eine Erhéhung von z. B. X, auch zu einer Erhéhung (Verminderung)
des Outputs y fuhrt. In unserem Beispiel wird durch eine Erhéhung von X; um eine
Einheit (wdhrend X, konstant bleibt) der Output um zwei Einheiten gesteigert. Eine

Erhéhung von X, von z. B. 2 auf 3 |&sst den Output ndherungsweise um 16 ansteigen.
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Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Da auch die partiellen Ableitungen wieder Funktionen der unabhdngigen Variablen
sind, lassen sie sich wie die Ableitungen von Funktionen mit einer unabhangigen Vari-
ablen noch einmal partiell differenzieren. Man erhalt die partiellen Ableitungen zwei-
ter Ordnung der Funktion.

Beispiel 40:

z=2x3+x%y—4xy’ —e* +Iny

A 2 2 X a 2
— =06X"+2xy—4y- —e —=X"-8xy+—
x y—4ay & y
2
§=12x+2y—eX %z—&—%
y

Weiterhin ist es moglich, die erste partielle Ableitung nach x im zweiten Schritt nach y
sowie die partielle Ableitung nach y anschlieRend nach x zu differenzieren. Man erhalt
dann die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung.

Beispiel 41:
Fir das obige Beispiel gilt dann:

2
ﬁ=2x—8y oz =2x-8y
1235} X

Die Reihenfolge der Variablen im Nenner gibt die Reihenfolge der Differentiation an.
Das Beispiel zeigt, dass beide gemischten zweiten Ableitungen zum gleichen Ergebnis
fihren.

Allgemein gilt:

Die Reihenfolge der Differentiationen bei gemischten partiellen Ableitungen ist flir das
Ergebnis ohne Bedeutung. Durch weiteres Differenzieren gelangt man zu den partiellen
Ableitungen hoherer Ordnung wobei die Anzahl der gemischten Ableitungen standig
zunimmt.

Definition 24:

Sind flr Funktionen f (x1,x2,...,xn) die partiellen Ableitungen fxixj und fxjxi stetig, so gilt:

inXj =fXin (II j= 1; 21'--1 n)-

Beispiel 42:
Die Ableitung 3. Ordnung der Funktion sind:

TT_15 7z _
&3 )

P _ g 2
Xy &y

Fir die praktische Anwendung der Differentialrechnung mit mehreren Variablen in den
Wirtschaftswissenschaften bendtigt man im Allgemeinen die partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung.
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Definition 25:

Gegeben sei die Funktion f : > IRmit D < IR". Ist dann

a) f partiell differenzierbar nach x1, xz, ..., xn, so heiRt der Vektor

f, (X)
(grad f)(x) = szz(x)
fe, (X)

der Gradient von f an der Stelle x.

b) f zweimal partiell differenzierbar nach xi, x2, ..., X, so heildt die Matrix

fxlxl(x) fxlxz(x) fxlxn(x)
H(X)= fxzxi(x) fxzxz(x) 1:xzx,;(x)
(0 fo () o f, (X)

die Hessesche Matrix von f an der Stelle x.

Beispiel 43:
3 2
f (X, X5, Xg) = X + X5 X3 + X5

3
Wegen f, (x)= 3, f,, (X) =2X,%3 und f, (x) = x2 +1ist (grad )(x) = | 2X,X | .
2
X5 +1

Aus den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

Fr (X) = 6%, fi, (X)=0 fp () =0
fxle(x) =0 fx2x2 (x) = 2X, fx2x3(x) =2X,
fr (X)=0 frx, (X) = 2X, fix, (X)=0

bilden wir dann die Hessesche Matrix

6x, 0 O
H(x)=| 0 2x; 2x,
0 2x, O

Fir xo = (0,0,0) erhalt man hierbei
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0 0 0O
(grad 1)(0,0,0) =| 0| sowie H(0,0,0)= |0 0 O
1 0 0O
und fir x; = (1,-1,-1) ergibt sich
3 6 0 0
(grad f)(1,-1,-1)=| 2| sowie H(1,-1,-1)= |0 -2 -2]|.
2 0 -2 0

Auf dhnliche Weise wie die Ableitungen von Funktionen einer Variablen werden auch
die partiellen Ableitungen bei der Untersuchung von funktionalen 6konomischen Zu-

sammenhdngen beniitzt. So kann man beispielsweise mit Hilfe der AbIeitung%fest-

stellen, ob eine Funktion f (x1,x2,...,Xn) in Bezug auf die Variable xi monoton oder konvex
bzw. konkav ist, wenn die lUbrigen Variablen konstant gehalten werden.

Beispiel 44:

Berechnen Sie folgende partielle Ableitungen:

a) y:(xl'xz)3 ﬂ:&(g ﬂ::%xg Xf
oX, oX,
o’y o%y
a_X12:6X1 Xg 6_)(§:6X2 Xf
2 2
oy __ 9y _ 9 X2

OX,0X,  OX,0%,

b) y= e(X1+X2)
2 2 2 2
oy oy &y _&y_ &y _ 0oy _ehgt oy

X, Ox, X oxE  OxOX, OX,0%,
Beispiel 45:

Gegeben sei die Produktionsfunktion y = 2-\/X_1X2. Als partielle Grenzproduktivitaten

, 0 - . . : . .
erhalt man <Y = X% - x3% und Y _ x,"%-x}? . Da die zweiten partiellen Ableitungen
Xl X2
2 y o
negativ sind —> =-1/2x.*?-x;"* und —Z:—1/2-x;3’2-x1/2 erhalt man z. B. bei kon-
1 X2

stanten X; mit steigendem X, abnehmende Ertragszuwdchse (entsprechendes gilt, falls

X, steigt).

Beispiel 46:

Berechnen Sie die Ableitungen 1. und 2. Ordnung fiir folgende Funktion.

y =10x - X3
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— = 20%,X5 v _ 30x2 X2
oX, OX,
2 2
TY _0x Y _ 60x, X2
oX; 0X5
2
OV _ _3.00x3 . x, = 60X X,
OX,0X,
2
TV _p.300" = 602 -,
OX,0%,
Beispiel 47:

Bestimmen Sie alle ersten partiellen Ableitungen
a) z = 2x3 —x%y + 4 xy? + 3y?3
b) z=ax + by +c

c)z=xlIny

d) z=./6x"+2y?

2
e) z=x-e° —y?

2,43
f) Z=5X;X3X3X, + X5

Losung:
a) é=6x2—2xy+4y2 é:—x2+8xy+9y2
X &
b) L_a a_y
X &
a a X
c) —=lIny —==
X ¥y
d) a_  6x oZ_ 2y
X \J6x? —2y? oy J6x?-2y?
e) g=exz+x-2x-exzzexz(1+2x2) g:—Zy
OX oy
a a
f) E:lelxgxgx‘l é(—Z:ZOxlzxgxgx4
£=15xfx;‘x32x4 £:5xfx§x§ a2
X X, i
Beispiel 48:

Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung:
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a)z=x*+y3

b) z = 6x3y?
Losung:
2 2 2
a) 22 2 g Tl Ty ZLi_p
X & X & 252
b) z=18x2y2 é=12x3y
X &
2 2 2
a_§=36xy2 0’)—§=12X3 oz =36X2y
X 12} 2%}
Beispiel 49:

Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen:
f(x,y)=3x?-siny+e¥

Losung:

f(x,y)=3x?-siny+e?

g_f =6x-siny+y-e¥  (Produkt—und Kettenregel)
X

§:3x2 -cosy+Xx-e¥

oy

Beispiel 50:
2 2
X" +

of
Berechnen Sie die partielle Ableitung — der Funktion: f(X, Y,
X XyZ

Losung:

2 2
Y (Quotienten regel)

f(x,y,z)= X

8 _ (2x)-xyz—yz-(x*+y?)
SX x?y?z®
_2xX°yz—x’yz-y’z
XZyZZZ
_yz(2x® -x*-y?)
- Xzyzzz

:Xz_y

2
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Das totale Differential

Um eine Aussage uber die Anderung von y bei gleichzeitiger Variation von X; und X,
zu machen, bestimmt man das totale Differential.

dy = ﬂdxl +ﬂdx2
0X, 0X,

dx,und dx, sind dabei Anderungen von X, bzw. X,.

ﬂ~dx1 bzw. a—y-dxz nennt man partielle Differentiale.

Xl X2
Beispiel 51:

Gegeben sei die Funktion Yy=2(X,+X,). Das totale Differential lautete dann
dy = 2dx, + 2dx,

Falls man X, um dx, =10 und X, um dX, =5 erhoht, erhdlt man als totales Differential
dy=2-10+2-5=30.

Wegen der Linearitdt der Funktion ist dieses Ergebnis exakt, obwohl dxi bzw. dx; recht
groRe Anderungen sind.

Beispiel 52:
Gegeben sei die Funktion y = 2(X,-X,); dy = 2X, -dx, +2X, -dX,.
Beispiel 53:

Fur die Produktionsfunktion y = 2x, +4x; erhalt man als totales Differential

dy=2 dxi + 8-X,dX,

Fir x, =1 x,=1 dx, =1 dx, =1 erhdlt man dy=2-1+8-1-1=10
fur x, =2 Xx,=2 dx, =1 dx, =1 erhdlt man dy=2-1+8-2-1=18,

d. h. der Output y wachst ungefahr um 10 bzw. um 18.
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Schnittliniendiagramme
Definition 26:

Eine Funktion von zwei unabhangigen Variablen kann in einem dreidimensionalen kar-
tesischen Raum durch eine liber dem Definitionsbereich D liegende Flache dargestellt
werden. Der Funktionswert z besitzt dabei die geometrische Bedeutung der H6henko-
ordinate.
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Extremwerte von Funktionen mit zwei unabhdngigen Variablen

Den Graphen einer Funktion mit zwei unabhdngigen Variablen kann man sich als Ge-
birge vorstellen. Wenn ein Extremwert vorliegt, dann werden die in diesem Punkt an-
gelegten Tangenten waagerecht verlaufen, so auch die in Richtung der Koordinaten-
achsen. Falls die Tangenten waagerecht verlaufen, dann missen die beiden partiellen
Ableitungen erster Ordnung gleich Null sein. Dies ist eine notwendige Bedingung fir
einen Extremwert.

Jetzt muss noch untersucht werden, ob tatsdchlich ein Extremwert vorliegt, denn die
beiden Tangenten kdnnen auch waagerecht verlaufen, ohne dass ein Extremwert, son-
dern ein sog. Sattelpunkt vorliegt.

Fir die Entscheidung, ob ein Extremwert oder ein Sattelpunkt vorliegt, werden die par-
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung herangezogen. Die Untersuchung lauft dann nach
dem folgenden Schema ab (ohne Begriindung, da zu langwierig). Beispiele zu diesem
Schema sind unten angegeben.

Schema zur Ermittlung von Extremwerten und Sattelpunkten (bei zwei Variablen):
° Ermittlung der partiellen Ableitungen erster Ordnung

° Nullsetzen und Losung dieses Gleichungssystems (hat das Gleichungssystem keine
Losung, so existiert kein Extremwert)

° Untersuchung, ob tatsachlich ein Extremwert vorliegt mit Hilfe der partiellen Ab-
leitung zweiter Ordnung, an den ermittelten Stellen.

2

o’y o° 0*
)2/- i/ > y gilt, dann liegt an dieser Stelle ein Extremwert vor.

OX; OX; OX,0X,

Wenn

o’y o o°
Wenn )2/ 32/ < Y gilt, dann liegt an dieser Stelle ein Sattelpunkt vor.
OX; OX; O0X,0X,

Oy %y [ &y
ox; ox:  \ox,0x,

Wenn

gilt, dann ist so keine Aussage bezliglich eines Extremwer-

tes moglich.

oy
2
1

Wenn <0, dann liegt an dieser Stelle ein Maximum vor.

62
Wenn 8_21 >0, dann liegt an dieser Stelle ein Minimum vor.
Xl
Beispiel 54:

2 2
y=20X%, —X; +40 X, —X; — X, - X,

Y _ % +20-x,-0
OX,

Y ox,+40-%, =0
oX,
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Die Lésung des Gleichungssystems ergibt X;= 0 und X, =20

oX?

Yy _ L0y, Oy

oxE U oxox,

o’y %y ( %y ]2 .
Da . > ilt, [(<2)-(=2) > (=1)?)| liegt ein Extremwert vor.
o ol \axa) © [(2)-(-2) > (-1))] lieg

o’y o . .
Da —5 <0 gilt, liegt ein Maximum vor.
1

Beispiel 55:
y =X + X5 — 20, — 40X, + X, - X,
oy oy

—— =2X,— 20+ X,;—— = 2X, —40+ X
Xl 1 26 , 2 1

Die Lésung des Gleichungssystems ergibt X, =0 und X, =20

2 2 2
832/:2;8)2/:2; oy 1
OX; 0X; OX,0X,

Da 2-2>1? liegt ein Extremwert vor.
Da 2>0 liegt ein Minimum vor.
Beispiel 56:

y = 50x? +10x, - X, —160x, —50x,

Y _ 100x, +10x, — 160, = 10x, — 50
0%, 0X,

Die Losung des Gleichungssystems ergibt X, =5 und X, =—-34

2 2 2 2
7Y _100.2Y =100, 7Y = 0; 7Y

> =10
OX{ 0X; OX,

OX,0X, -

Da 100-0 <107 ist, liegt ein Sattelpunkt vor.
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Der Integral-Begriff

Geometrische Definition des Integrals
Orientierter Flacheninhalt

Bemerkung 3:

- Flacheninhalte oberhalb der x-Achse haben ein positives Vorzeichen.

- Flacheninhalte unterhalb der x-Achse haben ein negatives Vorzeichen.

Definition 27:

Gegeben sei eine Funktion f, die Gber einem Intervall [a; b] definiert ist, dann versteht
man unter dem Integral der Funktion von a bis b die Summe der orientierten Flachen-
inhalte zwischen dem Graphen von f, der x-Achse und der Geraden x=a und x=b.

Schreibweise:
b
j f(x)dx

a: untere Grenze
b: obere Grenze
Stammfunktionen (unbestimmtes Integral)

Definition 28:

Eine Funktion F(x) heiRt Stammfunktion von f(x), wenn F'(x) = f(x).

Beispiel 57:
Welche Funktion hat die Ableitung f(x) = x?

X2
Eine mégliche Antwort ist F(X) =7.

X2
Eine beliebige Stammfunktion ist von der Form F(x) =7+C

(Cist eine beliebige Konstante), weil konstante Summanden beim Differenzieren weg-
fallen.

Wenn von der Funktion sonst nichts bekannt ist, miissen wir also immer die Integrati-
onskonstante C dazuschreiben.

Die Stammfunktion bezeichnet man auch als unbestimmtes Integral:

F(x) = [f(x)dx
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Stammfunktion berechnen

In der Integralrechnung geht es meist darum, die Stammfunktion zu berechnen. Die

Stammfunktionen einiger populdrer Funktionen zeigt die nachfolgende Tabelle.

Stammfunktionen der wichtigsten Funktionen lauten:

konstante Funktion

flz) =k
Potenzfunktion

flz) ="
e-Funktion

flz) =€
Logarithmus

= f(z) = In(a)

Hyperbel

f@) =5
Sinus

f(z) = sin(z)
Kosinus

f(z) = cos(z)
Tangens _f(m] _ tsm(:::}
Wurzel

f@) =z

Grundintegrale:

n+l

X
n+1

jx“dx: +C

J'ldx= In|x|+c
X

X

a
Iaxdx: +C

Ina

F(z)=k-z+C
F(z) = 1 ang
14+n

F(z)=€"+C

Flz)=—=z+z-In(z) +C

F(z)=In|z|+C

F(z) = —cos(z) +C

F(z) =sin(z) + C

F(z) = —In|cos(z)| + C
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Integrationsregeln

In diesem Kapitel besprechen wir die Integrationsregeln. Dabei handelt es sich um Re-
geln, die beim Integrieren einer Funktion beachtet werden mussen.

Wir haben bereits gelernt, dass es in der Integralrechnung darum geht, die Stammfunk-
tion F(x) einer gegebenen Funktion f(x) zu berechnen. In diesem Zusammenhang sind
folgende Regeln von Bedeutung:

Potenzregel

Die Potenzregel hilft uns bei der Suche der Stammfunktion einer Potenzfunktion

Potenzregel
Jz"dz = La" L C
nt+l
Beispiele
fa:Edm = ﬁmﬁl +C = %1:1:4 +C

fa:“dz: 4—4]_124‘*1—!—(3': %:1:5 +C

Faktorregel

Ein konstanter Faktor im Integranden kann vor das Integralzeichen gezogen werden.

Faktorregel

Je-flz)de=c- [f(z)de

Mit Hilfe der Faktorregel konnen wir einen konstanten Faktor vor das Integralzeichen ziehen

und auf diese Weise die Berechnung der Stammfunktion vereinfachen.
Beispiele
J2cos(z)dz = 2 fcos(z)dz = 2 - sin(z) + C

Jazdz =4 [zdz =4- 322+ C =222+ C
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Summenregel

Das unbestimmte Integral einer Summe ist gleich der Summe der unbestimmten Integ-
rale.

Summenregel

J(f(z) +g(z)) dz = [f(z)dz + [g(z) dz

Mit Hilfe der Summenregel kdnnen wir Terme "auseinanderziehen" und auf diese Weise die
Berechnung der Stammfunktion vereinfachen.

Beispiele
f(m3—|—m4)dm:fm3d3+fm4dm:iz4+%mﬁ+{}'

32?2 + 42%) dz = [32%dz + [42Pde=2* +2* + C
J(

Differenzregel

Das unbestimmte Integral einer Differenz ist gleich der Differenz der unbestimmten
Integrale.

Differenzregel

J(f(=) — g(z)) dz = [f(z)dz — [g(z)dz

it Hilfe der Differenzregel kdnnen wir Terme "auseinanderziehen" und auf diese Weise die
Berechnung der Stammfunktion vereinfachen.

Beispiele
- dz = [z°dz — |z*dz = z* — +2° + C
273 3:4 3 4 i 4 ; 5

[(32? —42®) dz = [32?dz — [4z3dz =2 —2* + C
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Besondere Regeln

Ist der Integrand ein Bruch, in dem der Zahler die Ableitung des
Menners ist, dann ist das unbestimmte Integral gleich dem natirlichen

Logarithmus des Nenners.

f*;('f}’ dz =In f(z) + C

Das Integrieren von Funktionen, in denen sowohl im Zahler als auch im Nenner ein @
vorkommt, ist meistens sehr schwierig. Liegt jedoch der hier erwahnte Spezialfall vor (Zahler
ist die Ableitung des Nenners), so hilft uns diese Regel dabei, ohne grolle Rechenarbeit die
Stammiunktion zu finden. Wenn du also auf eine Funktion stélit, die sowohl im Zahler als
auch im Nenner ein = hat, so lohnt es sich zu Gberpriifen, ob der Zahler eine Ableitung des

Nenners ist.

Beispiel

[EE dz=In(z® —2*) + C

Damit haben wir die wesentlichen Integrationsregeln gelernt.

Integrationsregeln vs. Ableitungsregeln

Bemerkung 4:

Es ist wichtig, sich immer wieder klarzumachen, wie eng die Differential- und die Integ-
ralrechnung zusammenhangen. In der Differentialrechnung geht es darum, Funktion
abzuleiten, wohingegen man in der Integralrechnung Funktionen aufleitet (= inte-
griert). Die gleichen Regeln, die wir in diesem Kapitel gelernt haben, gibt es dement-
sprechend auch beim Ableiten (nur eben umgekehrt, schlieflich will man ja ab- und
nicht aufleiten):

Beispiel 58:

Ermitteln Sie die Stammfunktionen der folgenden Funktionen!
a) f(x) = 3x

b) f(x) = 8x3

c) f(x) = x> + x

d) f(x) =3x*+4x+1

e) f(x) = x® - 3x> + 7x3

f) f(x) = §x2 +ix

1 2
g) f(x) = -x* = 3x* +
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h) f(x) = —

i) f(x) = =

j) f(x) = Vx

Losung:

a) F(x) =3x%/2+C

b) F(x) = 2x*+ C

c) F(x) =x3/3+x%/2+C

d)F(x) =x3+2x>+x+C

e) F(x) = x’/7 -x%/2 + 7x*/4 + C
f) F(x) =x3/9 +x3/8 + C

g) F(x) =x°/50 - x> + 2x/3 + C
h) F(x) = -1/x + C

i) F(x) =-1/(2x?) + C

i) F(x) =2/3-Vx3+C

Beispiel 59:

Ermitteln Sie die Gleichung der Funktion, wenn die Ableitung und ein Punkt des Funk-
tionsgraphen gegeben ist.

a) f'(x) = 4x; P(2/5)

b) f'(x) = 2x - 3; P(1/0)

c) f'(x) = -6x + 5; P(2/3)

d) f'(x) = -x + 1; P(-1/1)

e) f'(x) = 3x? - 4x; P(0/-4)
f) f'(x) = 6x2 - 5; P(-2/-5)
g) f'(x) = -x2 + x + 4; P(3/4)
h) f'(x) = 2x3 - 6x; P(-2/1)
Losung:

a) f(x) = 2x2 -3

b) f(x) =x2-3x+2
c)f(x)=-3x2+5x+5

d) f(x) = -x3/2 + x + 5/2
e)f(x)=x3-2x*>-4

f) f(x) =2x3-5x+ 1

g) f(x) =-x*/3 +x*/2 + 4x - 7/2
h) f(x) = x%/2-3x>+5
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Beispiel 60:

-1
iﬂ,d)(:j'x'zdx:x__(::_l_c
X 1 ”

fidxzfx_adx=£+c=—i+c
x° -2 2x?
1 I X_S 1

I%dx=|nx—c

d;dx=4j'x‘2dx:4.x__1+c;:_ﬂ+c
X 1 X
{8 5
H\—X—ZJdX=;—C

=
j'igdx=4j'x'3dx=4-x—+c=_£2_c
X 2 X

+C

X' -4 (4 . ~ X 4
[ = dx=j'|l_\1—x—2)‘dx=‘|[\1—4x2}dx=x—4_—1+0=x+;+0
X oAxT 1, o1 1 50 11, (1)
I—sz dx-”lzx—2+§x }dx—z 2x —2)-:+2 X
1. 1
—E}( —2X—E+C
3 s i
j'x zzxdx=f|x—g|dx=1x‘—2-|nx+c
X X 2
{XZ—Z‘]z 4 2 ; \
j' . dx=j'x —4x +"j'd>c=j|1}(2—1+1:~<‘2 dx
8x* 8x? . 8 2 2
_1 1}(3_1 _1‘ _1 =ix3_1x_i_c
8 3 2 2\ x 24 2 2x
X _'ﬂ't:ix=j'|flx—i a1 e 2k lx
3x 3 3 x/ 32 3 6
Ixh_3§+4dx—ﬂl-l—§x‘2 2x73 "|dx=1lnx—§'r——
2x L2 x 2\
—llnx+i— ! -
2 2x X2
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Integration durch einfache Substitution

(1) Da es fur ein Integral der Form J’2x5
+

einen Trick anwenden. Wir formen durch eine Substitution den Integranden so um, dass der Nenner
keine Summe mehr enthalt. Dazu missen wir lediglich 2x+1 durch u ersetzen -

Substitution: u=2x+1.

Jetzt kommt allerdings noch die Umrechnung von dx dran. Wir darfen nun aber nicht einfach du statt
dx schreiben. Wir missen uns daran erinnern, dass dx ein Differential ist. Und fur das Differential
einer Funktion hatten wir diese Formel: dy =y dx

Unsere Substitutions-Funktion heilbtnun u=2x+1 also gitfirsie du=u"dx=2-dx

Jetzt [6sen wir die letzte Gleichung nach dx auf und erhalten:  dx =Zdu

Dies ist der 2. Teil der Substitution. Zusammen folgt nun:
5

1 dx keine eigene Integrationsregel gibt, mussen wir

5 5 1 -1 5
[2x+1dx_JE'Edu_EJEdu_?nMC'
Nun folgt die Ricksubstitution, indem wir u wieder durch 2x+1 ersetzen:
5 -5 1 51 5 5 .
sz—1 x=JU-Edu=§fadu=§Inu—C=§In(\2x—1J—C

Beispiel 61:
16 . .
j' - 2\!2 dx Substitution: u=x-2 also du=udx=dx
(X—2]
=j'1?d __E_C=_£ C
u- u X —
f%dx Substitution: u=4-x also du=-dx, dx=-du
(4-x)
__(Baqu--8.c-_8% .c
u u 4-x
f , 12 —dx Substitution: u=2x-1 also du=2dx, dx=21du
(2x—1)
1012 © 3 u™ 3 3
=—|—=du=6|u " du=6—+C=——+C=—_+C
2j.u3 J _2 + u2 :2){_1}2 +
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Integration durch erweiterte Substitution

Dieses x erschwert die Rechnung, denn es muss auch noch substituiert werden:

1. Schritt:  Substitution: u=5x+2
Beispiele 2. Schritt:  Differential: du=u"dx=5dx
(5) j‘ X _dx 3. Schritt:  Nach dx auflésen: dx =Zdu
(5x+2) 4. Schritt:  unach x auflésen: x =1(u-2)
] 5 5. Schritt: Einzelbriiche ,aufleiten”
u_
=_—|——du B. Schritt:  Ruicksubstitution.
257 u
{ A { -1 f 3\
=L ([1-Z au=—inu-2. L | ee=Linu 2 .c
257 u u ) 25 -1 251 u)
Rucksubstitution:  F(x) =i|rln (5x+2)+ 2 "‘+C
'7 251 5x+2)
Beispiel 62:
2
(6) j' X =dx Substitution: u=x+3 , du=dx und x=u-3
(x+3)
U3\ 2 alL y .
) o 8y (1-84 2 Jau—u-emu-2ic
u’ u Lou u) u
Rucksubstitution:  F(x)=x+3-6-In(x+3)- +C
i ' X+3
KQ
(7) f‘d" Substitution: u=2-x also du=-dx, dx=-du
(2-x) und X=2-U
7_ 2 4 3 y
2_[( 2 u- [ (L2t |du= 24 nuusC
u u ut u u
Rucksubstitution: F(x‘:=2i—4-ln[2—x)+x—2+c
T2-X
x* -1 Substitution: u=x+2 also du=dx
(8) j'x+2dx und X=u-2
u-2)"-1, - \ .
=Iudu=deu=j‘; u—4+§ du=1u"-4u+3:Inu+C
u u u
Rucksubstitution:  F(x)=2(x+2)" —4(x+2)+3-In(x+2)+C
F(x)=1(x* +4x+4)-4(x+2)+3-In(x+2)+C
F(x)=2x"-2x-6+3-In(x+2)+C
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Die erweiterte Substitution quadratischer Terme

(9) [XE"_4dx

Das neue Problem liegt darin, dass nach der Substitution des Nenners durch
u=x"—4 die Substitution von x im Zahler nicht mehr ohne weiteres méglich ist.

Denn Iést man die Substitution nach x auf, folgt x> =u+4 also x=+u+4.
Dies macht unser Integral kemplizierter, so dass diese Moglichkeit wegfallt.

Die Lésung ist ein ganz simpler Trick. Wir berechnen zuerst das Differential
du=u'dx =2x-dx. Ein Blick auf das Integral zeigt, dass dort im Zahler x steht
und hinter dem Bruchstrich dx. Ziehen wir also dieses dx auf den Bruchstrich,
so haben wir x-dx und aus unserem Differential folgt: x-dx =Zldu.

Auf diese Weise gelingt es, x-dx auf einmal zu ersetzen.

Hier die komplette Losung: . 2
Substitution: u=x--4.
x - x-dx Differential: du=u'dx =2x-dx
fxz_4dxzsz_4= Ersetzen von x dx: x-dx=3du
1du 1 -
=| = =%j'ad =1-Inu+C=1In(x*-4)+C
Beispiel 63:
Substitution: u=x>+9.
Differential: du=u'dx =2x-dx
(10) j' jlx dx Ersetzen von x dx: x-dx=2du
X" +9 also folgt dx-dx=2-du
20y, 1

- 2([—du=2-Inu<C=2-In(x2+9)+C
1= =25 {
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Das bestimmte Integral

Definition 29:

Die Funktion f(x) sei gegeben; wir wollen die Flache zwischen dem Funktionsgraphen
und der x-Achse im Intervall [a, b] berechnen.

jf;HM Einen Naherungswert erhalt man, wenn man [a, b] in Tei-
,/' lintervalle der Lange Ax teilt, in jedem Intervall eine Stelle
AT xi wahlt und die Flicheninhalte der Rechtecke Ax-f(xi) ad-
A f{:m diert:
T 1 | | .
P _ A =~ (f(x1) + f(x2) + ... + f(xn))-AX,
a Ax b in Summenschreibweise:
n
Ao 300 A

i=1

Die Flache - das bestimmte Integral - definieren wir als Grenzwert dieser Summe, wenn
Ax gegen 0 geht; man schreibt:

sprich "Integral von a bis b von f(x)dx" (das Integralzeichen soll an S fir "Summe" erin-
nern).

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Definition 30:

i f (x)dx = F (b) — F(a)

das heiRt, die Flache unter dem Graphen von f(x) ist eine Stammfunktion von f.

Beispiel 64:

Wir suchen die Flache unter dem Graphen der Funktion f(x) = x? zwischen den Grenzen
a=1lundb-=2.

Folgende Vorgehensweise sollte immer angewandt werden:
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Zuerst eine Zeichnung oder zumindest eine Skizze er-
stellen, um den Sachverhalt zu verdeutlichen.

Um eventuelle Besonderheiten zu erkennen, sollten
die Nullstellen (Schnittpunkte mit der x-Achse) be-

rechnet werden

[x2dx = Stammfunktion finden
3
2

B [K3:| B Grenzen einsetzen, untere Grenze von oberer abzie-
Tla | hen

34
v _ (N

3 3 3

Intervalladditivitat

Wollen wir uns folgendes Integral anschauen:

3 3 13 113 123

Ix2dx ¥ L 51 g2 gl g g2
1 3 3 3 3 3 3 3
b 3 a3 3 b 3 3 3
Ix2dx_b——a———[—b— a_] ndja__b_:_b_ &
4 3 3 3 3 -3 3 3 3
a 3 3

" 3 3
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Aus den obigen Beispielen ergibt sich die nachfolgende Definition:

Definition 31:

(1) Ist a<b, so sei

b

j f (x)dx =— j f (x)dx

a

1 3
#1526 2
Bsp.: | x2dx=—| x2dX=—(=-=)=——=
'! 1[ 3 3 3 3

(2)

i x2dx =0

3
Bsp.: J x3dx =0
3

AuRerdem gilt.

b c

j f(x)dx+j f (x)dx = j f (x)dx

a a

Bsp.: j. X2dx +j.x2dx = i x2dx
-4 9 -4

(a, b, c konnen beliebig sein.)

Beispiel 65:

1 4
I (3x? +5x—4)dx+.|.(3x2 +5x—4)dx
1

-2

Losung:

1 4 4 4 4 4
_f (3x2+5x —4)dx +_[(3x2 +5x —4)dx :I (3x2+5x—4)dx = 3_[ x2dx +5I xdx —4_[1dx
-2 1 -2 -2 -2 -2

=(Grund integrale) =78
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Flachenberechnungen

Achtung: Fir f(x) < 0 ist auch das Integral negativ. Der Inhalt der Flache zwischen Kurve
und x-Achse ist dann der Betrag des Integrals.

Wenn die Funktion im angegebenen Intervall ein oder mehrere Nullstellen hat, miissen
wir daher die einzelnen Flachenstiicke getrennt berechnen und ihre Betrdage addieren.

Wenn die Flache zwischen einer Kurve und der x-Achse berechnet werden soll (ohne
dass ein Intervall angegeben ist), missen wir zuerst die Nullstellen bestimmen - das
sind dann die Integrationsgrenzen.

Die Flache, die von zwei Kurven - den Graphen der Funktionen f(x) und g(x) - einge-
schlossenen wird, berechnen wir nach der Formel

A= ’fiftx)— ah))dx

Die Integrationsgrenzen sind dabei die x-Koordinaten der Schnittpunkte. Wenn es mehr
als zwei Schnittpunkte gibt, muss man wieder die einzelnen Flachenstlicke getrennt
verrechnen.

Beispiel 66:

Wie groR ist die Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = x? - 1 und der x-Achse
zwischen den Grenzen a = 0 und b = 2 eingeschlossen wird?

Losung:

Die Funktion hat bei x1 = 1 eine Nullstelle, wir miissen daher von 0 bis 1 und von 1 bis
2 getrennt integrieren:

1 2 T
Tk =| o x| =2
; ER
2 3 T
TN =| x| =2
1 EEE
2 4
A=Z4222
33
Beispiel 67:

Wie groR ist der Inhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion f(x) = -x® + 3x? und
der x-Achse begrenzt wird?

Losung:

Nullstellen bestimmen: -x* +3x?=0=x1=0,x2=3

3 4 ’
ﬁ:é’[—:ﬁ +3%2 i :[—%+}(3:| =62
]
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Beispiel 68:
Wie groR ist die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f(x) = x? und g(x) = x3?
Losung:

Schnittpunkte bestimmen: x2=x3>=x1=0,x2 =1

4 3P
X 113 . 4_1
4 3 12 12 12

I X
A:I(xz—xs)dx: -+
5 4 3

0

Flachenberechnung zwischen zwei Graphen

Beispiel 69:

Berechne den Inhalt der von den Graphen von f und g eingeschlossenen Flache.
f(x)=x2; g(x)=-x+2

Folgende Vorgehensweise hat sich bewahrt

(1) Auch hier zeichnen wir wieder eine Skizze, um uns den Sachverhalt besser zu ver-
deutlichen.

(2) Um die Integralgrenzen zu erhalten, bestimmen wir die Schnittpunkte der Graphen.

X2=—X+2

X24+x-2=0

p,q— Formel

x1,2:—l+—\/§=—l+—§
2 4 2 2

x1=1

X2=-2

(3) Man sieht hieraus:
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X

[ a0dx— [ £ (x)dx
Also gilt:

A:|j(—x+2)dx—Jx2dx|=| _1o(§_%)_6_(%_%)|

4-15-6+3H 4,545

Definition 32:

Ist f(x)>g(x) fur alle x mit a<x<b, das heit verlduft der Graph von f zwischen a und b
oberhalb von g, so gilt fir den Flacheninhalt A der von beiden Graphen lber dem In-

tervall [a; b] eingeschlossenen Flache

A= [(f()-g(9)dx

Wird f(x)>g(x) nicht beachtet, so erscheint das Ergebnis mit negativen Vorzeichen.

Beispiel 70:
Wie grol ist die Flache, die von den Schaubildern der
Funktionen f(x)=1x"-4x-1 und f,(x)=-2x"+3x+2

begrenzt wird ?

Losung:
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Hinfuhrung:

Zunéchst betrachten wir die linke Abbildung. Diese zeigt die

gesuchte Flache zwischen den beiden Parabeln.

1. Schritt:

2. Schritt;

3. Schritt:
3 3 3

A=A -A, = J.g1 (x)elx — Igz (x)dx = J [(%xz
-1 —1 -1

Wir verschieben beide Kurven und damit auch die zu
herechnende Flache um eine Strecke +C so nach oben,
dal die Zielflache ganz oberhalb der x-Achse liegt.

Die Funktionsgleichungen andern sich damit in:
g,(x)=1x*-1x-1+C und g,(x)=-1x*+2ix+2+C
Wir denken uns nun die gesuchte Flache als Differenz
zweier krummliniger Trapeze (rechtes Bild):

Das groRe ,Kru-Li-Trap" wird oben durch das Schaubild

3
von g, begrenzt. Sein Inhaltist A, = j'g1 (x)dx
-1

Das kleine Kru-Li-Trap" wird durch das Schaubild von gz

3

[ 9. (x)eix
-1
Die gesuchte Flache hat daher diesen Inhalt:

—1x-1+C)—(-1x? +gx+2+c]]dx

Begrenzt. Sein Inhalt ist: A, =

Beim genauen Hinsehen erkennt man, dal der zur Verschiebung Uber die x-Achse
eingefligte Summand +C durch die Subtraktion der beiden Funktionen wieder
wegfallt. Daher kann man ihn eigentlich weglassen und gleich mit den Funktionen
fi und fo arbeiten. Damit erhalt man folgende Berechnung

A=A1-A2=Tf1(x)dx [rﬂ:x )dx = J[f(x —f,(x)]dx
-1

Berechnung der Flache:
3
= ][0

A= [[x —2x-3)dx =] 1x* - x —3x]

A=A -A,

Beispiel 71:

(12): f(x)=

hat die schiefe Asymptote y =x.
Eine Flache wird begrenzt durch K, die schiefe
Asymptote und den Geraden x = 1 und x =r (r>1).

Diese hat folgenden Inhalt:

L 2 ) r
A(r,}zj{_f{xj—xa}dx:”; X+ |- x ‘dx:j
1 AN I 7 X
Die untere Kurve ist die Asymptote: y = x.
Dieser Funktionsterm ist Teil der Funktion f.

Daher fallt bei der Formel fiir die Flache zwischen
zwei Kurven der Asymptotenterm heraus.

2 2 2

r

A(r):[—ﬂr =-2+2=2-%
1

Fir die ins Unendliche reichende Flache gilt daher:

A*=limA(r)=2, denn

Iimg:O.

r—x r—»

—3x=1)=(=4x* +3x+2) |dx
7 2 2

_fz(x}]dx=j'1[(%xz

[9-9+9]-[-1-1+3]=7~+

bik)

2
_2
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Beispiel 72:

X% +3%x -1

X+1
Um die schiefe Asymptote zu bestimmen
bendtigt man Polynomdivision:

(1) f(x)=

/ 2 0 2 4
| [ X=r
(X*+3x-1):(x+1)=x+2
—(x?+ x) 1 11
(2x—1)
—(2x+2) — 4
-3
Daraus folgt, daf? man die Funktion so zerlegen kann:
2
F(x)= X" +3x-1_ XD 3
i X+1 X+1
Wegen IIim i1 =0 ist y=x+2 die schiefe Asymptote.
I—)aox+
Nun kann man die schraffierte Flache berechnen
L AN L
A(r)=| x+2—[x+2—i‘ dx = |idx
AN x+1)) 5 x+1
Wer nicht mit der Polynomdivision arbeitet, geht so vor:
Ll 2 1) C(X+2)(x+1)— (x> +3x-1 i
A(r}:|;x+2—x 31 dx:|( Jx+1)- de:j 3 dx
ol x+1 ) 5 X+1 o X+1
Beispiel 73:
6 /r
14) f(x)=———
(1) 1) e 42
Zuerst sei bemerkt, dalR es nicht
Gelingen wird, eine Stammfunktion zu f X
zu finden. Hier hilft keine Substitution. = 0 : —
Berechnet man jedoch die Flache

zwischen der waagerechten Asymptote y =3

und der Kurve, dann wird das Intergral I&sbar:
g 5 —X _ 5 —X
A=[(3- O ygx= (200 o 3 g
5 e’ +2 5 e +2 e +2

Substitution: u=e7+2 = du=edx = 3e"dx=3du

247"
3

2+e78
A= | 3du —3.n(2+e°)-3.In3~ ..

=——=3[Inu]

5 U

Soll man eine Flache zwischen der Kurve und der x-Achse im 2. Feld berechnen,
dann st6t man zuerst an das Problem der nicht auffindbaren Stammfunktion.

Wenn man jedoch herausgefunden hat, da das Schaubild punktsymmetrisch zum
Wendepunkt W (-In213) , der berechnet eben die am W gespiegelie Flache, die
dann wie eben berechnet wird, da sie nun zwischen der Geraden y = 3 und K liegt.
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Beispiel 74:

2.11 Zusammengesetzte Flachen w

L . . x* -8 .
(16) Gegeben ist die Funktion f(x)= 2
Das Schaubild K, die schiefe Asymptote, ' T /A,
die x-Achse und die Gerade x=r (r>2) A1|/ .
begrenzen eine Flache. Berechne deren Inhalt A(r) 4 Z i

sowie deren Grenzwert fir r gegen Unendlich.

Lésung:

Jetzt ist es wichtig, zu erkennen, dal die Flache /\

zwei verschiedene untere Begrenzungen hat, weshalb
Man sie auch nicht auf einmal berechnen kann.

Die Teilflache A; ist in diesem Fall ein Dreieck und kann entweder mit der
Dreiecksformel A,=1gh=1-2.2=2 oder mittels Integral berechnet werden:

2 -
A1:|xdx:|_%x2}0:2.
[

Die Teilflache A> wird zundchst als Flacheninhaltsfunktion berechnet:

r:'( I 3y E r
Az{r}zf;x—‘x—% dx:|%dx:{—§} :—§+4:4—§
24 \ X" J) 5 X X 12 r r
Gesamtflaiche:  A(r)=A, <A, (r)=2+4-2-6-2
: r r
Grenzwert fir r — = A*=limA(r)=6, denn Iim§:0

r—mw ==

Beispiel 75:

(17) Die Kurve mit der Gleichung
y=—=4x*+3x’
und die Gerade y=1x+6

schneiden sich in 4 Punkten.
Se begrenzen eine aus 3 Teilen
zusammengesetzte Flache.

Zunachst mult man die Schnittpunkte
berechnen. Aus der Zeichnung liest
Manx;=-2 und Xxo,=4 ab.

Diese sind zu bestatigen und die
restlichen miissen berechnet

werden.

Schnittgleichung:

Ix+6=—_x*+3ix* |-16

8x+96 = —x*+24x? bzw. x*—24x? +8x+96=0

Da zwei bekannte Losungen vorliegen, kann man die zugehdérigen Linearfaktoren
ausklammern: (x +2) und (x-—4).
Dies geht am schnellsten mit dem Horner-Schema, oder auch mittels

Polynomdivision, indem man durch (x+2)(x—4)=x*-2x-8 dividiert:
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Hornerschema aus den Koeffizienten ) ,
Das Hornerschema liefert uns die

der Schnittgleichung:
Zerlegung: von
1 0 -4 8 96 x*—24x* +8x+96=0 in
0 -2 4 40 -96 [x—2)(x—4}[1x2+2x—12):0
X=-2 '
1 -2 -20 48 m : .
0 4 8 .48 Dasselbe erreicht man mit der

Polynomdivision:

12 -2 [o]

(x*+0x* -24x% +8x +96):(x* -2x-8) = x* +2x - 12
—(x* —2x - 8x%)
2x? —16x7% + 8x
— (2% —4x* -16x)
—12x% +24x + 96
—(~12x2 + 24x + 96)
0

Die Schnittgleichung wurde durch die abgelesenen Ldsungen zerlegt in
(x+2)(x—4)(x*+2x-12)=0

X34

Man erhalt die Schnittstellen 3 und 4:
‘o= —2ix/24+48 _ —2?’5—2 _ —2122J1_3 TN 2466

Flachenberechnung:
Die Teilflachen 1 und 3 haben K als obere Begrenzung, lassen sich also nach

]
diesem Schema bestimmen: A, = j(f[x}—g(x])dx wobei mit g die zur Geraden

gehdrende Funktion bezeichnet worden ist. Die Teilfliche 2 hat nun K als untere
und g als obere Begrenzung. Wenn man daher dasselbe Integral verwendet, wird
das Ergebnis wegen der vertauschen Vorzeichen negativ, was man dadurch
kompensieren kann, dal? man fiir diesen Fall die Grenzen vertauscht.
Nun empfiehlt sich folgendes Vorgehen (mit Naherungswerten fur die Grenzen)
-2
R -2 \
A= | (—xt + 3 -x=6)dx~ [ —x + 1 - 3% - axLﬁ =F(-2)-F(-4,6)
-3
=2
Ay~ [(-4x*+3x*-x—-6)dx =F(-2)-F(26)

26

4
A, =~ [{—%x“ +3x* -x-6)dx=F(4)-F(286)

Gesar;jtﬂijche; A=2-F(-2)-F(-4,6)-2-F(2,6)+F(4)=...

Der Rest ist Taschenrechnerarbeit !
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Uneigentliche Integrale

Gelegentlich gibt es Flachen, die ,,ins Unendliche” reichen, also z. B. eine ,offene rechte
oder linke Integrationsgrenze haben

Schauen wir uns am Anfang die Funktion f(x) :iz. Und zwar nur den Teil im 1. Quad-
X

ranten.
hy
4

5T

Wenn wir nun die Fldche Gber dem Intervall [0; 1] berechnen wollen, stellen wir fest,
dass die y-Achse eine Asymptote ist und es somit keinen Schnittpunkt mit der y-Achse
gibt.

1
Die Flache ,reicht ins Unendliche”. Zu ihrer Berechnung kann man das Integral I f (x)dx
0

nicht verwenden. Denn dieses Integral ist nicht definiert, weil f nicht im ganzen Inter-
vall [0; 1] definiert ist. AuBerdem ist f unbeschrankt.

Zur Berechnung der Flache verspricht folgender Gedanke Aussicht auf Erfolg.

1 1
Wir berechnen I f (x)dx (fir O<a<1l) und bestimmen den Grenzwert Iing_[ f (x)dx (a>0).

Wollen wir dies also mal tun. Zur Berechnung benétigen wir die Stammfunktion der
Funktion f.
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1 1
f(X)=—=x2F(x)= X2 =—=
(x) X2 () —2+1. X

Somit erhalten wir:

lim —dX—|Im[——] =lim(-1+= )

a—0 a—0 a—0

Der Grenzwert Iiml existiert nicht. Gibt es also doch keinen Grenzwert? Ist unsere
a—0 g

Idee doch nicht so aussichtsreich, wie wir uns das gedacht haben?
Wir halten fest:
Fir a —> 0 Ubersteigt der Flacheninhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion f

mit f(x) =i2 von a bis 1 jede Schranke.
X

Nicht verzweifeln, nehmen wir einfach ein weiteres Beispiel.

Wir wollen von dieser Funktion f mit f(x) :iz die Flache Uber dem Intervall [1;00] be-
X

rechnen.

X,

0 1 2 3 4 5 5 T

Und gehen genauso wie oben vor. Wir erhalten:

b
% 1
jidx J'—dx_llm[—f] =|im(—1+1)=|im(—1)+|im1=0+1=1
1 X2 b—oo b—w b b—o b b—oo
Die Flache von f Gber diesem Intervall betragt also 1.

Wir sehen, dass unsere Idee doch nicht so schlecht ist.

Halten wir erst einmal unser Ergebnis fest:

Die Flache unter dem Graphen der Funktion f mit f (x) = iz von 1 bis Unendlich hat den
X

Flacheninhalt 1.

Weil es so gut geklappt hat, nehmen wir uns nun eine zweite Funktion. Und zwar g mit

g(x):%_

Die Funktion sieht wie folgt aus:
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Auch hier wollen wir die Flache Gber dem Intervall [0; 1] berechnen. Auch hier stoRen
wir auf das gleiche Problem. Die Flache ,reicht ins Unendliche”. Zu ihrer Berechnung

1
kann man das Integral Ig(x)dx nicht verwenden. Denn dieses Integral ist nicht defi-
0

niert, weil g nicht im ganzen Intervall [0; 1] definiert ist. AuBerdem ist g unbeschrankt.

Zur Berechnung der Flache gehen wir mit derselben Methode wie oben vor.

1 1
Wir berechnen Jg(x)dx (fir O<a<1) und bestimmen den Grenzwert Iirrg_[g(x)dx (a>0).

Wollen wir dies also mal tun. Zur Berechnung benétigen wir die Stammfunktion der
Funktion g.

1 4 1 Ly
g(X)=T=x2;G(X)= rex? =2Vx
X -1

Wir berechnen den Flacheninhalt:

.f\/_dx - Ilmjj;dxdx - Iaigg[z\/;]: = lim(2-2+a) =lim2-lim2\/a) =2-0=2

1
Der Flacheninhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion g(X) :T von 0 bis 1
X

betragt 2.

Berechnet auch hier die Flache liber dem Intervall [1;o0]:

j[dx—gm —dx—llm[z\/_] = lim(2vb —2) = lim 2 - lim2

Der Grenzwert existiert nicht, da |im 2./b beliebig groR wird.

Fir b —> o0 Ubersteigt der Flacheninhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion g

mit 9(X) = \/; von 1 bis b jede Schranke.

Beispiel 76:
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4
(8)  f(x)= =z
Das Schaubild dieser Funktion néhert sich asymptotisck
Der x-Achse an. Daher schlielfen das Schaubild K,
die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x =1 X=r
eine bis ins unendliche reichende Flache ein.
Die Schreibweise

4 .

. dx (*) |

A g .
ist leider nicht zulassig, und das hat einen einfachen Grund: Man mulé ja die beiden
Grenzen in die Stammfunktion einsetzen und sollte dann mit ,Unendlich” rechnen.
Dies geht nicht, obwohl man mit diesem Begriff nattrlich rechendhnliche
Uberlegungen anstellen kann. Aber = ist nun mal keine Zahl |.

Dennoch findet man Schreibweisen wie in (*) dargestellt sehr oft. Vor allem
Physiker neigen dazu, in ihren Integralanwendungen derartige Schreibweisen zu
verwenden. Dann aber bezeichnen sie damit das Ergebnis nach Abschlul? der
Berechnungen. Aber zum Durchfliihren der Rechnung ist das Zeichen =« als
Integrationsgrenze verboten.

In unserem Beispiel sieht das so aus:
A(r)= [idx _ {_ﬂ I S
X X r r
Und nun verschiebt man den rechten Rand ins Unendliche:
A*=limA(r)=4, denn im~=0.

r—x r— [

Definition 33:

(1) Die Funktion f sei stetig flr alle x>a bzw. fir alle x<b. Dann sei

T f(x)dx = lmi f (x)dx j' f(x)dx = cllr_r!j f (x)dx

—o0

(2) Die Funktionen f sei stetig fir ]a; b] bzw. [a; b[. Dann sei:

b b
J.f(x)dx: Iimjf(x)dx, falls f definiert ist fiir Ja; b[;

b G
J.f(x)dx: Iirrbmj f (x)dx, falls f definiert ist fiir [a; bl[.

Die Integrale links vom Gleichheitszeichen nennt man uneigentliche Integrale. Existiert
der Grenzwert rechts vom Gleichheitszeichen nicht, existiert das uneigentliche Integral
nicht.
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Bestimmte Integrale fiir ganzrationale Funktionen

Beispiel 77:

3
(1) f5x ~3x+7)dx = %xg—?xf=|:%-27—%-9—2’1]—|:%——§+?:|
1 | F3) 0

Fix) 1

=45-Z +21-3+3-7
Tipp:  Addiere zuerst alle ganzen Zahlen, dann die Briche mit gleichem Nenner
=59-12-2=47-2=451=1%

(2) f{ x*+ 3% = 2x+1)dx = [ 5 x° + 47 =X +x] 2.+8-4+2]-[0]

8,8 o _ 72+40-90 _ 22
ftg— 2=t =g

@) [ )dx=[ 3T =[5 48| [4-4] =8 (B3 +4+3
— 105 . 667,2

1
5

_ - 3
=[1x* +x® + 1% —Txl =

3

(4) [{1x3 +3%% +Xx-7)dx
1
—[4£+27+5-21]-[3+1+3-7] ZuerstBruche mit gleichen Nennern addieren:

—80.5.6+6=10+4+12=26
1 1

(5) [[‘xf +1)dx = J‘(x“ + 267 e )dx=[1x° 4+ 25¢ + x| =
=[2+3+1]- ———3—1] Klammert man aus der 2. Klammer (-1) aus, ist sie identisch
gleich zur ersten Klammer, also kommt diese doppelt vor:

_ 1 2 Y C 3210415 — 28 — 56
—2(§+§+1)—2 SR -2.8=22
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Bestimmte Integrale fiir gebrochen rationale Funktionen

Beispiel 78:

R N S

Achtung: Man spart sich Schreibarbeit, wenn man sich dieses
Integral auswendig merkt:

' B s x2T" 5[17T" 5/, 1) 53 5
2 _ 2 ldx=-5[x3%dx=-5.2| =2/ 1| _2[q_1}|_2.2_2
@ [[pfespoensl) S Hma) i

Nenner ohne Summe: Einzelbruchzerlegung

Beispiel 79:
2)(2—4 2y 4\: ‘ 42
(3) _sz dx=_j2‘1—?)dx=l_x+;L=[2+2]—[—2—2]=8
X241 11 1. 117 [4 171 4] 3 3 3
4 dx=|-+--—|dx=|ox-2-—| =|=—=|-|z—= |=o+2==
@) [axzxfszf,x[axth [88}'_88]8+84
3 3
(5) f"—‘zdx=[-1_3 dx=[x-2:-Inx]' =[3-2:In3]-1-2.In1|=2-2.In3
1 X L X 1 o
B 2 B ¢ % 6
6 [EEOg ] x-4+9]dx=rlx2-4x+e-|nx _
2 X 2. X |_2 2
=[18-24+6-In6]-[2-8+6:In2]=—6+6:In6+6-6-In2

=5-{In6—|n2]=6-|ng=6-ln3 denn |na—|nb=|n%
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Nenner mit Summe: Einfache Substitution

Beispiel 80:

& . .

5 Substitution: u=2x—-4 also du=u"dx =2 dx

(") !21_4""‘ dx = 1 du

. Grenzen: x=5 gibt u=6

=[§-1du x=6 gibt u=8

cu 2

571 5 5 5 8 5 4

——d=—| (In8-InB)==-In===-In—-

2£u”2"”] =5 '(In8-In6)=3-Ing=3In3

HINWEIS: Beim unbestimmten Integral endete jede Substitution mit der Riicksubstitu-
tion, die wieder auf x zurickgefihrt hat. Wenn man hier auch die Integrationsgrenzen
nach u umrechnet, kann man sich dies sparen!

Beispiel 81:
3
(8) j- - Substitution: u=4-x also du=u'dx=-dx
0 (4 dx = - du
L9 Grenzen: x=0 gibt u=4
=—f—~,du x=3 gibt u=1
U
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Nenner mit Summe: Erweiterte Substitution

Beispiel 82:
T Substitution: u=x+4 also du=dx also
@ [———dx dx=du und x=u-4
o (x+4) Grenzen: x=0 gibt u=4
. A x=4 gibt u=8
15[ g
. U
g ) 8
=16-_|;1—i.,;du=16-[ln u—i} =16{In8—11—16[ln4—1]
AL ul, 2]

~16{In a_ln4+%_1";=16;"|n§_%";=1a-|n 2-8

(10) j' dx Substitution: u=4-x also du=-dx also
2 4-x dx=-du und x=4-u
1 2 Grenzen: x=0 gibt u=4
=_J°(4—U) du x=3 gibt u=1
S ou

Jetzt vertauscht man die Grenzen, was eine Vorzeichenanderung von — nach + bewirkt:

4 4 b
f@du=ﬂ%—8+u’]du=[18 -Inu—8u+%u2]1

1

1
=[16-In4-32+8]-[16:In1-8+1 =16-In4-24+8-1=16-In4-16,5
T |

-2.,2
(11) j'x 4dx Substitution: u=1-x also du=-dx also
o 1-x dx=-du und x=1-u
2 Grenzen: x=0 gibt u=1
=_T(1—UUJ ~4 40 x=-2 gibt u=3
1
1 2 1
=deu=f| —§—2+u\du=[—3-Inl.1—2u+—‘,,u2]1
5 u 5. U - 3
=[—3-In1—2+%}—[—3-|n3—6+%]=—2—%+6—%+3In3=3-In3=|n33=In2?
1
4x Substitution: u=x+ 1 also du=dx also
(12) {:’x+1)3 o dx=du und x=u-1
S Grenzen: x=0 gibt u=1
=4j~U—1du x=1 gibt u=2
US
1
2. u' T 1 17 117 [, 1]
=4J(u*’—u Jdx =4 —— =4{——+—2} =4{——+—}—4'— +—
- -1 -2 u 2u” |, 2 8 | 2]
i
YR A
. 2 8 2
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Erweiterte Substitution quadratischer Nenner

Beispiel 83:
B
(13)  [——dx Substitution: u=x* -4 also du=2x dx also
LS = xdx=Zdu
124 32 Grenzen: x=3 gibt u=5
oy Y x=6 gibt u=32
: U 2:iu

=%[|n ul? =%[|n32—|n5) =%In%=%ln 6,4

(14) j 28)( dx Substitution: u=x*>+4 also du=2xdx also
X +4 8x dx = 4 du
5 Grenzen: x=-2 gibtu=28
zfidu x=2 gibt u=8
2 U

=4[Inu]i=4-|n8—4-ln8=0

Das Null-Integral | f(X)dx =0

T”X)dx =[F(x)] =F(a)-F(a)=0

a

Beweis:

Das Besondere am Beispiel (14) ist die Tatsache, dass das gegebene Integral trotz verschiedener
Grenzen den Wert 0 hat. Spater wird erklart, warum das so ist ( es liegt an der Punktsymmetrie von f ).

7 36x - 2
(15) j' _dx Substitution: u=x"+1 also du=2xdx also
o (x*+1 x dx = u
(x2+1) 3Bxdx=18d
' ' Grenzen: x=0 gbtu=1
:}1adu x=+3 gbtu=4
1u2
—4
181 _ 18 g1 2.2
{ou 2
4 3 Substitution: u=x*+9 also du=2xdx also
(16) J-x2+9dx xdx=7duund x¥=u-9
¢ Grenzen: x=0 gbt u=9
Ssxz,xdx J(=4 g|bt u=25
j; X +9
25 _gy.1 25 ¢ Y -5
j'w %) <d =%J;u—g;du=%[—lu2—9-lnug=}-525—%-In25—%—% In9
5 u Lou) - - -

=136+4,5-(In9-1In 25)
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Erganzungen

b
Hinweis auf das Integral j' dx

> | =

) nx far x>0
Die Funktion f(x)=In |x‘ - ';.I

A hat als Ableitung f'(x‘azl.
{In(—x) flr x<0 D

Dies gilt sowohl fur positive wie fir negative x. Daher kann man auch das Integral

-3
j'ldx berechnen.
X

-3
Falsch wére diese Lésung: jidx =[In x]j =In(-3)-In(-1) denn -Tund-3
” )
-1
gehdren nicht zum Definitionsbereich der Funktion f(x) =In x.
-3

Richtig ist diese Lésung: j'ldx =[In \xu? =In3-In1=In3-0=1In3
» _
=1

Merke:

Die Integration vieler weiterer Funktionen ist méglich, erfordert aber andere
Methoden, weshalb dies teils spater, teils hier gar nicht besprochen wird.
Beispiele sind die Integrale
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Integration von Wurzelfunktionen
Einfachste Wurzelfunktionen

Das 1. Grundintegral lautete

+1
xn

Jﬁx”dxz N1
Inx+C flr n=-1

+C fir n=-1

Beispiel 84:

Es gilt auch fur gebrochene Hochzahlen.
—_ 3 ]

(1) j'\f_dx x~dx—:"“ =[2x/x] =39.3=18

) 5]
= 3 4
(3) j'Sx*dK=j'x3dx= x| =[3}< 3}(2} —2.4.Y16-2.4. 22 =232
” h °
1 4
: r 2 )
(4) fidx=4jx2dx=4- KT =4|2¢§T=16_3=8
1 VX ’ =+ L 1

1

Wenn der Radikand einen Faktor enthalt, kann man so vorgehen:
- b3 : \
(5) H X dx =2 Jx dx=+2-[3xx] =+2-3(8-V8-2.42)

=%(8-4—2-2)=%-28=—
Oder mit Substitution:

a
j\fﬂ dx Substitution: u=2x du=udx=2dx also dx=1du

16

2
=3 [Vudu=4[ 2| =1 gw] = 1(16-4-4.2)=2
i

-
@
|
—

(8) [ A =2t [x Zdx = [2(] J_[J_ J_} 2(4t-2t) = 4t

2t

Merke : Konstante Faktoren des Radikanden kann man isclieren und vor
das Integral ziehen.
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Wurzelfunktionen mit einfacher Substitution

Beispiel 85:
5
7 J5_x dx Substitution: u=5-x, also du=udx=-dx, dx=-du
) J; Umrechnung der Grenzen: x =1 ergibt u=4, x=5 ergbt u=0.
= ca 2T .
=—:[\fadu=_(!u3 du=|—| =[%u u]o =2.4.2=1%

b

Merke:
Vertauschung der Grenzen bewirkt eine Vorzeichenanderung des Integrals |

Substitution: u=2x+4, also du=2dx, dx=Z1du
Umrechnung der Grenzen: x = -2 ergibt u=0, x=6 ergibt u=16.

16 '
~ [Vudu=2 =%[uﬁ];5 ~2(16:4-0)=12
[i | 2
L
24 Substitution: u=4x-1, also du=4dx, dx=1du
(©) J; 4x_1dx Umrechnung der Grenzen: x =1 ergibt u=3, x=2 ergibt u=7.

2] -2 -2
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Verschiedene Integraltypen

. o " or(x)
Die Integraltypen |r(x)-Vax+bdx und |——dx
graltypen [r(x)-{ s
Beispiel 86:
}3w4—xdx
]

1. Methode: Substitution des Radikanden:
u=4-x, du=-dx also dx=-du.
Far die Umwandlung des Faktors 3x 16st man u =4 — x nach x auf:
X=4-u.
Umrechnung der Grenzen:
Ausx—D folgt u =4, aus x =4 folgt u—D

ISX\/ dx__ja (4- uJ_du—j'{12J_ 3uVu)du= [12u2 37 du

)

3 5 N

12——3
I 2 i
L L]

_32 4 '128

=f12-%udﬁ—3-%u2«fq: =8.4.2-£.16-2=32(2-%)

2. Methode Substitution der ganzen Wurzel (giinstiger !!):

4-x = u=4-x = x=4-u°
Nun ist x eine Funktion von u, also hilden wir das Differential von x:
dx =x du=-2udu.
Umrechnung der Grenzen:
Ausx =0 folgt u=2, aus x=4 folgt u=0

4 o F F
j'3x 2~ X dx 1'3{:4_,“12) -u-(—2u du) =—6j[4 -u?ju? du= 6[(4u2 —ut)du
0 2 : ¢

~6[$0 40 ] =6.(2-2)=6.02(1-4)=6.32. 4= 2

Beispiel 87:
4
11
) '[[xf',?x+1

1. Methode: Substitution des Radikanden:
u=2x+1, du=2dx also dx=3du und x=3(u-1)
Umrechnung der Grenzen' Ausx=0 folgt u=1, aus x=4 folgt u=9.

22-L{u-1 af 1 g
B - S =2l fuz-1u? _1 1.2y
_’1" 7 _[J_du Su 2u}du [ 23u- ZSJ_l
=%[5~E—%u~ﬂ]=a[5-3—%9-3]——;| ~3]=3(15-9-5+4) =143
2. Methode: Substitution der ganzen Wurzel {giinstiger !1):

U=v2x+1 = > =2x+1= x=4(u"-1) = dx=u-du
Grenzen: x=0 ergibt u=1 und x=4 ergibt u=23.

j:\!%dxﬂ?z ;{:'2 "y du [(2-4(u 1)) du = [(3-107)




b 4]
Die Integraltypen [kx-vax*+bdx und | KX dx

4 s vax® +b

Beispiel 88:

(12) js'x\ixz —4 dx

3
Kennzeichen dieses Intergrals ist der quadratische Radikand x* - 4,
dessen Ableitung bzw. ein Vielfaches davon als Faktor vor der Wurzel

steht.

Substitution: u=x"-4 = du=u"dx=2xdx
Also ist xdx=Idu

Der Faktor x verschwindet also im neuen Differential du !
Grenzen: x=3 = u=5 x=5 = u=21

%%.[UJJE = 1(21y21-5{5) ~ 28,35

e,
>
>

[
W
B
o
>
Il
f—
=
[
o
==
Il
] -
rafs | =
Il

Beispiel 89:
T dx

(13)
'[[w.r'xz +4
Kennzeichen dieses Intergrals ist der quadratische Radikand x* + 4,
dessen Ableitung bzw. ein Vielfaches davon im Zahler steht.

dx

Substitution: u=x>+4 = du=u"dx=2xdx
Also ist xdx=2du und 4xdx=2du Il

Der Faktor x verschwindet also im neuen Differential du |
Grenzen: x=0 = u=4, x=2 = u=_8

1

Iy
f ax dx:?%duzziu%duzz-%-:4[&]}4@—4-2:3@—3
i) 4 ! QJ
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Integration von Exponentialfunktionen
Einfache Exponentialfunktionen

Die einfachste Methode, sich von der Richtigkeit einer Integration zu iberzeugen, ist die Probe, also die
Umkehrung, die Ableitung der Stammfunktion.

Da man weil}, daf f(x} =e" als Ableitung f'[x:} =e" hat, kann man sofort die
Umkehrung als unbestimmtes Integral aufschreiben:

| Ie*dx:e“+c

Oder: f(x)=e™ = f'(x)=-e"".

f(x)=-e" = f'(x)=e"". Daher folgt:

| Ie"‘dx =—e"+C

Wie geht das allgemein mit einem linearen Exponenten ax+b 7
f{:X]:ea)Hb — f!(x}:ea){—ba
Teilt man nun die Funktion durch die innere Ableitung a des Exponenten, so folgt
f(x}:lea”’b = fl{'x)zeaﬁb
a \

Nun schnell dazu die Umkehrung:

‘ J'eax+bdx _ 1eax—b +C
da

Merksatz:

Beim Integrieren bleibt eine Exponentialfunktion mit einem linearen Exponenten er-
halten, es wird lediglich noch durch die innere Ableitung geteilt.
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Beispiel 90:

(1) [edx=[-e™T =[-e"]-[-e]=e’-e"~1972
dasselbe geht Ubrigens auch mit einer einfachen Substitution zu machen:

Ie““dx =  Substitution: u=1-x also du=-dx und dx=-du

-1
- 3
=—fe“du=|eu] 1 —g’ g
) 1€ |

Das Minuszeichen fiel beim Vertauschen der Grenzen weg.

4 4
(2) J’elz“dx - {25"] —[2e7]-[2¢"|=2¢"-2~1278
o

-

Hier wurde durch die innere Ableitung geteilt, also durch 1, was eine

Multiplikation mit 2 bedeutet. Alle diese Integrale kann man auch durch
eine einfache Substitution berechnen.

2 2 2
(3) J‘e*zxdx:{ie*ﬂ LS I DT
) 2 | T2 72 2

In2

@ [(4-1e)dx=[dx+31e] =4 n2+ 10— 1e’ =In2* +1e"™ 1
0

Ina

denn aus e “ =a folgt e

x4
e x

2 2 2 o -
(5) f 4 ax—4 f e +dx =[4- r;—%]e—w]f = 2[e | = 2e° + 2e? =27 1
1

1

2 1

(6) ” x—1-e 2

RN A

2
dx={%x5 —x—E-E%K} =[2-2+2.¢"]-[2-€"|=2¢e7"-2
0
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Exponentialfunktionen mit erweiterter Substitution
Beispiel 91:

3
(5) J'x-e‘*zdx Substitution: u=-x* = du=-2xdx = x-dx=-ldu

-9 -4 0 i 1—99
=[ (~1)d =_%[ =%[ ] =le’—le* = > ~ 0,50
0 1]
1
(6) J 4:(1 dx Substitution: u=x*=1 du=2x dx also 4xdx=2du
-
; 2dU G’ —-u -u 0 o 1
=£?=2Je du=2/-e"] =2[-e"+e'|=-2+2e~344
In:? ¥
(7) J - 1dx Substitution des ganzen Nenners: u=e" + 1
e +

Daraus folgt du=u'dx =e"dx. Alsoist e dx=dul

2du
JT [Inu] =In3-In2=In2=In15

n4 X
(8) J ze —dx Substitution der Klammer: u=¢e" -1 du=e"dx
a2 (e —1)
3 3 173 3
=[2':i”=2[u-2n:m=2{“—1 =2{_1} -2 -1+1|=f
u 4 -1, u | .3 ) 3
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Integration von Ln-Funktionen
Da die Berechnung der Stammfunktion von f(x) = In x nur mit einer sehr
anspruchsvollen Methode zu erreichen ist, gehen wir den umgekehrten Weg. Wir
kénnen durch Ableiten schnell beweisen, dass F(x)=xInx—-x+ C eine
Stammfunktion von f(x) =In x ist:

F'{x)=1In X+X-0—1=Inx+1-1=In x
‘ X

Daher merken wir uns als weiteres Grundintegral:

jmxdx:xJHX—x+C

bzw.

b
jmxdx:hwnx—ﬂ:

Integration mit einfacher Substitution

Beispiel 92:

;
(1) IIn(E—x) dx Substitution: u=2-x du=-dx also dx=-du

-1

1
—flnudu=[u-|n u—u]? =[3-In3-3]-[1:In1-1]=3In3-2=In27-2~130

Erkldrung: Durch Vertauschung der Grenzen &ndert sich das Vorzeichen, so
dal? das Minuszeichen wieder verschwindet. Weiteristin1=0 und

3INn3=In3=1In27.

1
(2) j'{x 2-In(x+3 ]dx Wir zerlegen das Integral in zwei Integrale und

substituieren im zweiten u=x+ 3, du=dx also dx =du.

1 4
[xdx-zfm udu=[2x*T, -2[u-Inu-uf; =1-2-2(4In4-4)+2(0-1)

-2-8:In4+8-2=5-8.In4

M|_L

2
(3) f2-|n(%x+1]dx Substitution: u=1x+1 = du=1dx = 2dx=4du

Ilnudu 4[u-Inu- u] =4[2In2-2]-4[0-1]=8In2-4~155
1
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Integration mit erweiterter Substitution

Beispiel 93:

5
(4) j'x-ln{'xz—él}dx Substitution: u=x*-4 d.h. du=2xdx also xdx =1du
J 2 .

Lnudx=4[u-Inu-ull' =1[21-In21-21]-1[5-In5-5]

= tn—

1(21-In21-5-In5-16) ~ 19,94
Bei dieser Substitution ist das Merkmal: Das Argument besteht aus einem

quadratischen Term, und davor steht als Faktor ein Vielfaches der Ableitung des
Arguments. Also gelingt es, den Faktor x zusammen mit dx im du verschwinden

zu lassen. Man nennt dies auch ein ,Schlupfintegral®.

2
(9) f4x-|n(x2+4}du Substitution: u=x*+4 du= 2xdx, 4xdx=2du
]

a3
=2f|nudu=2[u-|nu—u]i=2[8|n8—8]—2[4-|n4—4}=

4

_ ( 224 "
2[8-|n 2°—4.In2° —4_)=2-(In 224_"12&_4J=2-‘. In?— ]

=2:In2°-8=In2"-8=32.In2-8~14,18

Wieder ein Schlupfintegral. Die lange LN-Umformung am Ende ist Spielerei und
sollte nur die vielfaltigen Méglichkeiten aufzeigen.
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Integration von Trigonometrischen Funktionen

Einfache Sinus- und Kosinus-Integrale

Wer integrieren will, mult ableiten kénnen. Daher halten wir zunéchst fest:

(sinx)'=cos x und  (cos x)'=-sin x

Die Stammfunktion erhalt man bekanntlich durch ,Aufleiten®. Also folgt:

j'cosxd}-::sin X +C

J*(—sin x)dx =cos x+C also J*sinxdx=—cc:sx+0

Wir merken uns also diese

Grundintegrale:

j'sin Xdx=-cosx+C und Jﬁcosxdx=sinx+c

bzw.
b b

j'sin x dx = —[cos x]: und j'cos x dx =sin x ]2

Beispiel 94:

(1) [2sin/X)ax  Substitution: u=X = du=ldx = dx=2-du
| 2sin{3) 2 2
=4fsinudu=—4[cos u]] =—4(cosm—cos0)=-4(-1-1)=8

Hier ist esuwichtig, die wichtigsten Werte von Sinus und Kosinus im Kopf zu haben:

sinx cosx

0 1

L O
W2 12
W3

1 0

0 -1

Beispiel 95:
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n
6 1_
(2) j'cos(x—g)dx [sinu]? % =sin(%)-sin(-%)=sin(Z)+sin(%)=2
- o —t
s 1
Substitution: Uu=x-% = du=dx
Grenzen: X, =—-% = U, =-2-Z=-1zund X,=2n > u,=2n-£=1In

Wiederholung der Symmetrieeigenschaft von Sinus- und Kosinuskurve

by

Die Sinuskurve ist punktsymmetrisch zum Ursprung:~ sin(-x) = sin x
AsogiltzB: sin(—im)=—-sin($n)
! y H

Die Kosinuskurve ist achsensymmetrisch zur y-Achse: Gos(-X) = cos X
Also gilt zB.
cos(—1n)=cos(Ln)

Diese Symmetrieeigenschaft, trat z.B. in der Rechnung zu (2) auf.

Beispiel 96:

3
=1
2 l'f
(3) [ sin(3+%)dx= 2] sinu du=2[-cosu]; =-2| cosn— cosG =2
_1 0 1)
2
Substitution: u=%+2 = du=1dx = dx=2-du
Grenzen: x,=—2 = u;=—2+2=0und X, =3n = u,=3n+i=n
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Partielle Integration

Da sich viele Stammfunktionen nicht berechnen lassen, haben die Mathematiker
viele Methoden und Tricks ersonnen, um diese Probleme doch noch zu knacken.
Die wohl berlihmteste aller Methoden wird jetzt vorgestellt. Mit ihr erreicht man, daf,
bestimmte komplizierte Integrale in einfachere umgewandelt werden kénnen.

Zu Herleitung benétigen wir die Produktregel der Ableitung:
Aus y=f(u)=u(x)-v(x) folgt y'=f'(x)=u'(x) v(x)+Vv'(x) u(x).
Also folgt dy =y"du=(u'(x) v(x)+v'(x) u(x))dx, kurz dy=(u"v+v"u)dx

Nun gehen wir ganz formal vor und machen das Differential durch das Integral
rickgangig: Yy = [dy = j{;u'v+v'u‘_}dx= [u'v dx + [v'u dx
Daraus folgt: [u'vdx = y—jv'u dx bzw. [u'vdx =[u-v]- |v'u dx

Was wir jetzt rein formal als unbestimmtes Intergral gezaubert haben, spielt sich in
der Praxis beim bestimmten Integral so ab:

Tu‘v dx :[u-v]: —Tv'u dx

Wer diese Formel zum ersten Male sieht, denkt vielleicht an Asterix und Obelix.
Diese Gleichung sieht nicht vertrauenerweckend aus. Man mul ihren Aufbau
verstehen, dann kann man sie anwenden:

Auf der linken Seite steht das zu berechnende schwere Integral.

Der Integrand besteht aus einem Produkt. Den einen Faktor interpretieren wir als
eine Ableitung U’ , den anderen v als eine ,normale” Funktion.

Auf der rechten Seite steht eine Formel, die sich auch u, vund v’
zusammensetzt und ein zweites Integral beinhaltet.

Wenn es gelingt, die Faktoren u’ und v geeignet so zu finden, dass das

auf der rechten Seite entstehende zweite Integral einfacher ist als das gegebene
auf der linken Seite (also leicht berechenbar), dann schafft es diese Formel, ein
kompliziertes Integral in ein einfacheres zu verwandeln |

Es gibt viele Falle. In denen sich diese Formel bewahrt. Diese Gleichung tragt
tbrigens verschiedene Namen: Produktintegration, Partielle Integration sind die
beiden gebrauchlichsten.

Die Anwendungen kommen in erster Linie bei Exponentialfunktionen, LN-Funktionen
und Sinus-Cosinus-Funktionen vor.
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Partielle Integration bei Ln-Funktionen

Beispiel 97:
] by b b
(1) [x-Inxdx Hier die Formel : Ju'vdx=[u-v]. - [v'udx
1 a a
Partielle Integration: 1. Versuch Partielle Integration: 2. Versuch:

(. B [
U'=Inx = u=x-Inx-x U=x — u=zx

.1
v=x = v'=1 v=Ilnx = v'=—
X

Genau wie bei den Exponentialfunktionen testen wir zuerst die beiden Mdéglichkeiten
durch, um diejenige zu entdecken, die zum Ziel fuhrt.

2 e
= x-(x-Inx- x})? = j'(:x Inx—x)dx =?? =[x In xl - j'%x Ldx
1 1
e o
=[%x2 In xl — | % dx
1
—[1x _i2T
Wie man erkennt, fuhrt die erste Methode zu _[2 X"Inx-gx ]1
einem komplizierteren Integral, wéhrend die =le’-ne-1.In1-1e’+1
zweite Methode zum Ziel fihrt. I
=le’+1=3(e"+1)=210

Merke: Bei der partiellen Integration mit LN-Funktionen
behandelt man den LN-Faktor als v und den
ganzrationalen Term als u’:

u'=g(x) = U=.....

v=Inx = V'(x)=—
TX

Wie man sofort sieht, liegt der Grund fir die spezielle Wahl von v darin, dal? eben bei
der LN-Funktion die Ableitung sehr einfach wird (In verschwindet!) wahrend sich die
e-Funktion praktisch nicht verandert, weshalb man dort anderes vorgeht.
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Beispiel 98:

Partielle Integration: u'=x> = u=1x’
EE 11
(2) [x%mxdx v=lnx = v'=—
! X
Z 2
Ez ] 1 = XZ Ez
=[%x3-lnx] —j'—x:" dx=[%x3 In x] —j'—dx=|%x3 Inx—%f]
1 L
13 X T3
5e° +1
=|1e’Ine*-1e® |- 1 In1-}|=2e°-1ef+1=3e+1=
= = 9

Beispiel 99:

4] b
(3) pnxdx=jmmxdx=
a a Partielle Integration: u'=1 = u=x

b _ 1
=[x-|nx]:—j'x-%dx v=Inx =V

a
a

=[)<-In)c]b T1dx=[x-ln x—x}:.

Das nachste Integral ist genauso bertihmt, vor allem dadurch, daf® man es auf zwei
verschiedene Weisen partiell integrieren kann:
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Integrale, die Substitution und partielle Integration verlangen

Beispiel 100:

Das Integral A = fx ‘In(4-x)dx muB einerseits mit partieller Integration
i

berechnet werden, andererseits verlangt das komplizierte Argument (4-x) eine
Vereinfachung durch Substitution.

Es gibt zwei Méglichkeiten, diese beiden Methoden in unterschiedlicher Reihenfolge
anzuwenden.

1. Methode: Zuerst partielle Integration, dann Substitution:

u'=x = u=1x°

v=In(4-x) = v's=

Dies ergibt:

Nun wird in einer Nebenrechnung das neue Integral berechnet:

Substitution; z=x-4 = dz=dx und x=z+4

P 1Z+8z418 16) ., - y
s e |ty i
Zusammengesetzt:

A=[2x*-In(4-x)]

" 1[12°+82+16-Inj2[] =2In1-0-[12° +4z+8InfZ] |

— 1.444-16+8.In4=-8,25-8.1n4~2,84
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2. Methode: Zuerst Substitution, dann partielle Integration,

3

A=J°x-|n(4—x}dx Substitution: z=4-x = x=4-z und dx=-dz

a

1 4
A=—J[4—z}-lnzdz=J[4—z}-|nzdz U=4-z = u=4z-1z2°

4 1 1

] . v=Inz = V'=—
Jetzt partielle Integration: 4
4 4

A‘[ﬁz 122).Inz | - [(4z-12° -1d2_[4z 122).-Inz| - [(4-12)dz
-[(42-22) 2] - [(4212%) Sz = [(42-12) 2] - [(4-22)

1
4

1
=|:[:-:Iz—%22)-|nz]1 —[42—}22]: =
—(16-8)-In4—(1-2)-In1-(16—-4) + (4-1) =8.In4-8,25

Vergleicht man beide Methoden, so féllt auf, dass die zweite klirzer und einfacher ist.
Der Grund ist schnell erkannt: Wenn man zuerst partiell integriert, ergibt das
komplizierte Logarithmus-Argument einen Bruch flr das nachste Integral, der eine
Summe im Nenner hat. Dies bereitst Mihe.

Vereinfacht man dagegen das Argument zuerst durch eine Substitution, wird das
zweite Integral nach der partiellen Integration deutlich einfacher.

MERKE:

Zuerst Vereinfachung durch Substitution,
dann erst partielle Integration!

Beispiel 101:

= Partielle Integration: u'=e" = u=-=e"

v=(x"-4) = v'=2x

-_—[:x ~4)e™ -:2 +2 |::-( .e7dx =
2

" __ —% _ —x%
Weitere partielle Integration: u=e = u=-e
V=X = v'=1

=

- _2 —_
j‘x -e7dx = [—x-e"‘ [+ J edx=|-x-e"*-e”*
2" L

2

Zusammengesetzt;

(

e 1]

K -4) ik = (¢ -4)e [ e xe o] =

- [—e"‘ (x* —4+2x+ 2:]::2 = [—e‘xl[::(2 +2X— 2:]];2 =-e’(-2)+e”? 6=2e"+6e”
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Partialbruchzerlegung

Ein weiteres Integrationsverfahren ist die Partialbruchzerlegung. Sie wird zur Integra-
tion gebrochen rationaler Integranden benotigt. Mit ihrer Hilfe lassen sich alle gebro-
chen rationalen Funktionen integrieren. Diese Einsicht, die um 1799 aufkam, fiihrte zur
Frage nach der Existenz von Nullstellen des Nennerpolynoms und wurde dadurch zu
einem wichtigen Motiv bei der Entwicklung des Fundamentalsatzes der Algebra.

Eine gebrochen rationale Funktion s(x) ist als ein Quotient aus ganzrationalen, stetigen
Funktionen definiert

Ihr Definitionsbereich ist D=\{B}, wobei B die Menge der Nullstellen der Nennerfunk-
tion ist.

Der Definitionsbereich kann aufgefasst werden als Vereinigung von endlich vielen In-
tervallen, in denen die gebrochen rationale Funktionen stetig sind.

Eine Stammfunktion ist folglich vorhanden.

Einfilhrendes Beispiel

Dies ein Verfahren, Funktionsterme von gebrochen rationalen Funktionen so in
einzelne Bruche zu zerlegen, daR sie integriert werden kénnen.

Ich beginne mit einem Beispiel.

2 g
Das Integral j[ 3 +L dx kann so berechnet werden:
AX+2 x-3)
2 s ~\ 2 2
J'J 3 L] ]dx:j e [——dx
AX+2 x-3) X+2 o X=3

Fur jedes Integral fuhrt man dann eine geeignete Substitution durch.

Doch es geht und jetzt nicht um diese verhaltnismagig leichten Berechnungen.
Wenn man in die beiden Bruiche auf den Hauptnenner bringt, entsteht

3 1 3:(Xx=3)+(x+2) 3Ix-9+x+2  4x-7

+ = . = = -
Xx+2 x-3  (x+2)(x-3) X*-x-6  x*-x-6
o % 4x-7
Und nun stelle ich die Aufgabe: Berechnen Sie jmdx !

-1
Stellen wir uns vor, wir wurden die obere Rechnung nicht kennen, wir muften sicher
kapitulieren, weil weder eine Substitution noch gar eine partielle Integration weiter
hilft. Aber eigentlich haben wir die Methode parat. Sie heil3t ,Zerlege den
Integranden is zwei kleinere Brliche, so dal® die obige Rechnung zur Lésung fuhrt®.
Doch wie geht das ? Wir kénnen selbst drauf kommen:
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Zuerst brauchen wir die Nullstellen des Nenners, damit wir diesen in ein Produkt
zweier Linearfaktoren zerlegen kénnen:

_1ix/1+24_1i5_{3

X*-Xx-6=0 > X, =
- 2 2 |2

Also haben wir als erstes erreicht: x> —x -6 =(x-3)(x+2)

Wir mussen dabei die umgekehrten VVorzeichen verwenden, weil gilt:
Xx=3 @ (x-3)=0 und x=-2 © (x+2)=0
Nun wissen wir also schon dieses:
4x -7 A B
5 = +
X“=Xx-6 Xx+2 x-3
Nun bringen wir die rechte Seite wieder auf den Hauptnenner:

-7 A B _ A(x-3)+B(x+2) Ax-3A+Bx+2B (A+B)x+(-3A+2B)
X¥-x-6 x+2 x-3  (x+2)(x-3)  (x=3)(x+2)  (x+2)(x-3)
Wir vergleichen nun die Koeffizienten im Zahler des ersten und letzten Bruches:
Esmuld gelten:. A+B=4 und -3A+2B=-7.

Lést man dieses Gleichungssystem, zum Beispiel indem man B =4 - A in die
zweite Gleichung einsetzt, so erhdlt man A=3 und B=1

Damit haben wir nun die Zerlegung in Partialbriiche und die Integration kann
durchgefihrt werden.

Die Restlésung geschieht wie gesagt durch Substitution des 1. Integrals durch
U=X+2 = du=dx unddes 2. Integralsdurch v=x-3 = dv=dx.

Damit folgt
3 1 ) 23 21 °3 1 4 1
j{X+2+X_s"]dx:_J‘1X+2dx+£ﬁdx:J;adu+£;dv:[3-ln\uu1 +[Inv|T,

=3:In4-3:In1+In1-In4=2-In4 =In16
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Musterbeispiele

Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad Z < Grad N

1:xJ1+24 15 (3

2= 2 |2

x> —x-6=(x-3)(x+2)

a b

Beispiel 102:
2
4x -8
A= [———dx
X" —-X-6
i v i
| |
1 4 |
1 1
o 3 i
1 1 |
i 2 i
1 |
: 1 \ :
i i X
5 -4 3 le 1 0 1 2 :!. 4 5
I 1 I
| |
| |
I B I
| |
\ | |
1. Schritt:  Faktorisierung des Nenners:
Nenner = 0: x*-x-6=0 >
Folgerung:
2. Schritt:  Zerlegung in eine Summe:
Ansatz: ax-8
1. Methode: Koeffizientenvergleich

Berechnung der rechten Seite:

(x—3)(x+2)= X—3 x+2

a b _a(x+2)+b(x—3)_ax+za+bx_3b_(a+b)x+(2a—3b)
X—3 x+2 (x-3)(x+2)  (x=-3)(x+2)  (x-3)(x+2)
- I 4x -8 (a+b)x+(2a-3b)
Also gilt -3)x=2) "~ (x-3)(x+2)

Grundsatz: Zwei gleich grofke Briiche mit gleichem Nenner missen auch den gleichen

Zéhler besitzen. Und weil dieser x enthalt, mlssen alle Koeffizienten gleich sein.

Also fiihrt man einen Koeffizientenvergleich durch:

[a+ b=4]

2a—3b=-8

Aus diesem Gleichungssystem kann man a und b berechnen. Etwa so:

Aus der 1. Gleichung folgt:
Eingesetzt in die 2. Gleichung:

Umgeformt:

Daraus folgt dann:

Ergebnis:

b=4-a
2a-3(4-a)=-8
2a-12+3a=-8
SBa=4 = a=+¢%
b=4-£=18.

4x-8 % L
(x=3)(x+2) x-3 x+2
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Flachenberechnung:

2
A |‘ 4x-8

27 4 1

x—23

—1

Ausfiihrliche Berechnung der Teilintegrale:

T
Iy = [ ——dx
;1}(—3
2
1
I, = dx
2 LK—Q
Zusammengefasst

Substitution:

Umrechnung der Grenzen:
-1

U=x—-3 = du=dx

X=—1 = u=-4un

2 ] L
= Lmdx = Ladu =[Inju[l, =In1-In4 = ~In4

Substitution:

Umrechnung der Grenzen:

:1)(_

Kurzfassung der Integration ochne Substitution:

A

iTLdHuT
5‘.‘{—3 5:1

1
X+2 -

dx =§-|_Ir1|>vt—3|:|f1 + 2.

=0

d x=2 = u=-1

Vv=X+2 = dv=dx

=—1 = v=1Tund x=2 = v=4

I, = T’ 1 Sdx - Hdv =[]’ =In4-In1=In4
1

1, =%-{—|n4}—%-ln4={l—%+‘ﬁ]-ln4=

-2
[In]x + 2|_|_1

A=%(In1-In4)+E (In4-In1)=-%-In4+E£-In4 =2-In4
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Beispiel 103:

A .
1 ———dx
( ) §[X2 _4 (,.'/ , \.\
Nullstellen des Nenners: x* =4 — Xyp =42 _// ] )
Partialbruchzerlegung: ==

4 A B ﬂ \

7 4 + '/ \

X -4 x-2 x+2 {' .\

Rechte Seite auf den Hauptnenner bringen:
A B A(X+2)+B(x-2) Ax+2A+Bx-2B (A+B)x+(2A-2B)

X-2 x+2  (x-2)(x+2) 22 4
Zwischenergebnis: 24 _(A+B) X; (2A-2B)
X —4 x*—4
Koeffizientenvergleich im Zahler:
(1) A+B=0
(2) 2A-2B=4

Aus (1) folgt B =- A. Eingesetztin (2):
2A+2A =4 © 4A=4 o A=1

AlsoB=-1
Ergebnis: 24 __ 1
X*—4 x-2 x+2
Berechnung des IntegraIS'
1 ¢ ¢
A= ———— |dx = —dx dx
J J L X—-2 x+2 I J J;x+2
Substitution des 1. Integrals durch u=x-2 — du_dx
Substitution des 2. Integrals durch v=x+2 = dv=dx
21 ‘1 3:5 15
A=[—du-[—dv=[nu]; -[Inv]; = IN3-In1-In7+In5 =In—==In—-~ 0,762
. U 2V 7 7
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Beispiel 104:

12X +1 .
J . dx
X* +3X

1 2

(2)

Partialbruchzerlegung:

2X+1 _ 2X+1 _é_’_ B 6 4 B = 4
x> +3x  X(x+3) x x+3
Hauptnennerform der rechten Seite: 2

A B _A(X+3)+Bx (A+B)x+3A

x x+3  x(x+3) x* +3x
Zwischenergebnis: 22X+1 :(A+?)’(+3A
X~ +3X X" +3X

Koeffizientenvergleich der Zahler:
A+B=2 (1)
3A=1 (2)

Aus (2) folgt A=+. Setzt mandiesin (1) ein, folgt 1+B=2 = B=3

Ergebnis: =

Substitution beim 2. Integral: U=x+3 = du=dx
4 7
A=%J%dx+%j&du=%[Inx]_‘:+§[lnu]z =1.n4+5.In7-%-In4=5.In7-%In4 ~ 0,462

1 4
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Beispiel 105:

TxE-3
(3) Jan_xdx | ]

Nullstellen des Nenners: 0, 1 und — 1, denn !'
x*—x=x(x"=1)=x(x+1)(x-1) .'

Fartialbruchzerlegung: ; /
Xx* —3 A B C + f

Hauptnennerform der rechien Seite: {1
A B C__A“ _”+Bﬂx U+Cﬂx+ﬂ AX —A+DX —BX+UX +UX

X x+1 x—-1 x(x+1)(x—1) x* —X
2 2

Also folgt: x3—3:(A+B+C}x 3+(—B+C}x—#\
X* — X x° —x

Koeffizientenvergleich der Zahler:

A+B+C=1 (1)
-B+C=0 (2)
-A=-3 (3)
Aus (3) folgt: A =3 . Setzt man dies in (1) ein, folgt

B+C=-2 (4

Addition von (2) und (4) liefert 2=-2 = C=-1
Aus (2) folgt schliefilich BE=C=-1
2 —
Ergebnis:  f(x)= xg 331 1
W=x x x+1 x-1

[ X2 ax-= 3 dx j—dx—j—dx
ﬂ@x -X ha 3x+’l
Substitution fir das 2. Integral:  u=x-1 = du dx

Substitution fur das 3. Integral' V=x+1= dv=dx

P 1
A:S_[;dx— [ —du- | ;du 3[Inx] = [Inu]z, = [Inv] 4,
-3 J_1 J'CT+1
A=3In5-3Iny3 =In4 +In(v3 —1)=IN6+In(v/3 + 1)

Wagen In(+3-1)+In(v3+1)=In(+3-1)(+3+1)=In(3-1)=In2 folgt
A:3-In5—3-|n\f§—|n24+ln2:S-Ini—ln’lzxﬂ,?

Nz)

Berechnung des Integrals: A=
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Hinweis: Wenn man das Verfahren der Rucksubstitution anwendet, dann verlauft

die Rechnung so:
5 4 8

1 1
AzSJL;dX_JJ1LIdU_J:§|_;dU S[Inx] [Inu]ﬁ [Irw]ﬂ,_1
A =3[InxTg ~[In(x=1) ] ~[In(x+1)]; X I s }
nx]z—In(x- n(x+ Nn———— =|lh=
oL g L x=Dx+1) |, L x -1,
A =|n’125 In 33 125 2 125 <07

- =In : =In
24 2 24 3.3 363

Dieses Verfahren ist dann anzuwenden, wenn nur die Stammfunktion, also das
unbestimmte Integral gesucht ist, bei dem man ja ohne Grenzen arbeitet.

Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad Z mindestens Grad N

Beispiel 106:

Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad 2 mindestens Grad N

2 2 _ | i) |
@) [E2ax 11
] . ] - .(;/'III -+ -~ a + + . ll\h +
Jetzt ist der Funktionsterm nicht mehr B e
“echt” gebrochen. Man muf ihn dann IS NS Lz

zuerst so zerlegen:

' |
5=']+5 |

-4 x*-9+5 x*-9
x -9 % -9 -9 x*-9 x? -9 I

Wer dies nicht erkennt, findet die Zerlegung stets Gber eine Polynomdivision:

(x*—4):(x*-9)=1 X2 _ 4 5
—(x- -9 Di ibt fix)= =1+—
{x 5) ies ergi (x) Z_0 +x“‘—9

Nun folgt die Partialbruchzerlegung fir den Restterm:
5 A B AX+3)+B(x- 3} (A+B)x+(3A-3B)
X*-9 x-3 x+3  (x-3)(x+3) X2 -9
Koeffizientenvergleich fur den ersten und letzten Zahler:
A+B=0=B=-A (1)
JA-3B=5 (2)
(1)in (2) liefert 6A=5 = A=Z unddamit B=-%

nlen

cu|en

Ergebnis:

& ___ 5
x2-9 x-3 x+3

Berechnung des Integrals (unter Ausnﬂtzung der Symmetrie der Flache):

Zxi-4 1 5 1 52 1 5% 1
A:;E Z—de 2| |1+E'ﬁ_6mrd _z{d“?!ﬁd _E{?dx
P 571 521 5
= 2X3—§ EU —ElE? V= 4—§[|H‘U|:| —_l |r‘l|‘uﬂ _4—5"15
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Beispiel 107:

1 x* —4x? L .
(5) f(x)= 1 4 Gesucht ist die Stammfunktion F.
Diese Funktion hat eine doppelte Nullstelle bei 0, eine weitere Nullsielle bei 4, dann
zwel Polstellen bei 2 und - 2 (jewells mit Zeichenwechsel), und dies hat die beiden
senkrechten Asymptoten dx =2 und x=-2 zur Folge. Da der Grad des Zahlers
um 1 groRer als der Nenner ist, besitzt das Schaubild eine schiefe Asymptote. lhre

Gleichung y=71x-1 folgt aus der unten gezeigten Polynomdivision.

.“.y

Nun mussen wir diese Vorarbeit leisten:
Zunachst lassen wir den Faktor I einfach weg. Er wird am Ende der Rechnung
wieder erganzt. Zum zweiten fihren wir eine Polynomdivision durch:

(x* —4x*+0x+0):(x* -4)=x-4
—(x* +0x* —4x)
—4%* +4x = f[:x}:l-"x—4+4x:_m;
—(—4x? +0x +16) 41 X" =4 )
+4x-16
1 x—4
oder so: f(X)==Xx-1+—
(x) 4 X° -4
. .  x-4 =% 0 .
Daraus erkennt man die schiefe Asymptote, da |||m -z =|Ilm y x =.—|=+ZII Ist.

K]

Da der Restterm X

2

2 seine Nullstelle bei x = 4 hat, liegt dort auch der Schnittpunkt

zwischen der Kurve und ihrer schiefen Asymptote.
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Nun aber zur Berechnung der Stammfunktion.
, 1% —4x? ( Xx—4 - X—4
FiX)=—|———dx=|| I1x-1+—=—|dx =1x" -
l:x } 4‘[ K2—4 ‘|‘l_4 x‘—-i,J 8
x—4
x-4 A . B A(x+2)+B(x-2) (A+B)x+(2A-2B)
-4 x-2 x+2  (x=2)(x+2) x*—4
Koeffizientenvergleich fur den ersten und letzten Zahler:

Partialbruchzerlegung fur den Restterm

A+B=1 (1)
JA-2B=—4 (2) 12
A-B=-2 (3)

(1) +(3) liefert 2A=-1= A=-1
Eingesetztin (3) -1-B=-2 = B=
X —4 _ T,

x*—4 x-2 x+2

Py

1] ias

1

Damit folgt

Das letzte Integral in (*) lautet daher
Xx—4 C1 1 301 ) 1. 1 3¢ 1
——dx = || ——- —. dx = d —d
Fx“—rrl X ” 2 x—2+2 x+2_,-| X F { X

2

-2 2 %+2

Den Bruch LE substituieren wirmit u=x-2 = du=dx, den Bruch ﬁ mit

Vv=X+2 = dv=dx. Damit folgt:
1:1 3¢ 1
=—|—du+=|—dv=—r.
Slqaurs[ydv=—3
Und nach der Riucksubstitution:

3
In|u|+§ln|v|—C

1 3
=-5 In|x -2| +§In|x+2|—{2

MNun setzten wir dies wieder in die Gleichung (*) ein und erhalten die gesuchie
Stammfunktion:

s 1 3
F(x)=1x"-x 5 In|x —2| 2Ir1|:.{ 2+C
Soll damit eine Flache berechnet werden, dann hangt die weitere Rechnung von der
Lage dieser Flache ab, da wir entscheiden missen, was aus den Betrdgen wird.
Fiur x = 2 darf man beispielsweise alle Betrage weglassen. Dann folgt:

1-In{x—2}+%ln[x+2}—(2:%){2 —x-Inyx=2 +In¥x+2 +C

Fix)=1x"-x—=
(X) =4 -x-3

3
x+2

F(x)=1x"-x+In
Jetzt konnte man z B. die Flache zwischen der Kurve, der x-Achse und der Geraden
x = 6 berechnen. Dazu kann man C =0 wahlen:

+C

8 T
A=[F(x)dx= LRI Lt
T 8 X—-2 l,
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Beispiel 108:

Gesucht ist die Flache zwischen
dem Schaubild K von f,

der schiefen Asymptote und den
Geraden x =4 und x = 8.

Losung:

|
I
]

s
L)
e e e e

\
_
B

1

Methode zur Flachenberechnung:

Man berechnet die Fldche zwischen der Kurve K, der schragen
Asymptote und den Geraden x = 4 und x = 8. Danach
subtrahiert man die Dreiecksflache, die unter der x-Achse liegt.

F 1%5x-8
A= ([f(x)— dx =— d
i[ [x] QLI]] X 24?{2—4 X
Zerlegung des Nenners: x* —4 =(x+4)(x-4)
: _ 5x-8 _a b o
Partialbruchzerlegung: {x—%:",l(x+2_}_x—2+x+2 | -(x—2)(x+2)
5x—8=a-(x+2)+b-(x-2)
x=2 eingesetzt: 5-2]-8-a-([2+2)+b-(-2) = 4a-2 = a-1
x =-2 eingesetzt: 5-—a=a-(+2)+n-(—2} o —4b=-18 < b=%
_ 1 2
Ergebnis: 5:: 8__2 2
-4 x-2 x+2




Fortsetzung der Integration (ausfihriich):

2% -4 2 x+2 )
Ay Ag
B
1. Teilntegral. A, =—[—_dx  Substituion: u=x-2 = du=dx
4, x-2
1% 1 1%1 1 & 1, 1.6 1
A= g = L au = LT =2 ne—in2) = L2 - Lins
‘4;{:-:-2 zlu 7 Lnlull, =7 I=3"3=7
N _ 9% 1 N
2 Teilintegral: A, ==|——dx  Substitutionn v=x+2 = dv=dx
4,%+2
B 10
AE=E|de=E-J'ldv=g-[ln|v|:|m=E-{In1ﬂ—ln5}=E-IHE=E-IHE
4ix+2 4V 3 5 =2 26 23

Zusammengesetzt

A=A;+A;=1n3+2.In%=1424

Integration in Schnelliform (ohne Substitution):

1% 1 9% 1
A=—f——dx+>|——dx

4£x—2 +4£x+2

1 8 1 8
A=T{m“_qL+?{mh+ﬂL
A=1.(n6-In2)+2-(IN10-N6)=1-IN3+2.InL=1.In3+£.Ing = 1424
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen Grad Z < Grad N

Beispiel 109:

Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z < Grad N
X -4x+3 _ (x=N(x=3) _(x=1)(x-3)

X —8x" +16x X(x* —8x+16)  x(x-4)

Gesucht ist die Flache, die K und die x-Achse zwischen 1 und 3 begrenzen.

$1(x)

41

6)  f(x)=

3 1.2
Lésung: A =—_ff{x)dx=tf
Die jetzt erforderliche Partialbruchzerlegung klappt nur mit diesem Ansatz:

x*-4x+3 A B C
T =—_" + z
x(x-4) X %X-4 (x-4)

Warum ? Sagen wir doch einfach — das Ergebnis rechifertigt dieses Mittel.
(Da der inke Zahler 3 Summanden hat, bendfigen wir rechts 3 Briiche mit den
Zahlern A, B und C; sonst ist ein Koeffizientenvergleich nicht maglich!)

Man sollte in einem solchen Fall immer einen vergleichbaren Ansatz machen |
Nun bringen wir die rechte Seite auf einen gemeinsamen Nenner:

A B . C _p.(x_4f+5x{x_4j+cg_At:x2—8x+16}+5{:x2—4x}+Cx
X x-4 {x—4]2 x-{x—aﬂrf x-{x—d}:
X —4x+3 (A+B)x*+(-8BA-4B+C)x+16A

Daraus folgt

x(x—47 x(x—4)
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Koeffizientenvergleich:
A+B=1 (1)
-8A-4B+C=-4 (2)
16A=3 = A=3%
Ain(l): B=1-3=1
ABin(2): -8-2-4.2+C=-+4
—3i-L+C=+4 = C=-4+2=2

13
16

I_4x+3 2B 3
Ergebnis: fo':i_ T -
X(x—4) X X-4 (x-4)
Berechnung des Flacheninhaltes
2 bx?f—4x+3 i B 2
A=-[f(x)dx= Cdx= [ B+ F _dx=
3 X(x—4) A X X=4 (x-4) |
1 1
A =[x [ ok 3] —

Substitution: u=x-4 = du=dx
-3 -3
=iF%d —g{ Idu—% F%du:%l_ln|x|_|;+%[In|u|]:?+%-[—{I:3
oL -1
A=%(0-In3)+8(In3-0)+2({-1)=-&IN3+LIn3+3.(-%)
A=2In3-1=2.In3-1~0,19

Beispiel 110:
L x=1)(x-3)
x) x{x—d'f

Die Flache zwischen
Kurve und x-Achse
Zwischen 1 und 3 ist

Zu berechnen.

Losung:
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Die Flache wird berechnet durch: j
1 X(X- 4]

Information:

Bei diesem Typ erfordert die Partialbruchzerlegung diesen Ansatz

(x—1)(x— 3] a,_ b C 2
X(x— 4} X m+[x—4}2 | -x(x-4)

(x-1)(x-3)= a-[x—d,f +b-x(x—-4)+c-x

x=0 eingesetzt: ([0]-1)([0]-3)=a-([0]-4 }+I:J ]ﬁ[[@ 4)+c 0] = 16a=3 = a=3

\ X=4 eingesetzt ([4]-1)([4]-3)=a-([4]-4 }+b E[E] 4)+c-[4 = 4c=3 = c=3

a

x =5 eingesetzt (51-1)([e]-3) = a-{ﬁ—d} +b -E[E—A,)H: I8
— —=—

Daraus folgt: 8=a+3b+5C
Umgestelit: Sb=8-a-5c=8-1-2=2-1-2-% = b=
X -4x+3 & B =
Ergebnis: f(x) = to_18, 18 )

x{x—4}2 X x-4 [;.(_4}2
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Berechnung des Flacheninhaltes:

- if2 1 2
__j”x j){ 4}C+23dx=1‘ IR [ 4 Q]dx:
X(x—4) 3\ X X4 (x-4)

Substitution: U=X—-4 = du=dx

1
1
A:%J;;dx+‘3j du+3j—d ['”|x|] +‘3[“"'|“|L+3 [

— 3 13 3 2
—ﬁ|n3 +E|n3 +I-(—§}

=
Il
B
.-"'_‘-\
'_
=
w
+
":“
=
(_.C."
C:I
+
T
r--n
n:-
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Nenner mit nur einer doppelten Nullstelle Grad Z> Grad N

Beispiel 111:

Nenner mit mur einer doppelten Nullstelle. Grad Z > Grad N

o
@) ﬂ,x:]zzlx xg
(x+1)

Hier hat der Nenner nur eine doppelte Nullstelle.
Dann ist keine Partialbruchzerlegung erforderlich

Die Substitution u=x+1= x=u-1= dx=du |

65t das Integral:

de—x 24 u—I:—[u—'l]
A== x=|

n[x+1] /
14U—4— (P -3 +3u-1) 3P ay_
[ u (u? . u®+3u '}du:j T 3':;“ 3du
iz 1 3 : .
=~E|.~._LI_3_G_U_2;|M=[_%u —3u—|n|u\—%]1 -4

4 ix)

N

-F [} ) 4

'-|

|

I

|

| [
+9-3+N3+1-3=IN3 =11
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

Beispiel 112:

Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

x* -8 x* -8 410 ‘

8) f(x)= 5 =3
|: :I lll ,:I ){3_3)(.; x.:lllx_g} | | | } 41 | H
Gesucht ist die Flache zwischen der —
Kurve, der x-Achse und den Geraden | ] N \
x=-Tund x =-4: \

-1 ] _ L

A= [X28 ay i \ )
X =3 % | 2 0 ;) >

Zuerst massen wir den Funktionsterm so \I
zerlegen, dal} der ganzrationale Anteil S
herausgezogen wird und ein echter

Bruch (mit Grad Z < Grad N) tbrig bleibt.

Dies geht entweder trickreich so:

x'=8 X -3x*+3x°-8 x*-3x" 3x°-8 _,+3><:—8

f(x)= = . =— —+ —= a
(x) x* —3x? x¥ —3x? x*-3x7 % -3x%° x? —3x*
oder man ermreicht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x* +0x° =8) (x*=3x")=1 2
—(x* —3x?) = f(x)=1+ E‘;x B
I — ) X* —3x°
Ix- -8

MNun mult man fir den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die
dann eingesetzt wird, wenn wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle
auftauchen.

Ix° -8 _A. B . C _ Ax(x-3)+B(x-3)+Cx* (A+C)’+(-3A+B)-3B

x*-3x* x x* x-3 x*(x-3) x*(x-3)
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man dieses Gleichungssystem:
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Bin (2) ergibt 3A=B=% = A=%

Ain (1): C=3-A=3-2=Z&
i 8 4 12
Ergebnis: 3;: Bﬂ —E24 3 . 8
=3 X X x-3
3 & 18
Somit haben wir jetzt fx)=1+ 2+ 2+ 2
X X X-3

Berechnung der Fliache:

-1 3

X" -8
A= -

l x* —3x° _
(Der letzte Term wurde mit Substitution u = x -3 und folgender Rucksubstitution
integriert).

A=-1+4 —%Iﬂj—%ln-ﬂl +i-2+28In4-LIn7=5-%In4+£In+~259
=0

-y " _ s
dx = £|’l +%—%+ x%?: jdx =|_}f;+§ln|}fc|—a—ax—%|r1|}€—3|_l_‘4

I
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Anwendung der Arcustangensfunktion
Grundlagen

1 Grundlagen kompakt |

Die Funktion f{x_} =tanx hat im Definitionsbereich

]
|
i
1 1
Ll |
i i
T T . . 1 1
= |-—:= | eine Umkehrfunktion. / 1S !
D } 5' 9 { S _/: E J y’
Man nennt sie g(x)=arctan x (bzw. g(x) =tan™ x). B e v
.' : : |
Wichtig: Esist arctan 0=0 |' o |'
| e |
TeTTmTT T T T T T T I ———— | # =104 i| ‘
H
-5 4 4 ]
. : 1
lhre Ableitung ist: g'(x) = :
g gl } % +1
Und weil das Schaubild punktsymmetrisch zum Ursprung ist, gilt |arctan (—x)= —arn:tan{x}|
Weiter folgt:
Die Funktion g(x)=arctan x ist eine Stammfunktion der Funktion h(x)= x21 =
+
R b
bzw.: dx=arctan x+C bzw. dx = [arctan x
Ixz +1 !M2 +1 [ ]3
Beispiel 113:
2.2 Anwendungen zur Flaichenberechnung 'fy
- 1 i
B 11: f = 0,5
eispie (x) — N
Die schraffierte Flache berechnet man so: s R P
4
A= [ 21 1dx =[arctan x]; = arctand —arctan0 = arctand = 132582
hx +
Beispiel 2:  (X)=—
X2 +1
3 3
4 1 3 £\
A= dx=4 dx=4-|arctanx|, =4 -(arctan3-arctan(-2 P
:l; x2+.1 _.[2 x2+1 [ ]—2 { [ }} P‘I/ H_\k

=4-(arctan3 +arctan2) = 9,42
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Beispiel 114:

.. 32
Beispiel 3: (%)=
P )=
5
a2
A= X2 +16
0
Anleitung: — 1
3
Damit man hier auf den Zielterm ] kommit,
X+

muss man folgende Umformungen durchfihren:

1. Schritt.  Kirzen durch 16 (Ziel ist im Nenner ,+1* statt ,+16"
"-"~=5f 32 =ﬁf
hx2+1ﬁ X +1
2. Schritt  Substitution: Um den Nenner u’+ 1 zu emeichen, muss u? = ?1‘6 sein.
Also setzt man LI=; = du=%dx und somitist dx=4-du:
5 5 5 54
A= 232 |’ 2 X=[— 2 4du=8- | 21 du
5 X T D1JC2+1 pu* +1 5 U1
)
3. Schritt:  Jetzt kann man die Arcustangensfunktion als Stammfunktion einsetzen:
5 5 5/4 .
= 232 dx = 2 dx = | 22 -4du=8-| | 21 u=5'3-[a:‘:ri:’[azmu]ﬁ'4
X 416 gAxt+1 Ut +1 T o
A=8- ar::tan5 7.7

Denn arctan 0 = 0.
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Beispiel 115:

.. 32
Beispiel 3: (%)=
P )=
5
a2
A= X2 +16
0
Anleitung: — 1
3
Damit man hier auf den Zielterm ] kommit,
X+

muss man folgende Umformungen durchfihren:

1. Schritt.  Kirzen durch 16 (Ziel ist im Nenner ,+1* statt ,+16"
"-"~=5f 32 =ﬁf
hx2+1ﬁ X +1
2. Schritt  Substitution: Um den Nenner u’+ 1 zu emeichen, muss u? = ?1‘6 sein.
Also setzt man LI=; = du=%dx und somitist dx=4-du:
5 5 5 54
A= 232 |’ 2 X=[— 2 4du=8- | 21 du
5 X T D1JC2+1 pu* +1 5 U1
)
3. Schritt:  Jetzt kann man die Arcustangensfunktion als Stammfunktion einsetzen:
5 5 5/4 .
= 232 dx = 2 dx = | 22 -4du=8-| | 21 u=5'3-[a:‘:ri:’[azmu]ﬁ'4
X 416 gAxt+1 Ut +1 T o
A=8- ar::tan5 7.7

Denn arctan 0 = 0.
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Beispiel 116:

Beispiel 5:  f(x)- f;’f] /k
+

I\
Vorbemerkuna: 5 4 3 2 o1 .;.| z 3 4 &
Es ist wichtig, dass man dem Funktionsterm seine Merkmale ansehen kann.
Dazu vergleichen wir die letzten beiden Funktionen: B3: f(x)= 23215 und B4: f(x)= 29:-:9_
X<+ X+

B3 erforderte als Stammfunktion die Funktion arctan x, wegen des x im Zahler reichte” bei B4 die

Funktion In x aus. In B5 liegen beide Falle vorl

Schauen wir uns an, ob eine Substitution ausreicht:

p X +1
Wenn man substituieren will, muss man den Nenner u setzen:
u=x>+1 = du=2x-dx

Jetzt geht es nur weiter, wenn man (wie in B4) gemeinsam ersetzen kann.
Das gelingt aber hier nicht, denn [2 - x)dx =2 -dx—x-dx Iasst sich nicht auf einmal ersetzen.

Daher wird man folgende Methode wahlen:

1

Man zerlegt den Funktionsterm in 2 Briche, der eine flhrt auf arctan x, der andere auf In x:

2
dx_;';x1+'l

Beim 1. TE‘iliI"ItEgI'E] Ziehen wir den Faktor 2 vor das |FIT.EQTE|, das zweite Teilintegral wird
mit u=x?+1 = du=2x-dx — [x dx|= substituiert. Man erhait so:

Jetzt verwendet man die Stammfunktionen: @

-[arctan :-:]IJ . [In|x|]

A= E(arctanz arctanD]——-(lnS—ln'l] E-arctanz—%-lnﬁx'l,ﬂ
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Beispiel 117:

Beispiel 6:  f(x)= 522 — | —
. x*+5

5 4 a3wmma 1 2.3 4 5
1
Methode: <

a) Weil Zahler und Nenner denselben Grad haben, muss man Zuerst den Funktionsterm in einen

ganzen und einen echt gebrochenen Term aufspalten.

Das geht entweder durch einen Umformungstrick:
x*-9 x*+4-4-9 x*+4-13 x°+4 13 13
f(x)= z = z = z =z ] =1-=
X +4 X +4 ¥+4 +d X +4 +4

Oder durch Polynomdivision:

(x*=9): (" +4)=1

~(x" +4) = f(x)=1- 13
— X+ 4
—-13
1.1 BOG EXAKT REELL [ |
Oder mittels CAS-Rechner: - E—
Duflne fix]=X—2
b) Integration: e
) Integration: prapFeacli]] 13
224
3 3 3
A=—2j[1- 13 1dx=—2jdx+2j 13 ox
7 X+ 4 o u)c2+4
2 3
1. Teilintegral: —2[dx = 2-[x];=-2-3=-56
i
N ) T 13
2_ Teilintegral: ZJ' ———dx
X~ +4
) 3131
Kirzen durch4: = 2[———dx
pEX +1
Substitution: Ziel ist der Nenner [u?+1, also muss u? =% werden.
Dies erreicht man mit: u=ix = du=1.dx = [dx]=[2-du]
3 3 3 2
13 13.1 13.1 1
=2 —dx=2[—dx=2[—"[2-du]=13- [ —du
DX +4 pax +1 SaX +1 g U +1

=13- [arctanu]zm =13-arctan 3

Zusammengesetzt:

A=-6+13-arctan 15 = 6,77
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Integralrechnung und ihre 6konomischen Anwendungen

Zu zwei weiteren Fragestellungen, die im Zusammenhang mit 6konomischen Funktio-
nen von einer Verdanderlichen gestellt werden, sollen in dieser Folge die Losungsme-
thoden vorgestellt werden.

Die erste Fragestellung taucht auf, wenn eine Funktion gegeben ist, die die Bedeutung
einer Ableitung hat, deren urspriingliche Funktion aber nicht bekannt ist. Gesucht ist
dann die Funktion, deren Ableitungsfunktion die vorgegebene ist. Zur Beantwortung
bendtigt man die Umkehrung der Differentiation.

Die zweite Fragestellung ist die des Flacheninhalts unter der Kurve einer Funktion f(x).
Dies entspricht der Kumulierung der Werte, welche die Funktion darstellt. Wenn die
Funktion z.B. die Verkaufsmengen eines Produktes liber die Monate eines Jahres dar-
stellt, dann erhadlt man die gesamte Verkaufsmenge eines Jahres durch Kumulierung (=
Addition) der monatlichen Werte. In der graphischen Darstellung der Funktion wird
dies durch die Flache unter der Kurve dargestellt.

Beide Fragestellungen sind miteinander verwandt und werden durch die gleiche Ope-
ration geldst: die Integration, bzw. die Berechnung des Integrals.

Die Umkehrung der Differentiation: das unbestimmte Integral

Zuerst wird die Fragestellung nach der Umkehrung der Differentiation beantwortet. Es
ist also eine Funktion f(x) gegeben, und gesucht wird eine andere Funktion F(x), die
folgenden Zusammenhang erfullt: F'(x) = f(x) .

Definition 34:

Man bezeichnet F als Stammfunktion der gegebenen Funktion f, wenn die erste Ablei-
tung von F die Funktion f ergibt. F'(x)= f(x) .

Da die Ableitungsfunktionen nach den Differentiationsregeln aus Folge 5 berechnet
werden kdénnen, liegt es nahe, das Problem durch ,Probieren” zu l6sen:

Funktion Stammfunktion Ableitung

f:f(x)=2-x F:F(x)=x? F:F'(x)=2-x

f:f(x)=2-x F:F(x)=x*+C F':F'(x)=2-x+0

f:f(x)=0 F:F(xX)=c F:F'(x)=0

f:f(x)=0 F:F(x)=0 F:F'(x)=0

FofGg=x" F:F(x):ixn+l F’:F'(x):i-(n+1)-x”=x”
n+1 n+1

f:f(x)=¢e" F:F(x)=¢e" F':F'(x)=¢e"

Das fuhrt fir einfache Funktionen und bekannte Ableitungen schnell zum Ziel. Es fallt
jedoch auf, dass es mehrere Moglichkeiten fiir die Wahl der Stammfunktion F(x) gibt,
aus der man durch Ableiten die vorgegebene Funktion f(x) erhalt.
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Die Stammfunktionen F(x) zu einer Funktion f(x) unterscheiden sich jeweils um eine
additive Konstante: F'(x)=f(x) = (F(X)+C)' =F'(X)+C'=F'(x)+0= f(x)

Die Umkehrung der Differentiation ist also nicht eindeutig! Jede Funktion hat mehrere,
sogar unendlich viele Stammfunktionen.

Definition 35:

Das unbestimmte Integral entspricht allen Stammfunktionen von f. Man schreibt
F(x)+C=If(x)dx

Dabei ist J das Integralzeichen, f(x) der Integrand, x die Integrationsvariable und die

additive Konstante C die Integrationskonstante.

Okonomische Anwendungen der Integralrechnung

Entsprechend den zwei unterschiedlichen Problemstellungen, die eine Integration als
Losungsweg erfordern, ist die Anwendung der Integration auf dkonomische Fragen
auch zweigeteilt. Die eine Anwendung betrifft die Umkehrung der Differentiation, die
andere die Berechnung einer Flache unter einer Kurve.

Integration zur Umkehrung der Differentiation

Die Integration erlaubt die Umkehrung der Differentiation; also den Schlul vom Grenz-
verhalten einer 6konomischen GrofRe auf die Funktion selbst. Dies kann die Grenzkos-
ten- oder die Grenzumsatzfunktion sein.

Beispiel 118:

Die Kostenfunktion K(x) = 3x% - 2x + 180 mit den Bestandteilen variablen Kosten von
Kv(x) = 3x2 - 2x und Fixkosten in H6he von K¢ = 180 sei unbekannt, aber deren Grenz-
kostenfunktion sei bekannt (z.B. durch Messung): K’(x) = 6x — 2.

Der Versuch, aus dieser Grenzkostenfunktion durch Integration wieder zur Gesamtkos-
tenfunktion zu gelangen, fihrt zu dem Ergebnis:

K(X) :jK'(x)dx:j(Gx—Z)dx:3x2—2x+C =K,(x)+C .
Die Integrationskonstante entspricht den Fixkosten C = K¢, die Integralrechnung kann
diese nicht liefern.

Das Beispiel zeigt, dass aus der Kenntnis der Grenzkostenfunktion allein die Bestim-
mung der Gesamtkostenfunktion mit Hilfe der Integration nicht moglich ist. Zusatzlich
ist es notwendig, die Hohe der Fixkosten zu kennen.

Da in der Umsatzfunktion keine fixen Bestandteile enthalten sind, die bei der Berech-
nung der ersten Ableitung verloren gingen, kann die Gesamtumsatzfunktion U(x) durch
Integration aus der Grenzumsatzfunktion U’(x) ermittelt werden:

U(x) = IU'(X)dX , weil hier immer C = 0.
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Integration zur Berechnung einer Fldche

Die Bestimmung eines Mittelwertes ist mit einer Summation oder Integration verbun-
den.

Eine Maschine produziere ein Produkt mit der Eigenschaft x, deren Werte mit einer
Haufigkeit N(x) auftreten. Die Gesamtanzahl der produzierten Produkte ist dann gege-

ben durch N = IN(x)dx . Die Wahrscheinlichkeit p(x) fir das Auftreten eines Produk-

N() _ N(X)

tionswertes x ist dann p(x) = N

ges j N (x)dx |

Hier wurde allgemein das Integrationsintervall auf die groBten moglichen Werte ge-
setzt. Nicht alle Werte x werden auch tatsachlich produziert werden, fir diese ist N(x)
= p(x) = 0. Daher missen die Integrale nur zwischen dem kleinsten und dem gréRRten
auftretenden Wert x integriert werden.

Den Mittelwert der Eigenschaft x erhdlt man aus dem Integral X = jxp(x)dx .

Beispiel 119:
Die Produktionsmengenverteilung sein gegeben durch N(x)=99.-(1—(x—4)2) fir
xe[3;5] .

Die gesamte Produktionsmenge ist dann:

N =

ges

99- (1 (x—4) hix = 99-?(1—(x2 —8x+16) Jdx =99“5[(—x2 1+ 8x—15)dx =

[ Ry S—

5 5
99. —szdx+j8xdx—j15dx :99-[_—1(53 —33)+§(52 —32)—15-2}:99-5:132
) d 3 2 3

99-(1-(x—-4)*) 3
Dann sind die Wahrscheinlichkeiten P(X)= ( ( ) >=—'<1—(X—4)2).
132 4
Der Mittelwert der Produktion ist
5 3 5 3 5
)‘(:J.x ( —(x-4) )dx_— J.x —Xx* +8x— 15)dX_Z I( x® +8x? —15x)dx_
3 3 3

4

5
E.{_1X4+§X3_E 2} _§{_1 -3+ 8(5 -3% - 15(52_32)}:3@:4
4 3 4| 4 3 2 4 3

Auf einem Markt stellt sich durch Gegentliberstellung von Angebots- und Nachfrage-
funktion ein Gleichgewichtspreis ein, der durch den Schnittpunkt der beiden Funktio-
nen bestimmt ist.

Manche Konsumenten waren aber auch bereit, einen héheren Preis als den Gleichge-
wichtspreis fir das Produkt zu zahlen. Dadurch, daR sie das Produkt zu einem
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niedrigeren Preis erwerben kdnnen, sparen sie einen bestimmten Betrag, der Konsum-
enterente genannt wird.

Ebenso waren auch einige Produzenten bereit, das Produkt zu einem niedrigeren Preis
zu verauBBern. Sie erzielen durch den Gleichgewichtspreis eine Mehreinnahme, die Pro-
duzentenrente.

Beispiel 120:
Die Nachfrage nach einem bestimmten Gut ergibt sich aus der Nachfragefunktion:
1
=200 —=x .
P 2
Die Angebotsfunktion lautet: p= %x+50 .

Durch Gleichsetzen der Geradengleichungen ergibt sich der Schnittpunkt, der Gleich-

gewichtspreis und -menge angibt: p, =200 —%xg :%xg +50 .

Dies tritt bei einer abgesetzten Menge xg = 120 und einem Preis von pg = 140 ein. Dann
gleichen sich Angebot und Nachfrage aus.

Einige der Kaufer waren aber auch bei einem hdheren Preis zum Kauf des Produktes
bereit; bis zu einem Maximalpreis von 200 kdnnte ein zusatzlicher Umsatz erzielt wer-
den.

Die Kaufer sparen also einen Betrag, die Konsumentenrente, die der Flache A in der
Abbildung entspricht.

Auf der anderen Marktseite waren auch einige Produzenten bereit, ihre Produkte zu
einem niedrigeren Preis zu verkaufen. Bis zu einem Minimalpreis von 50 finden sich
angebotene Giter. Die Anbieter erzielen Mehreinnahmen, die Produzentenrente, in
Hohe der Flache B.

2504
p

Pg

0 50 100 150 200 250 300
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Die Bestimmung der Flachen in diesem Beispiel sowohl durch geometrische Berechnun-
gen als auch durch Integration moglich, bei nichtlinearen Funktionen wird die Integral-

rechnung bendtigt.
1 1
A:?(ZOO LR =E-(60)-120 = 3600

%g 120
A= I(ZOO—%xjdx— Py %, =[200x—%x2} ~140-120 = 3600
0

0

B:%-(pg -50)- %, =%-(90)-120 =5400
120 3 3 120
B=p, X, — _f (—x+50)dx=120-140—[—x2+50x} =5.400
o\ 4 8 0
Hierbei entspricht pgxg; dem Rechteck, das durch xg und pg begrenzt wird. Dieses gibt
den erzielten Umsatz an.

Die Integration als Losungsweg fiir beide Fragestellungen vervollstandigt das Hand-
werkszeug der Differential- und Integralrechnung zur Untersuchung von Funktionen in
Abhdngigkeit von einer unabhangigen Variablen. Diese Methoden werden erweitert auf
mehrere unabhangige Variablen.
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Anwendungen zur Integralrechnung

Einfuhrung

Durch Rotation des Graphen einer konstanten Funktion x — ¢ um die x-Achse entsteht
ein Zylinder.

Durch Rotation des Graphen einer der Funktion x —» mx um die x-Achse entsteht ein
Kegel.

Durch Rotation eines Halbkreises, also des Graphen der Funktion x—>\}r2—x2 um die
x-Achse entsteht eine Kugel.

Durch Rotation des Graphen einer Funktion um die x-Achse entstehen also Rotations-
korper. (Zylinder, Kegel und Kugel) .

Unser Ziel ist es nun, eine Formel fiir das Volumen von beliebigen Rotationskérpern zu
gewinnen.

Dazu folgende Beispiele mit ihren Losungen:

a) Der Graph einer konstanten Funktion x—>c tiber dem Intervall [a; b] mit ¢c>0 rotiert
um die x-Achse. Bestimme das Volumen fiir den Rotationskorper (Zylinder).

b) Der Graph einer stetigen Funktion f mit f(x)>0 rotiert um die x-Achse. Dabei entsteht
ein Rotationskdrper. Gesucht ist auch hier das Volumen V dieses Kdrpers zwischen den
Stellen a und b. Gib nun eine endgultige Formel an.

Losung:

a) Bei der Rotation des Graphen um die x-Achse entsteht ein Zylinder. Seine Hohe ist
b-a, sein Radius c. (siehe Zeichnung)

Das Volumen V des Zylinders betrdgt demnach V =zc2e(b—a).

b) Grundgedanke der Losung
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Wir teilen das Intervall [a; b] in n gleich
lange Teilintervalle und betrachten die ein-
beschriebenen und umbeschriebenen
Treppenfiguren aus Rechtecken. Diese las-
sen wir ebenfalls um die x-Achse rotieren.
Dadurch entsteht fir den Rotationskorper
ein einbeschriebener und ein umbeschrie-
bener Treppenkdrper aus Zylindern. (Ahn-
lich wie wir im Teil | auf das Integral ge-
kommen sind.)

Es sei S, das Volumen des einbeschriebe-

nen Treppenkdrpers aus Zylindern und S_n das Volumen des umbeschriebenen Trep-
penkdrpers aus Zylindern.

Dann gilt flr das gesuchte Volumen V:

S, <V<S,

Lassen wir die Anzahl n der Teilintervalle (iber alle Grenzen wachsen, so ndhern sich S,

und S, immer mehr dem gesuchten Volumen V an.
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Grundlagen

Zunachst sei f die gegebene Randfunktion. Q—f
Diese begrenzt mit der x-Achse ein krummliniges p
Trapez. Dieses soll um die x-Achse rotieren.

Dabei entsteht ein Korper, dessen Schnittflache
mit der x-y-Ebene rechts abgebildet ist.

Dort allerdings heiltt die x-Achse schon wieder t-Achse, Il

Y-

denn wir brauchen fur ein brauchbares Ergebnis
einen variablen rechten Rand, den wir x nennen.
Den linken Rand setzen wir bel a an. ' ¥+ AX

Das vom Bogen AP oben begrenzte Kru-Li-Trap
rotiere nun um die x-Achse und erzeuge dabei einen
Drehkorper vom Inhalt Va(X).

Jetzt verschieben wir den Punkt P um die Strecke
AX nach rechts bis Q. Damit vergroBert sich auch der
Rotationskorper und hat nun das neue Volumen V, (X + AX).

Durch diese Verschiebung um Ax hat sich das Volumen natarlich auch vergréltert, und zwar um das
Stuck AV . Dieser Volumenzuwachs ist in der Abbildung {im Querschnitt) rot schraffiert.
Fdr den Volumenzuwachs gilt: AV =V_(x+ Ax)-V_(x).

Diesen Volumenzuwachs schatzen wir nun durch zwei zylindrische Kdrper ab.

Die in der Abbildung von P aus nach rechts gehende horizontale Strecke der Lange
Ax  begrenzt ein Rechteck der Breite Ax und der H6he f(x) =yp . Bei der
Rotation um die x-Achse entsteht daraus ein Zylinder, der innerhalb unseres
Volumens AV liegt. Andererseits entdecken wir eine horizontale Strecke derselben
Lange Ax, die vom Q aus nach links geht. Dazu gehort ein Rechteck mit der Héhe
Yo = f(Xx+Ax). Und bei Rotation wird daraus ein grézerer Zylinder, der seinerseits

das Volumen AV beinhaltet.
Es gilt also: Inneres Zylindervolumen < AV < AuReres Zylindervolumen

Diese beiden Zylinder haben als Radius des Grundkreises die y-Koordinate von P
bzw. Q und Ax ist die Zylinderhéhe:

Ty - AX < AV < my - AX
bzw. n-f(x)z-.ﬁx«iav{n-f(x+£-.x]2-ﬂx

Division durch Ax liefert: n-f[x)2<i—v<n-f(x+,ﬁ}(]z (1)
X
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Nun sollte man die lange Einfihrung in die Flachenberechnung mittels Integral lesen (Dater Nr. 48 112
— Flachenberechnung 2 Seite 23 — 25). Dort wurde der Hauptsatz uber die Flachenberechnung mit
Integral bewiesen. Jetzt geht es ganz analog um die Volumenberechnung mit Integral. Und die Schritte
gleichen sich sehr! Genau wie damals praktizieren wir jetzt die Methode  Entstehung aus der Null®

Wir machen jetzt unsere VolumenvergréRerung wieder riickgangig:
Q rlckt wieder nach P, wahrend Ax — 0 geht.
Dann wird natirlich auch f(x+Ax)—f(x) gehen. Wenn man sich daraufhin die

Doppelungleichung (1) ansieht, dann passiert dort folgendes:

n-f(x]z{%{n-f(x+ﬂx)z (1)

1. Dielinke Seite =-f(x)* &ndert sich nicht.
2. Dierechte Seite m-f(x+Ax)® wirdzu =-f(x)*, also wird rechts gleich links.

3. Zwischen beiden Seiten eingeschlossen ist der Bruch ‘i—v, der zum
X

unbestimmten Ausdruck % wird. Da wir seinen wahren Wert bei diesem

Verschwindungsprozelt noch nicht kennen, schreiben wir ihn als Grenzwert
an: lim ﬁ. Nun wissen wir ja, was im Zahler wirklich steht:
Ax—0 AX
AV =V, (x+ Ax)—V,(x). Damit lautet der Grenzwert:
lim Va(x+.ﬁ.x)—\.fa(x}.
A—0 AX

Nun ist Wissen gefragt: Dieser Grenzwert stellt die Ableitung der Volumenfunktion
Va(x) dar:  fimaXEAN TV

A0 Ax
Und nun ddrfen wir nicht aus den Augen verlieren, was bei der Zurlckschiebung von
Q nach P mit diesem Bruch bzw. seinem Grenzwert passiert: Da er stets zwischen
dem linken Wert und dem rechten Wert eingeschlossen ist, und da diese ferner flr
Ax — 0 gleich werden, muf auch der eingeschlossene Wert genauso groll werden.

Wir erhalten demnach als Ergebnis
V,'(x) = n-f(x)*
Und wir missen nochmals nachdenken: f[x) war der Zylinderradius an der Stelle x,

dann ist -:uz-f[)()2 =g(x) die Kreisfliche des Querschnitts an dieser Stelle.
Wir haben also nun endlich das Ergebnis:

Also kénnen wir aus der Querschnittsfunktian die Volumenfunktion berechnen:
)=[a(x)dx=Q(x)+C (4)
wobei mit C die Integrationskonstante gemeint ist.
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Aus drei Zeilen Uberlegung finden wir heraus, wie groR C sein muR:
Dazu missen wir wissen, was wir suchen: Wir suchen das Yolumen des
Drehkdérpers, der bei a beginnt und bei b endet
Dazu muissen wir wissen, was die Volumen-
Funktion fUrx =a und fur x=Db liefert:

Ty

V, (b] = Q(b]+C (5)

V,(a)=Q(a)+C
Ein Drehkdrper, dessen linker und rechter Rand
zusammenféllt, hat das Volumen 0, also folgt

V,(a)=Q(a)+C=0 = C=-Q(a).
Damit erhalten wir aus (5):

Vv, {b] = Q(b]—Q{a] .
Nun verwenden wir die Schreibweise des
bestimmten Integrals:

Wir berechnen zur Querschnittsfliche zuerst die Stammfunktion Q(x) und setzen
dann ein:

b
b
V, (b)= fq(x)dx: [Q(x)]. =Q(b)-Q(a) (8)
Wir gehen noch einen Schritt zurlick: Die Querschnittsfunktion ist die Kreisflache an
der Stelle x. Diese wird berechnetals q(x)=nr®==-f(x)".
Ergebnis:

Das Volumen eines Rotationskdrpers um die x-Achse wird berechnet
durch folgendes Integral:

V ()= iq(x]dx = ::z]:f()c)2 dx

Rotationsvolumen um die x-Achse

Definition 36:

Die Funktion f sei stetig tiber dem Intervall [a; b]. Ihr Graph rotiere (iber dem Intervall
[a; b] um die x-Achse. Dann gilt fiir das Volumen V des entstehenden Kérpers

v =j';ro(f(x))2dx
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Anwendungsaufgaben zur Rotation um die x-Achse

Beispiel 121:

Randfunktion: f(x)=x"+1

Krummliniges Trapez von x = 1 bis x = 2.
Rotation um die x-Achse:

Pl

2
=jx+1 ) dx=n (x* +2x% +1)dx =
1

¥yx

V=m [E‘ +2X +x] —‘T|:3“+16+2] ﬂ[5+ +1] \
Vo (et n SRR
Beispiel 122:

(2) Gerade y=3x+2 fir x=-3 bisx=2
begrenzt zusammen mit der x-Achse und der
Geraden x =2 ein Dreieck, das bei Drehung

um die x-Achse zu einem Kegel wird. /
Berechne dessen Volumen.

2

2 3
1.Lesung:  V=nf(3x+2) dx=x[(£x°+ix+4)dx=n|[£x +$x+4x

P(h{r)

-3 -3
V=rn[8+%+8]-n|-%£27+4.9-12 =1 32+144+324
- T 2?

2. Lésung: Die Formel fur das Kegelvolumen lautet: V=1mr-
wobei der Radius r=f(2)=4+2=1 istund h=2-(-3)=5
Es folgt: V=2-n-10.5=0g,

(3) Wir wollen diese Volumenformel herleiten: !

Wir legen die Kegelspitze in den Ursprung und

verwenden den EndpunktP (hir).

Dann erhalt die Usprungsgerade die Steigung

m _4y_r und die Gerade die Gleichung vy Iy

AX h h

Volumen des Drehkodrpers:

h o 2 h 2 2 h
V=nj[£){] dx=-nj‘r—2x2dx=n[r—?-lxﬂ L
h ‘h w33
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Beispiel 123:

Die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse werde um die x-Achse
gedreht. Zeichne die zu drehende Flache und berechne das Volumen des entstehenden

Rotationskorpers.

fx) = —%x3 + x?

Losung:

1
f(X)=—=x3+x2
(x) 3
0:—1x3+x2:x2(—1x+1)
3 3
X=0vx=3
to1 1l 2
V:ﬂoj(——x3+x2)2dx=ﬂoj(—x6——x5+x4)dx
5 3 5 9 3

F(x):ix7—1x6+1x5
63 9 5

3

% =7zo_z(%x6—§x5+x4)dx=7ro[613)(7_;X6+éx5]0

—re( 03 —Se3 4 e3)=(342-81+48,6)e 7 =7,27
63 9 5 7

Durch Rotation der Graphen der Funktionen f(x)=+10x+40 und g(x)=+15x—75
Uber den Intervallen [0; 20] bzw. [5; 20] um die x-Achse entsteht ein schalenférmiger
Korper, dessen Volumen zu berechnen ist.

Losung:

f(x) =/10x+40
g(x) =15x-75

20 20 2 2 K2
V =7 e (] (10x+40)dx - [ (15x—75)dx) =7r-((10-%+40-20)—(15-(%—5?)—75-15))
0 5

=7 ¢(2800-1687,5) = 7 #1112,5=3495,02
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Beispiel 124:

(4) Genauso kénnen wir das Volumen einer Kugel berechnen.

Dazu stellen wir einen Halbkreis als Funktion dar.
Aus der Kreisgleichung x*+y* =r? folgt die

obere Halbkreisfunktion: y=+/r" —x* .

Wir drehen nun einen Viertelskreis um die x-Achse und
verdoppeln das Ergebnis:

V=2 -nj(drz -x2 )2 dx = Eatj'(r2 ~x?)dx =2n[*x - $x* ]
0 o]

V=2ﬂ[r3—%r3]=2n-=§r3=%rrr3 r
Beispiel 125:
(7) f(x)= 24J9-x ¥ o
Das Schaubild und die x-Achse begrenzen eine 2 .l
Flache, diese dreht man um die x-Achse. A
Berechne das Volumen des Rotationskérpers | 3 : 3 g
9 2
V=n[(ix-8-x) dx=1 n[x (9-x)dx = x[(9x* —x*)dx = £x[ 3x 3—71:(4]2
2\
=%n[3-93—%-94]=§ﬂ-93-(:3—§] 81n-2=2371~191 (VE).
Beispiel 126:

(8)  f(x)=x*—5x+1 A7 /
Die Parabel und die Gerade y =1 begrenzen ein .
Parabelsegment. Dreht man dieses um die Gerade \ / X
g: y=1 , entsteht ein Drehkérper. Berechne 0 >
dessen Volumen. A+
Da wir nur um die x-Achse drehen kénnen, |
verschieben wir dieses Segment um 1 nach unten. at
Damit erhélt die Parabel diese Gleichung:

g(x)=x* - 5x. Bl
Nun drehen wir um die x-Achse: o1

3 2
V=n£(x2—5x}2dx =ﬂJ[;(x“—10}(3+25x2)dx=ﬂ[gx5—%x“+%x3]z

V=n(5"-15"+%.5")=n-5(1-1+2)=625n 50 =625 1. 2= £ 1 ~ 4254
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Beispiel 127:
Bestimme die Gleichung der Tangente mit dem Berlhrpunkt P(3; f(3)) an den Graphen

von f(x) :%\IZS—XZ .

Durch Rotation des Graphen von f und der Tangente um die x-Achse entsteht ein strom-
linienformiger Kérper. Berechne sein Volumen.

Losung:

P(3,2); f (x) =%m

X t@=m= o=

f'(X) = ———m
) 225 —x2 2e4 8

3
m=—-——;P(3;2
g P2

y=mx+b
2=—g+b
8

b=3i_2°
8 8
3 25
t(X)=—=+—
()=-2+3

b)
Nullstellenberechnung :

ozgx/zs—xz

0=25-x?
X=+-5
0:_§+§
8 8
25
3

X

25
3

3
Vv =7z-j1(25-x2)dx+mj(-§+§)zdx
54 ) 8 8

V =7e37,3+77,3=139,63

170-267



Beispiel 128:

(8)  Eine Flache wird von einem Parabelbogen
der Funktion f(x)=-x*+4 und einer i

Geraden der Funktion g(x)=-4x+1

begrenzt.

Bei Drehung dieser Flache um die x-Achse entsteht I
ein Kérper, der einen Hohlraum hat. Berechne sein S, ft

Volumen. |
Nun kann man nicht wie bei Flachen die Formel ~d
“obere Kurve minus untere Kurve“ nehmen, man | | S; X
mufd vielmehr die zwei Drehkérpervolumen 0 ) 2
berechnen und dann subtrahieren:

1. Schritt: Schnittpunkte berechnen:
X +4=-Ix+1 & x*-1x-3=0 © 2x*-x-6=0

1+J1+48 1+7 [ 2
X1.2: 4 = 4 = .

2

2. Schritt: Drehung des Parabelbogens:
2 2
V, = nI(:4—x2]2 dx = nI(:16—8x2 +x*)dx =7[16x - £x° +§x5]:

V, = K|:32—6—;+%]—n|:—24+9_&

532

3. Schritt: Drehung der Strecke $1S; um die x-Achse (ergibt einen Kegel).
Jetzt kann man mit Intergal arbeiten oder mit der Kegelformel:

2
A
2—]'[

V,=3m- (%} '%
4 Schritt: Subtraktion:

_ _ f b4 32 243 343 % _ 2401
V=V, -V, =n(32-F+=+15 -5 5% )=S0
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Beispiel 129:
x f
(9) f(x)=x-e 4
Die Flache zwischen K, der x-Achse und x = 4 \\
rotiere um die x-Achse. A N
I \

4 4
2 .
V=n[(x-e““) dx=-rcjx2-e2 24 X | .
o a

. . u1=ez—2x — u=-21 ez 2%
1. Partielle Integration: X
v=x" = v'=2x
4 v 22x _ 1 22X
-2x 4 — . . = = u=-le
V =nf-1x%e* ] +m[x-e*dx 2. Partielle Integration: . 2
5 w=x = w'=1
4
r 22, [ 14 o LT - N5 R R 2-2x 1 .2-2%
[x-edx=[-1x-e**] +3[e*¥dx=[-1x-e* ] +3.[-3e™ ]
]
Zusammengesetzt
4
_ 1 2 2-2x 1 2-2x 2—21
V=n|-1x% ]m[ X-e }+2n[ ],

V=n[—%ez‘2“(x +x+i)]:
V=n[-1e®(16+4+1)]|-n[-1e*-(})]= (1’ -4e?)x

Zusatzaufgabe:
Man verschiebt den rechten Rand der Flache gegen Unendlich. Besitzt dann der
Rotationskérper ein endliches Volumen ? Man ersetzt dazu x =4 durch x=r:

V(r)= n[—%ez‘zx (x*+x +%)];

V(r)= -n[—%ez‘zr (r2 +r +%H—-n[—%e
Wir missen nun mit der Regel von de L'Hospital diesen Grenzwert berechnen
ir+d o 2re1 2
2 = = =
lim 5.7 Lnl 1o 0

lim(r® +r+1).-e** =lim
r—)ac( ] rem ezrz rse2.a

v =limV(r )=1ne?

(3] (17 -4(rer4d) o) m

2r-2

Also gilt:
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Beispiel 130:

(6)

Die Schaubilder der Funktionen
f(x)=-x*+4x+4, g(x)=x*-4x+4 (rechts)

begrenzen eine Flache, die sich um die x-Achse dreht.
Berechne das Volumen des Rotationskdrpers. Die
Schnittstellen sind X4 =0 und xy; =4

Das Volumen:

V =

Jhy

rrjlif()()2 dx —n]‘g(x)2 dx = nj‘[(:—xz +-4><+4)2 - (x? —4x+4)1dx;

<
I

Achtung: (a+b+c)’ =a?+b?+c?+2ab+2ac+2bc

[(x“ +16x% +16 —8x° —8x? +32x)—[:x“ +16x% +16 —8x° + 8x? —32x)]dx

(-16X* +64x)dx = [~ 2% + 32x2]: = n(—15.64+32-16)

no(-1-20.2°42%.24)=2% 1. (-2 +1) =221 2 536(VE)
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Rotationsvolumen um die y-Achse

Herleitung der Formel:

Wir gehen aus von der Parabelfunktion f mit
f(x)=x"+2. Die Parabel begrenzt zusammen mit

der y-Achse und der Geradeny =5 eine Flache.
Diese soll um die y-Achse gedreht werden.

Nun arbeiten wir mit einem Trick. Wir spiegeln die Flache
an der 1. Winkelhalbierenden mit der Gleichung y = x.
Dann entsteht aus f die Umkehrfunktion g:

f: y= x> 42 Vertauschenvon xundy: x= y2 +2 bzw. y2 =x-2.

Darin stecken nun zwei Funktionen: Die Funktion g(x)=+/x—-2 stellt die obere
Halbparabel dar, die andere h(x] =—/x -2 die untere Halbparabel.
Ja, und jetzt drehen wir einfach die gespiegelte Flache um die x-Achse:

_ﬂj ) dx = TJ(x 2)dx =n[4x°~2x]. =n[Z-10]-n[2-4] = ¢
Umstandllch ? Natlrlich ! Bei dieser Spiegelung wird doch x mit y vertauscht.
Dies taten wir an der Kurvengleichung. Und jetzt der geniale Einfall eines nicht
bekannten Mathematikers: Es ist doch eigentlich egal, wo wir x und y vertauschen.
Warum tun wir es dann nicht in der VVolumenformel ?

Xy ¥a
Dann wird aus V, = [y*dx = V, ==|xd

*q ¥
Aber bitte konsequent sein: Wir miissen die Kurvengleichung nach x° auflésen, dann
ist y die Funktionsvariable, und die Grenzen sind jetzt die y-Koordinaten der
Randpunkte:

Testen wir es an unserer gegebenen Flache: Hierwar y = x> +2, also x* = y-2.
Und die Randpunkte sind A (012) und B (J§|5)

y=5

=T | y — 2]dy—n[ y? Zﬂ

rz
Man sieht durch Vergleichen, dalt diese Rechnung identisch ablauft, abgesehen von
der Variablen y statt x. Y

Beispiel 2. /
Wir verwenden den Parabelbogen der Funktion

=./X—2 von 2 bis 5 und lassen nun das

krummlinige Trapez, das zur y-Achse hin reicht, um die y-Achse drehen.
Dann entsteht ein Rotationskfjrper mit diesem Volumen:

Zuerst missen wir y =+/x— nachxauflfjsen' y'=x-2 = x=y +2. Dann:

r-JIf-l:|

i

L E

5
_n|xdy_nj(y +2) ) dy = 1[ y* +4y*+4)dy =n[Ly* +4y +4y] —.=£ax

¥

Die Grenze +/3 ist die y-Koordinate des rechten Endpunktes |
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Definition 37:

Das Yolumen bei Drehung um die x-Achse erhalt man durch

V, = nT y? dx

Das Volumen bei Drehung um die y-Achse erhélt man durch

V, = nT x* dy

¥

Dazu muf man die Funktionsgleichung y =f(x) nach x> auflésen.
Die Integrationsgrenzen sind die y-Koordinaten der Randpunkte

Anwendungsaufgaben zur Rotation um die y-Achse

Beispiel 131:

Weitere Beispiele:

(3) f[x)=% Der Kurvenbogen von A(4]4) bis B(Z]2)

begrenzt zusammen mit der y-Achse und den Geraden
Xx=2und x =4 ein Kru-Li-Trap.

Welches Volumen hat der Rotationskdrper, der durch
Drehung um die y-Achse entsteht ?

},»'=1:>>(=i ALSO
X y
1}“ (1 1) 1

4 4
vyZﬂi'deyZTEj%dy:ﬂ-[—g zﬂ-t—Z+EJ=E-}I
2 2

Beispiel 132:

S
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(4) Nebenstehende Fléche wird begrenzt von 4
einem Kreisbogen um den Ursprung mit
Radius 5 und den Geradenx =6,y =0 und
y = 4. Diese Flache erzeugt bei Rotation um
die y-Achse einen Kdrper in Form eines 1 \
Ringes. Berechne sein Volumen.

Q 1 2 3 4 5

Hierzu erzeugen wir zunéchst einen Zylinder mit dem Radius 6 und der Hohe 4.
Sein Volumen ist V,, =nr’h=n-36-4 =144x,

. . s . ¥
Dann lassen wir die Innenfldche rotieren und erzeugen

eine Scheibe aus einer Kugel: :
Die Kreisgleichung ist x? + y* = 25,
daraus folgt x° =25 —y* und :

4
Vi =n[(25-y?)dy =n[25y——;3.r3]: — x[100- 8] =2

0

Durch Subtraktion folgt: V=V, -V, =144n - Zn=18n.

Beispiel 133:
(5)  f(x)=—2x+3x y
Der Parabelbogen SB erzeugt zur y-Achse hin ein 9 (3 14.5)
krummliniges Trapez. Dieses soll um die y-Achse ‘
rotieren. Wir suchen das Volumen.
¥z ¥
Die Formel V, =-nj x’dy nitzt uns jetzt gar nichts. i
v |
Es gelingt ndmlich nicht so ohne weiteres, die 0 - 3 4 GB .
Kurvengleichung nach x aufzuldsen.

Daher man sich daran erinnern, dal es ja die Maglichkeit gibt, bei einer Substitution
auf eine andere Variable umzurechnen. Und dort haben wir die Formel dy =y’ dx.
Setzen wir die ein, dann folgt:

V, = njgxﬁdy S nT X% y'dx
v ,(.

Jetzt aber kommt ein Problem mit den Grenzen.
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Endet das Integral mit dy, dann sind die y-Koordinaten in Richtung
der y-Achse einzusetzen, also unten die kleinere Zahl, das ist

yg =0, und oben die groRere, das ist ys = 4,5.

Bei der gezeigten Umrechnung auf x als Integrationsvariable darf
man nicht einfach unten die kleinere x-Koordinate hinschreiben!
Wir mussen die zugehorigen x-Koordinaten verwenden :

y5=4r5 XS=3
V,=m J‘ x2dy = J X2y dx
¥g=0 Xg=6

So, und nun wird eingesetzt: Da jetzt x die Integrationsvariable ist, bleibt x* als
Faktor stehen, aber y'=f'(x)=-x+3 muB ersetzt werden:

ys=45 xg5=3 3
= j x2dy = nj x2.y'dx = wjx x+3)dx:nj(—x3+3x2)dx:
¥s=0 xg=b6 6

=] —4x* +x] =n[-8+27+324-216]=%271~360,5 (VE).
Merke:

Definition 38:

LafRt sich die Randkurvengleichung nicht nach x> auflssen, verwendet
man flir das Volumen bei Drehung um die y-Achse:

V, :nszdy::r:sz‘y'dx

Grenzen des 1. Integrals: die kleinere y-Koordinate steht unten.
Grenzen des 2. Integrals: die zugehdrigen x-Koordinaten verwenden
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Erzeugung eines Ringes.

- ; , =
Wir verwenden dieselbe Funktion wie zuvor: .
y=f(x)=—1x"+3x
Jetzt aber wollen wir das eingefarbte Parabelsegment
Um die y-Achse drehen und somit eine Art Ring erzeugen. *
Wir fiihren eine Formel-Rechnung durch. A - .1 B;
1. Schritt: Wir erzeugen den Drehkérper aus (5) und dbernehmen von Seite 10:
3"5=4,5 XS=3
V,=n [ x’dy = [ x?-y'dx
yg=0 v =6

2. Schritt. Nun drehen wir das krummlinige Dreieck, das vom Bogen AS, der y-Achse
und der Geraden y =45 begrenzt wird, um die y-Achse. Die Formel dafir lautet:
}r5=4_.5 J':S=3
V, =m j x’dy =7 j x2-y" dx
¥a=0 ¥a=0
3. Schntt: Subtraktion beider Volumina ergibt das gesuchte Volumen:
}(E=3 J':S=3
V=V,-V,=mx f x? -y dx—m j x*-y"dx
}‘;E=E XE.=|:|
Um weiterhin nur mit Formeln arbeiten zu kénnen, wird die zu diesen gleichartigen

Integralen gehdrende Stammfunktion mit F(x) bezeichnet, dann geht die Rechnung
S0 welter:

V=V, -V, =[F(x)], -[F() ], =yé}—F{6)—y@HF[D}:F(m-F(E}

Es bleiben also nur die Grenzen 0 und 6 maligeblich, also die x-Koordinaten der
Randpunkte A und B. Schreiben wir dieses Ergebnis in eine Integralformel zuriick,

dann erhalten wir schliellich:
:(A=I:|

_ 2
V=n I X-ytdx
XE|=E
Wichtig ist dabei, dal® man sich merkt, dal die unten stehende
x-Koordinate die dullere ist, und die oben stehende die innere !l

xg_-ﬂ A
Merke: V=m | x°-y'dx berechnet das Volumen des Hohlraumes.

W=D

Xz -3

V=mn [ X*-y'dx berechnet das Volumen der Platte (siche (3))

g =i
x,,_—l}
V=m | X*-y'dx berechnet das Volumen des Ringes.

g mil

B
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Beispiel 134:

(7) Noch ein Ring, jetzt gleich mit der Formel:

f(x)=—1x"+3x-2 2 /\
Berechne den Inhalt des Ringes, der bei Drehung .

Dieser Fldche um die y-Achse entsteht: IJ| : ) ©

Vv :ﬂ:jr)(2 -y dx =:t‘1[x2 (—x+3)dx =n‘1[(:—x3 +3x?)dx =7 -1x* +x3];
1] 5 ]

=n[-3+1)-n[-1-625+125] = n(%2-124)=32n.
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Berechnung der Mantelflache von Rotationskoérpern

Wir betrachten eine Kurve als Graph einer Funktion f mit der Gleichung y=f(x) im Inter-
vall [a; b].

Vi

o

O

Die Kurve (der Graph zu f ) rotiere nun um die x-Achse. Dabei iberstreift die Kurve die
Mantelflache des entstehenden Drehkorpers.

Die Kurve im Intervall [a ; b] wird nun in einzelne Kurvenstiicke der Lange ds zerlegt
(siehe Abbildung oben).

Eines dieser Kurvensticke Uberstreicht dann einen kleinen Teil des Mantels. Es ent-
steht so ein schmales, reifenformiges Band.

Schneidet man das Band auf, so entsteht naherungsweise ein Rechteck mit den Seiten-
langen ds und 2:p-y.

Daher gilt fiir den Flacheninhalt dA des schmalen Bands: dA » 2py-ds

Hieraus ergibt sich (analog wie bei der Berechnung der Bogenlange; vgl. oben) durch
Integration als Mantelflache des Rotationskorpers im Intervall [a ; b]:

b
Avante = Zﬂjy ds

Nun gilt fir die Bogenlange im Intervall [a ; b]:

s :i,,’1+(y')2 dx = i\ﬁ +[F'00T dx

Daraus ergibt sich:

ds = [1+ (y") dx =1+ [F'()] dx

Eingesetzt in Amantel ergibt sich damit die Berechnungsformel fiir die Mantelflache eines
Drehkorpers:
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| 2:-:“/1 +(y') dx = 2nif{x},f1+[f'(x}]2 dx

Eine Funktion f(x) rotiere um die x-Achse. Nun sei die Mantelflache dieser Funktion im
Bereich von x1 = a bis x2 = b gesucht, also im Intervall (a,b).

Definition 39:

Folgende Formel gilt bei Rotation um die x-Achse:

b —_—m—
Aﬂ!a.nfef =27 / f[[r:].lv.-"l]_ + fr(rjgdr

Fir die Rotation um die y-Achse gilt demnach:

b _
A, me=2fr-f:rf1—|—(r"12d
Hantet o "V e mit x=f(y), d.h. nach x aufgel6st und x'=dx/dy.
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Beispiel 135:

Berechnen Sie die Mantelflache des Rotationsparaboloids, der durch Drehung des Gra-
phen der Wurzelfunktion (f(x) = Vx) um die x-Achse im Intervall [0 ; 5] entsteht.

Losung:

f(x) =+x

{Bildguelie: TCP 2001, CD zu: Mathematik Gymnasicle Oberstufe. PAETEC-Verlag )

Es gilt:
F(x) = /X = F'(x) = % ~ [ )] = %

Durch Einsetzen in die Formel fiir den Mantelflicheninhalt ergibt sich dann:

b
Apanir = 27 [ £(x) 1+ [£°(x)]” dx
=2 et d
‘.'Ii!l X +4X X
L
:2:1_[ X +— dx
N4

Da nun folgende Beziehung gilt:

1
x+17 x+1§
v Ta T 4

ergibt sich in der Berechnungsformel fiir den Mantelflicheninhalt A, ; fiir den Rotationskorper:
antel

5 1 %
Ay :ZII(X +Z) dx
0
3
=2n- g(x+1)2
3 4
4 1 2 132
n 2
U N 7 LA i I L
3 [[ +4] [ +4)]
g
(2 1), s
3 4 8

Also ist die Mantelfliche des Rotationsparaboloids etwa 49,85 Flacheneinheiten grof.

IE¥]
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Beispiel 136:

Der Graf der Funktion f mit f(x) = {/x(9 — x?) begrenzt mit der x-Achse ein
endliches Flachenstiick, welches um die x-Achse gedreht wird. Dem so ent-
standenen Rotationskorper wird der kleinste gerade Kreiszylinder umbe-
schrieben. Berechnen Sie das Verhaltnis der beiden Volumina.

Losung:

YRt | ‘-Fzyllstglemh 181‘:’-,@ = 9:8/3 .

Losungsweg:

Die MNullstellen von f sind bei x=0oder x=13.
Fir die Extremalstelle muss der Badikand
x(9-% =0 -3 extremal sein, d.h. 9- 3x2=0,
Darnit ist =43 und v= 463 .

Der Zylinder hat somit Hohe 3, Radius 4/6 3
und Volumen 3m6473 = 18n4/73,

Fir den Rotationskérper ist das Volumen

4 4
wid

J{El:-: x#du = [E - 4] - Ei“

Das Verhaltnis der beiden 1uf'uzulumi11:311 1=t

Eiﬂ T"Eiln,n"__ﬂﬂuf—
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Beispiel 137:

Ein zylindrischer Becher mit Radius 2 cm enthadlt Wasser. Bei Rotation um
seine Achse steigt das Wasser am Rand 8 cm hoch und senkt sich im Innern
bis auf den Boden ab. Ein Querschnitt durch die Achse ergibt eine quadrati-
sche Funktion f als Flissigkeitsbegrenzung. Wie hoch steht das Wasser im Be-
cher, wenn dieser in Ruhe ist?

Losung:

Das Wasservolurnen ist 16m Dies ergibt einen
Zylinder it Radius 2 und Héhe 4,

Losungsweg:

Die Flissigkeitshegrenzung f mit fix) = ax2 erfillt
fi2) = 8, also ist a = 2, bpiegeln wir f mit fl[:-:]|=2:-:E
an der Geraden v=x entsteht die Umkehrfunktion

g it der Gleichung v = \/% :

1
1
1-\.\\1.
P

Nun ist das Wasservolumen die Differenz

zwischen demn Zylindervolurmen und demn

(gespiegelten) Rotationskiérpervolumenyon £,
g

Also Vg VRt = 1228 - 3 de = 325 -167 =16m.
n]

Dieses Wasservolumen ergibt einen wollen
Zylinder mit Radius 2 und Hahe 4.
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Beispiel 138:

Oberflacheninhalt einer Kugel

-
N

Wir betrachten zunachst eine Halbkugel. Diese wird durch Rotation des Viertelkreises

um die x-Achse erzeugt.

Die Funktionsgleichung fiir den Viertelkreis lautet:

2 2 2
X“+y =r" (0 <x<r)
Durch Auflésen nach y folgt:
2 2

f(X)=y =" —x

Mit der Kettenregel ergibt sich als erste Ableitung mit x #r :

f'(x) X

r’ — x?
Ferner gilt:
2 2 2 2
' 2 X M—X +X r
\l'1+[f {K}] :\j1+r2_x2 :\/ 2 _ 2

2—x2  JiZ_»2

Daher ergibt sich in der Berechnungsformel fiir den Mantelflacheninhalt Amantel flr die
Halbkugel:

Apparter = 2nif{x}41+ [£'(x)] dx

= 21:[1#2 —x? -E;dx
0

Ar2 —x?

=2xfrdx =2x-[r-x], =2n-r* —2x-0
0

—2x-r?

Diesen Wert muss man nun verdoppeln und man erhalt den Inhalt der Oberflache einer
Kugel mit Radius r:

2-Ayg=2-2n-1" = 4nr’
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Diverse Berechnungen mit dem Integral
Bogenlange einer Kurve

In diesem 1. Abschnitt wird gezeigt, wie man die Bogenlange berechnen kann, und
die Methode wird auch noch hergeleitet, und zwar auf eine Art, wie man sie in
Schulbichern kaum findet, aber ganz analog zu den Herleitungen Gber die
Berechnung von Flacheninhalten und Rotationskdrpern.

Wer Ubungen und Beispiele sucht, lese In Abschnitt 2 nach.

by

Vorarbeit fiir die Herleitung.

1. Gegebene Funktion: y="f(t) 1 Q

A
Wie man erkennt, nennen wir die Funktions- ] P y
variable t, damit wir x als 1. Koordinate far den AX

Arbeitspunkt P verwenden kénnen: P[x 1 f(x)).

2. Diese Funktion sei im Intervall [a ; b ]
differenzierbar, d.h. an jeder Stelle kann
man einen Ableitungswert f(x) berechnen,

AX b t
der dann die Tangentensteigung angibt. a X X+ AX

3. Wirlegen fest: La(x) seldie Lange des Bmge_ns von der Stelle a bis zur Stelle x,
also vom Punkt A bis P: AP =L, (x). Dannist AQ=L,(a+Ax).

Und jetzt die Herleitung:

4. Unsere Ergebnisse gewinnen wir am Bogen von P nach Q. Fr diesen gilt:
PQ=AQ-AP =L, (x+Ax)-L,(x) (1)

5. Da wir fir die Lange des Bogens noch kein Malk haben, vergleichen wir sie mit
der Lange der Sehne von P nach Q. Die Sehne ist bei einem  echt gekrimmten”
Bogen immer kurzer als der Bogen. Da wir als Kurve im mathematischen Sinne”
aber auch Geraden zulassen missen, missen wir statt kiirzer besser hichstes

sagen: PQ<PQ (2)
Dies Lange der Sehne errechnen wir nach Pythagoras so:
PQ = JAx + Ay?

6. Wir formen trickreich, aber zielorientiert um, indem wir Ax® ausklammern:

PQ = AX? + Ay? = &.x2|lf'l+i—;’;-]=gx.

7. Wirersetzen nun (1) und (3) in der Ungleichung (2):

AL
AX - ’l+|3—yl <L, (x+Ax)-L,(x)
V' Lax)

und dividieren durch Ax, das wir bis jetzt als = 0 voraussetzen muliten, sonst
waren ja P und Q derselbe Punkt gewesen:
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8. Ohne Tricks kommt man auch in der Mathematik nicht sehr weit. Jetzt kommt der
Clou des ganzen Beweises, den man aber schon seit der Einfuhrung der Ableitung
kennt: Wir lassen Q nach P ricken, indem wir Ax — 0 gehen lassen,

Dabel passiert mehreres:

Zunachst geht dann auch Ay gegen Null, aber aus 2y wird nicht %

AX

sondern

dieser Grenzwert: Iimni—y und dies ist die Tangentensteigung an der Stelle x.
Also: Iir1’|nj—1'*'r =f'(x). Auf derrechten Seite der Ungleichung (4) passiert dasselbe:

La (X+ﬁ)(}—|_a I::K:I =L||::X::I.

.ilt!:r—'l:lﬂ AX
Und nun das Wichtigste uberhaupt: Bei diesem Grenzproze schrumpfen Bogen
und Sehne zu einem Punkt zusammen, d.h. sie werden gleich groft. Daher wird in

der Ungleichung (4) aus = nurnoch = .

Fassen wir zusammen: Fir Ax — 0 wird aus (4) diese Gleichung:

J1+1(x) =L."(x)

Ergebnis: Die Bogenlangen-Funktion ist Stammfunktion der Funktion

B(X) = 4f1+f'(x)’

9. MNun bezeichnen wir die Stammfunktion von B(x) einfach einmal mit 5(x), da wir
sie noch nicht kennen. Dann folgt fir die Bogenlangenfunktion:

L, (x)=S(x)+C
Fur den B ogen von A bis B giltdann:  L,(b)=S(b)+C

und L.(a)=S(a)+C=0,
denn der Bogen von a bis a hat die Lange 0. Daraus folgt nun C = - 5(a)
Also erhalten wir: L,(b)=S(b)-S(a)

Dies ist nun genau die Form des bestimmten Integrals, daher schreiben wir:

Die Bogenlangen von A(a|f(a)) bis B(b|f(b)) wird so berechnet:
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Beispiel 139:

Es gibt nur wenige einigermalen gut 16share Aufgabe zur Berechnung der
Bogenlange, denn das Integral wird meistens zu schwer.

(1) f(x)=x/x. A(1]1), B(2]8). AB=7?

(2)  fix)=34x"-%Inx. Gesucht ist die Bogenlange von 1 bis e.
(3)  f(x) =e% +e-_;i Gesucht ist die Bogenldnge von — a bis + a
(4)  f(x)=In{x+ xz—'l) Bogen von 1 bis a.

(5)  f(x) =%x.3 + 5 Bogen von 1 bis 3.

(6) T(x) =§(2x+1]% Bogen zwischen den Koordinatenachsen.

T ] 1

1 & 1
L }r Illl,l
at 1
3 4 v
NI . | |
A 2
1 “"\‘___1 B
| X
L x x
0 1 2 3 4 5 2] o 5 i 2 ) 2 -
Afix) ki)
4 1
450
2 2 0.5
/ x E x
0 2 4 G 2 0 2 0.5 0
2t
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Lésungen .

/B
(1) flx)=xf . A(1]1), B(2]8). /
(%) =24x
AB = [{f1+1'(x)"dx =J'.|I1+:_%~.|"§]:dx= 1+ 5 dx
! ! g /
Substitution: U=z1+3x = du=%dx = dx=4%du 7
'
w=1=u==2 x=4=u=10 A .
- o1 N - 13 a i
AB=% | vidu=%3u| =Ziufu|_
34 L Sz - -
AB=2(10410-£,fZ) =763
YWergleichen wir diesen Bogen noch mit der Lange der Sehne AB:
AB = Jad +ay® =of8+49 =58 = 7,615
(2)  fx)=2x"-LInx. Ay
Gesucht ist die Bogenlange von 1 his e. a+
fix)=Iu-L 3t
L.(2)= [{1+ 7 (x Fix = [ {1+ (£ - ) dx 21
3 1
E1 = . e 14 Il 1
- !,Jh—gr ~ = [P T ‘-.~____ | x
(3] f(x)=efze? Yiix)
Bogenlange von—a his + a
_ S x fi
Ableitung:  f'{x)=1ev-lez
Bogenlange:
AB=2[ Ji 4+(e* -2+ |dx X
i 2]

] 0
AB=[fle*+2+e™jdx
) )
|67+ |di=| 2727 | =2: el-g?
\ | L I \
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(4) f(x)= In{'x +af* 1) ki)
Bogen von 1 bis a. =4
Ableitung: 1
f(x)= |1+ 2 | R
Toxeio1 L 243 -1) 0 Tz 4 &5
., 1 ' X )
f'ix)= 1+ |
) x+~u"¥.2—1 | At -1
- |Jx"- 1+x‘ 1
f'ix)=
x+~Jx T e 1
Bogenlange:
E.E:j.l'1+f‘[xfdx={,|l1- j 1+1d —| J: -ox
3 ‘1 - ¥ —
Substitution: U=x"-1= du=2x.dx = u.dx=2du
- a1 du L A J_EJ4 a1
B=1 —— =4 U zdu=431| 2uz | = a“ —
[ Gme Ry 2F | <[]

In der Abbildung ist a = 4, das ergﬂ:t dann AB=.f1%

(5 flx)=31x"+% ¥ fix)
Bogen von 1 his 3. 4
) o 1 1 -
Ableitung: fi¥)==x——=—(x?-ux""
O THE Tl )
Bogenlange: 2

AB= jJHf‘[xfdx =§

=

|%_|'4+|x =2+ 57 = [ 4% 2 0 2
1

. 3 L)
By Tx)=3{2x+17

Bogen zwischen den Koordinatenachsen.

Ableitung: r|x|=l-5-{2x+1|: 2= 711 05

3

Bogenlange: /

L

AB = jl' J1+T () d = {]'4|'1+u:2x+1:|dx= JJ' N2x+2 dx
-15 S —0.5

Substitution: U=2x+2 = du=2dx = dx=21du

AB=1[udu=1]20fu] =112¥2-1fi]=42-1
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Mehrfachintegrale

In der Vorlesung wurde das Integral (einer Variablen) als Flache zwischen einer Kurve
f(x) und der x-Achse interpretiert. Das Integral wurde dabei als Grenzwert von Summen
betrachtet.

Dies wollen wir nun in den R? und R3 Gbertragen.

Zweifachintegrale

Beispiel 140:

Flicheninhalt eines Rechteckes

}f jh
h
dy gt I,
Ly
dA=dxdy
dx a "

Dies lasst sich in folgender Weise schreiben.
a b
ﬂdﬁ'\ = ILde'g,-‘d}(
Die Integration bei emnem Doppelintegral werden in der Rethenfolge der Differentiale ausgefiihrt.

Inneres Integral:
b
b
dy = =h
J Y '!."‘ 0
AuPeres Integral:

=

]‘b-d}{=b-}{ U=b-a
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Beispiel 141:
Die Funktion
flz,y) =2’ - cosy

ist fiir » € [0,5] und y € [—%, g] zu integrieren.

Losung:
5y 5 3
ffﬁ:zcosy dy dz = f:cz(fcosy cly) dax
0 —% 1} _%
L1 5
. 5 250
= :1:3(51ny| ) de = [ 22 de = —.
i 3
0 0
Beispiel 142:
|i I'c
I= (o + ) dxdy
y;ILI x;!l
1o 1
Innere Integration nach x: I= J { (.12 +y2)d:cdy =3 J (1 +y?'jdy =4
Y=l x=-2 0
[ 1 !
Innere Integration nach y: I= 2+ V' dxdy = (ch +=|dx=4
14 J#3)
Beispiel 143:
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Integrieren Sie f(x,v) =x?

a) iber dem Rechteck mit den Eckpunkten (—1,-2). (3,-2). (3,2) und (—1,2).

b) iber der von der Parabel v

sowWie

2. der Gerade x

2 und der x-Achse begrenzien Flache

¢) tber der von der Parabel x =_'.f£: der Gerade v = 2 und der y-Achse begrenzten Fliche!

Lésung:

a) g

Beispiel 144:

Innere Integration nach x:

Innere Integration nach v:

/ x {9
/[xyzdxdvzf —? d}zf{——— v dy
27 ] 2
240 22 -
f 4 4 64
=4f_3d_1,=__1,3 —_16= —
8 3 1 =

1 1
I= f f (x> + v ) dxdy

y=0 x=-2

]

y=0 x=-2

1 1
I= f f (x* + ) dxdy =
r=-=2

=l

1
(> + ) dxdy =3 f{] +y)dy = 4
]

1

f[xz+%)dx=4

-1
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Beispiel 145:

Dreifachintegrale

Bei der Berechnung verfihrt man wie bei Doppelintegralen und integriert von
,von innen nach aulen‘ bzgl. der einzelnen Variablen.

Die jeweiligen Integrationsgrenzen sind durch die Geometrie des Integrationsbereichs
festgelegt. ) =)

[[[fynydda=[ [ ] f(xps)ddva

Yoo Val¥) mulxy)

J
. g . Wie bei Doppelintegralen,
L. (innerste) Integration: ist auf die Zuordnung zu
z wird ,eliminiert* achten: & d
(ausintegriert) ‘ .[ o
W Yy, wirken jeweils wie eine
Klammer.
2. Integration: y wird ,eliminiert Bei der links festgelegten
(ausintegriert) Reihenfolge miissen die
k J Integrationsgrenzen fiir =
e also am inneren Integral
3. Integration bzgl. X stehen, die y-Grenzen am
Mittleren und die x-Grenzen
. auBen.

Unter folgenden Voraussetzungen ldsst sich die Berechnung von Dreifachintegralen
vereinfachen:

1. Die Integrationsgrenzen fiir alle drei Verdnderliche sind konstant

2. Der Integrand f{x,),z) lédsst sich in ein Produkt zerlegen, wobei die Faktoren jeweils
nur von x, nur von y und nur von z abhéngen, also f(x,y,2) = u(x)v(y)w(z)

Dann (und nur dann!) gilt:

bdf b d f
y [ [ fGe.y.2) d=dyax z{ju(x)dx] -(J-v(y) dy] -[jw(:) d:]

a ¢ e a c e

Unter den Voraussetzungen 1. & 2. lédsst sich also ein Dreifachintegral als Produkt
dreier Einfachintegrale schreiben.

Beispiel 146:
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Unendliche Reihen

Grundlagen

Definition 40:

Eine Zahlenfolge ist eine geordnete und numerierte Liste von Zahlen,
die entweder in der aufzahlenden Schreibweise oder durch eine
Berechnungsvorschrift gegeben sein kann.

Beispiel 147:
(1) 2:4:6:8; . Diese Folge besteht aus allen geraden Zahlen
in steigender Folge, beginnend bei 2.
(2) 1:4:9;16; . Es handelt sich um die Folge der Quadratzahlen,
beginnend bei 1.
(3) 3;7;11:15; . Dies ist eine steigende Folge von Zahlen mit
dem Abstand 4, beginnend bei 3.
Beispiel 148:

Berechne jeweils 5 Glieder dieser Folgen.
(a) a,=3n-1 (b} a,=24-10n
(c) a,=n"-16 (d) a,=n"-2n+3

Rekursive Folgen
Definition 41:

Eine Folge heifldt rekursiv, wenn man keine direkte Maglichkeit hat,
beliebige Glieder der Folge (z.B. as; ) zu berechnen, sondern wenn man
die Glieder der Folge aus seinen Vorgangern berechnet.

Beispiel 149:
(a) a,=5; a,=a,_,+3.
Hier berechnet man az=a1+3=5+3=8
oder az=ax+3=8+3=11.
Aber azr=axs+3="7

Wenn man azs noch nicht kennt, dann a6t sich auch asr nicht berechnen.

(b) ar=2; an=-an1

Also: az=-a1=-2
Dann az=-az=2
Aas=-az3=-2 usw
{C] a; =20 ; an=%an—1
Also: a,=+a, =10
Dann a,=+a,=5
a,=1a,=% usw
(d) ar=1 ; an=3ar1—n
Also az=3-2=1
Dann a:=3-3=0
34=D—4I=—4 usw
(8) a=1;a=1; @3 =an + anz
Also az=ayt+ta=1+1=2
Dann AQs=as+az=1+2=3
as=ayt+tauy=2+3=5 usw,




Lineare Folgen — Arithmetische Folgen
Definition 42:

Es sollte bekannt sein, dal die lineare Funktion f(x)=rx+s als
Schaubild eine Gerade mit der Gleichung y=rx+s hat

Schrankt man fir eine lineare Funktion den Definitionsbereich auf
D =N ein, dann entsteht daraus eine lineare Folge: a =r-n+s

Ihr Schaubild sind dann einzelne Punkte auf einer Geraden.

Beispiel 150:

Die lineare Funktion f(xl=x-2 hatals
Schaubild die Gerade mit der Gleichung
y=x—2.

Fir D=N wird daraus die Zahlenfolge
a =n-2 mit

a,=-1;, a,=0; a;=1; a,=2; a; =3 usw.

Im Schaubild ergibt dies die auf der Geraden
liegenden Punkte

(11-1);(210):(3[1); (412);(513) usw.

Definition 43:

Bei einer linearen Folge a,=r-n+s

Ist der Abstand (die Differenz) aufeinander folgender Glieder immer
konstant. Daher heilen solche Folgen auch arithmetische Folgen.

Beispiel 151:

GRUNDAUFGABE:
Beweise, dal} die Folge a, mit a, =48-16n
eine arithmetische Folge ist.

BEWEIS:

d=a_,, —a,=(48-16-(n+1))-(48-16-n)
d=48-16n-16—-48+16n=—16

Weil die Differenz d aufeinanderfolgender Glieder konstant ist,
liegt eine arithmetische Folge vor.
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Beispiel 152:

Grundaufgabe:
Von einer arithmetischen Folge kennt man
a,=17 und a,,=29.

Berechne die ersten 5 Glieder der Folge.

LOSUNG:

MNach der Lattenzaunmethode folgt

6d=a,;—a,=59-17=42 = d=7
Analog: a,=a,+3d = a,=a,-3d=17-3.7=17-21=-4

Also —4 3 10 17 24

+ +1 +i + +f

Definition 44:

Fir eine beliebige arithmetische Folge qilt:
a,—a,=(m-n)-d
a,—a,=(n-"1)-d
a,=a,+(n-1)-d
Beispiel. Aus a,=-4 und d=7 folgt
a,=—4+n-1)-7=—4+m-7=/n-11
Dies ist der Funktionsterm aus dem obigen Beispiel |

Beispiel 153:

(e)  Eine arithmetische Folge ist gegeben durch a; =6 und ajp = - 36.
Berechne a;, und d und stelle die Berechnungsformel fir a, auf.

Ldsung: fd=a;-a,=-36-6=-42 = d=-6.
a,=a,-2d=6-(-12)=6+12=18
a,=a,+(n-1)-d=18+(n-1)-(-6)=18-6n+6=24-6n.

Man kann a, aber auch aus a; heraus berechnen, dazu bendtigt man nicht a, :
a, =a,+(n-3)-d=6+(n-3)-(-6)=6-6n+18 =24 -6n
Oder aus a;p heraus:1

a =a,+(Nn-10)-d=—36+(n—10)-(-6)=—36—6n+60 = 24— 6n
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Beispiel 154:

(f)

Prufe nach, ob eine anthmetische Folge vorliegt und stelle dann die
Berechnungsvorschriftauf: a; =186; az=318; as=714

LOSUNG:  (Wir miissen tberpriifen, ob die Differenzen konstant sind:)

(9)

a,-a,=318-186=132=d

a;—a,=714-318=396

Wenn eine arithmetische Folge vorliegt, mut a; —a, =3d sein:
3d=396 = d=132.

Dies stimmt, also liegt eine anthmetische Folge vor.

Und es gilt:
a, =a,+(n-1-d=186+(n-1)-132=186+132n-132=132n + 54

Prife nach, ob eine anthmetische Folge vorliegt und stelle dann die
Berechnungsvorschrift auf: a; = 1900 ; a; = 1600 ; a;s = 1075

LOSUNG:

(h)

a;—a,=4d=-300 = d=-75 (1)

ay—a; =/d=1075-1600=-525 = d=-75 (2).

Die Rechnung (1) und (2) fuhren zum selben Wert von d, also liegt eine
arnthmetische Folge vor mit

a, =a, +(n—3)-d=1900+(n—3)-(~75) =1900 — 75n + 225 = —75n + 2125

Zeige, dalb jetzt keine anthmetische Folge vorliegt:
A =320; as =392 ; a; =504

Beweis:

a,-a,=392-320=72=2d = d=36
a,—a,=503-392=111=3d = d=37
Weil die zweite Berechnung von d zu einem anderen Ergebnis fuhrt, kann

keine anth#netische Folge vorliegen |
(Man mul} sich auch den passenden Text zu einer solchen Rechnung einfallen

lassenl)
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Arithmetische Folge hoherer Ordnung
Arithmetische Folge 2. Ordnung

Wir haben in der Aufgabe 6 der vorangegangenen Seite gesehen, dall eine Folge, die
durch einen quadratischen Term berechnet wird, keine arithmetische Folge mehr ist.
Aber sie hat viel Ahnlichkeit damit, was wir am nachsten Beispiel sehen werden:

BEISPIEL 1 a,=n"+3n+16
a,=1+3+16=20 a,=4+6+16=26
a,=9+9+16=234 a,=16+12+16 =44
a, =25+15+16 =56 a,=36+18+16=70 usw.
Ubersicht:
20——26—F M —pr 44— 56— > T0——

Erkennen Sie, dal} die Differenzen eine anthmetische Folge bilden 7

6 —>>8—5310—>12— 14— 5 16—

Man fuhrt hier folgende Begniffe:

Aus der Stammfolge 20; 26, 34; 44 56; 70; ..
Bildet man die 1. Differenzenfolge 6; 8;10; 12; 14; .
Und daraus die 2. Differenzenfolge 2.2 .2 ;2;

Wir halten unsere Erkenntnis fest:
Bei dieser quadratischen Folge ist die erste Differenzenfolge eine arthmetische Folge,
weill die 2. Differenzenfolge konstant ist.

Ist das bei jeder quadratischen Folge so ?

Die Antwort errechnen wir uns an Hand der allgemeinen guadratischen Folge:
f =an’+bn+c

Wir berechnen f _, =a(n+1)* +b(n+1)+c und daraus (wie in Aufgabe 6)

f,—f =[a(m®+2n+1)+bn+b+c|-[an*+bn+c]
f ,—f =[an*+2an+a+bn+b+c]-[an® +bn+c]
,—f,=2an+a+b

fl‘H-

Diese 1. Differenzenfolge nenne ich d, = (2a)-n+(a+b).

Man erkennt, dalk dies eine lineare Folge, also eine anthmetische Folge ist.
Also ist die zweite Differenzenfolge konstant, und zwar lautet sie konstant 2a 2a 2a .
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Beispiel 155:

Gegebenistdie Folge a, durch a;,=-1 ; az=1 ; aa=7 und as =17
Stelle einen méglichen Funktionsterm fir diese Folge auf und gib as an.

Losung:
Uberlegungen zur Methodik:

Man erkennt auf den ersten Blick, dal keine anthmetische Folge vorliegt, da
die Abstande (Differenzen) nicht konstant sind.

Aber (in diesem Abschnitt ist es naheliegend) wir kénnen ja einmal die

1. und 2. Differenzenfolgen ansehen:

1. Differenzenfolge: 2
2. Differenzenfolge: 4. 4

Auf Grund der wenigen gegebenen Glieder der Folge mussen wir sagen:
Die 2. Differenzenfolge kénnfe konstant sein, d h. die 1. Differenzenfolge
ist arithmetisch.

Nun haben wir nur gezeigt, dalt bei einer quadratischen Folge die Differenzenfolge
arithmetisch ist, aber wir haben die Umkehrung nicht bewiesen. Und die wirde lauten:
Wenn die 1. Differenzenfolge arithmetisch ist, dann ist die Stammfolge quadratisch.

Wir gehen dennoch von der Annahme aus, die gegebene Folge ist quadratisch und
erstellen unter dieser Annahme den Funktionsterm. Dann kénnen wir den Beweis
schnell vollenden. Jetzt die Rechnung:

ANSATZ: a —an’+bn+c.
Zur Berechnung der drei unbekannten Koeffizienten a, b und ¢ bendtigen wir

drei (unabhangige) Gleichungen. Diese erstellt man unter Verwendung der
gegebenen Glieder a, bis as:

n=1: a,= a+ b+c=-1 (1)
n=2: a,=4a+2b+c=1 (2)
n=23: a,=%+3b+c=7 (3)
(2)—-(1): 3a+b=2 (4)
(3)-(2): 5a+b=86 (5)
{5}—(4}:1 Za=4 = a=2

In (4): b=2-3a=2-6=-+4

In (1): =-1-a-b=-1-2+4=1

ergibt a, =2n" —4n+1.
MNun wissen wir erst, dal} diese Formel a:, az und a=: richtig gerechnet.
Wir machen noch die Probe fiir a, =32-16+1=17 | und berechnen noch

a; =50-20+1=31.
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Arithmetische Folge 3. Ordnung

Man kann erahnen, wie es mit Folgen aussehen wird, die einen Funktionsterm 3.
Grades zur Berechnung verwenden.

BEISPIEL 3:

f =n®+n’-5n+4

fi=1+1-5+4=1; f,=8+4-10+4=6
f,=27T+9-15+4=25 f,=64+16-20+4=064
f.=125+25-25+4=129 fa=216+36-30+4 =226 usw.

Stammfolge: 1,6 ;256 ; 64 ; 129 ; 226 ;

1. Differenzenfolge: 5:;19; 39 ; 65 ; 97 ;

2. Differenzenfolge: 14, 20 ; 26 ; 32 ; ..

3. Differenzenfolge: 6 ; 6 ; 6 ;

BEOBACHTUNG: Bel einer Folge 3. Ordnung ist die 3. Differenzenfolge

konstant, also ist die 2. Differenzenfolge anthmetisch. (Folglich sollte die 2.
Differenzenfolge quadratisch sein 11').

Dies niatzen wir aus, um umgekehrt Funktionsterme fur Folgen aufzustellen, wenn wir
herausgefunden haben, dalt ihre 2. Differenzenfolge arithmetisch ist.
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Beispiel 156:

Stelle einen Funktionsterm fiir diese Stammfolge auf und berechne as .

Stammfolge - 1.0 ;-9 ; 32 ; 75 ;
1. Differenzenfolge : 1.9 . 23 ;. 43 ;.
2. Differenzenfolge : -8 -14 ; 20 ; _.

3. Differenzenfolge : -6 ;. -6 ¢

Da die 3. Differenzenfolge konstant ist, kénnte die Stammfolge eine anthmetische
Folge 3. Ordnung sein. Daher beginnen wir mit dem Ansatz:

a, —an’ +bn“+cn+d und stellen 4 Gleichungen auf:

n=1: a,= a+ b+ c+d=1 (1)
n=2: a, =8a+4b+2c+d=0 (2)
n=3: a,=27a+%+3c+d=-9 (3)
n=4 a, =64a+16b+4c+d=-32 (4)
L
(2)— (1) Ta+3b+c=-1 (5)
(3)—(2): 19a+5b+c=-9 (6)
(4)—(3): 3Ta+7Tb+c=-23 (7)
(6) — (5) 12a+2b=-8 (8)
(7)— (B): 18a+2b=-14 (9)
(9)—(8) Ba=—6 = a=-1
In (8): -12+2b=—"8 = 2b=4 = b=2
In (5): —F+6+c=—-1= c=0
In (1): -1+2+0+d=1= d=0
Ergebnis: a =-n"+2n*

ACHTUNG: Damit kann man a; bis a;z berechnen. Zur Kontrolle der vollen
Wirksamkeit miissen wir noch as Gberpriifen:

a,=-5"+2.5"=-125+50=-75 richtig |

Gefragt warnoch  a, =—6"+2-6° =-216+72=-144_

202-267



(@)= (3) 37a+7b+c =78 (7)

(6) = (5): 12a+2b—28 (8)

(7) = (B): 18a+2b - 52 (@)

(9) — (8) 6a=24 = a=4

in (8) 2b=28-12a=28-48=-20 = b=-10
in (5) =—-2-Ta-3b=-2-28+30=0

in (1) d—2-a-b-c-2-4+10-8

Ergebnis: a =4n®*-10n +8

Probe: a; =500-250+8=258_

(3)  Zeige durch Berechnung von 7 Gliedern, dalk die 4. Differenzenfolge bei

a,=n"—n° konstant ist.
LOSUNG:

a,=1-1=0
a,=16-4=12
a,=81-9=72

a, =256—25 =231
a; =625-25 =600
a, =1296-36 =1260
a’ =2401-49=2352

1260

660 ;

Stammfolge: 0 12 ; 72 ; 240 ; 600 ;
1. Differenzenfolge: 12 ; 60 ; 168 ; 360 ;

2. Differenzenfolge: 48 ; 108 ; 192 ; 300 ;
3. Differenzenfolge: T 60 ; 84 ; 108 ; 132
4. Differenzenfolge: 24 . 24 . 24

L

432

2352 .

1092
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Geometrische Folgen

Definition 45:

Eine Zahlenfolge heildt geometrisch, wenn der Quotient
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist.

d
L‘: 1
a, q
Beispiel 157:
a) 3—5—b—7—12—5—>24—— 48—
Die Cluotienten aufeinanderfolgender Glieder sind stets 2: % =2= 2—3 = % =_.
1 2 3
b) B—gp gl s
Die Quotienten aufeinanderfolgender Glieder hier : 3, _1_3 _a _
a, 2 a, a

c) Fir die Aufgabe | Prife nach, ob eine geometrische Folge vorliegen kann®

a,=%, a,=%; a,=4,;a,=12; _

missen diese Quotienten berechnet werden:

=i=i=i.g=3- =3_3=i=.—.1.§=3- =3—4=E=3'
a, & 34 9Ty TyThyTY 9T T

Weil diese Quotienten gleich sind, kann eine geometrische Folge vorliegen.

Man sagt kann®, weil es zahllose weitere Folgen gibt, die z. B. ab as oder spéter
abweichen und keine geometrische Folge bilden.

Struktur von geometrischen Folgen

Definition 46:

Aus der Definition, wonach die Quotienten B _ g konstant sein sollen, folgt diese
aﬂ

Gleichung: dn =4 "E|I (2)

Beispiel 158:

Man wahlt ein erstes Glied der Folge, etwa a1=3 und zB. q=5

Dann folgt nach (2): a,=a,-q=3-5=15
dy =32-q=15-5 =75
dy :33-[]:T5-5 =375
a.=a,-q=375-5=1875 usw.
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Beispiel 159:

Gegeben istdie Folge {1;1:4;1;2;4;.}

Zeige, dalt es sich um eine anthmetische Folge handeln kann.
Stelle eine Berechnungsformel fir an auf.

1 1

4 3 9 3

i=%=2, 3 _2_> 3 2.2
4z a, | a; 2

Da alle moghchen Quotientan aufeinander folgender Zahlen gleich
groly, nAmlich g =2 sind, liegt eine geometnsche Folge vor.

Berechnung von a: a,=a,-q =42
Dies laRt sich umformen: a,=27".2""=2
Oder: Enzl-z_i 2" usw
8 2
Beispiel 160:
Won einer geometrischen Folge kennt man a, =é und a, 1 :
Berechne g, a; und as.
Fe oz 18 1 1 1
=T m1 82
a, = 1 1
Al d Z=E=-—=—
sowird A= 2=%2"%1.4 " 256
Und schiieRlich:  a, =a, -~ =—_.2™
256
Mit den Regeln der Potenzrechnung kann man diesen Term verandem:
p S N S B SO SR A S S
2 T256 2 512 2? T B2
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Beispiel 161:

“on einer geometrischen Folge kennt man a, =9 und a; =i.

27
Berechrne g, a1 und an.
I
a 1 1 1 1 . a, 9
== =——__=— = (=— ergibt a3 ="2=_=9-3=27.
¢ 2 278 ¥¥ ¥ 173 ''q 4
(1 Y 1 Y 1 B
= -’”‘=2?-[— =2T-[— :—=a1-[—]=51-—=—=51-3*
F=Ed 3/| 3)°3 3 33

Exponentialfolgen sind Geometrische Folgen

In all unseren Beispielen enthielt der Term fir a, die Varable n im Exponenten. Es
lag also stets eine Exponentialfunktion vor. Dies zeigt ja schon die hergeleitete Formel
a =a,-q n-1

Wir wollen nun einige solche Exponentialfolgen untersuchen.

Beispiel 162:

<

32

Zeige, dal} eine geometnische Folge vorliegt.

Gegebenist die Folge an durch a, =

2r1.1
h_ﬁ_zﬂ& 32

q= P i =33 -§=2 ist konstant.
32

3" 4

Gegeben ist die Folge a, durch a, =2

Zeige, dalb eine geometnsche Folge vorliegt.

a,,, 3~ ™ .
q= 3n“1 =TI TT ist konstant.

Gegeben ist die Folge a, durch a, :{—Eﬁ]ﬁ g

Zeige, dal} eine geometrische Folge vorliegt.
=1

=2 .
q:h:%:f—ﬁ}l ist konstant.
Wo(R2)

Gegeben ist die Folge a, durch a, = 47
Zeige, dal} eine geometrische Folge vorliegt.

24+t
q= 3;;1 =44ﬁ= 472 :% ist konstant.
Beispiel 163:
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Liegt bei a,=12-2" eine geometrische Folge vor ?
a., 12-2™

a, 12-2"°

Irgendwie weilt man nicht, wie man weiterrechnen soll.

In so einem Fajie berechnet man sich einige Glieder der Folge:
a,=12-2=10, a,=12-4=8; a,=12-8=4;

Das reicht schon um zu erkennen, dal keine geometrische Folge vorliegt:

2= E =£ - 3 _ i= % Diese Quotienten sind ndmlich verschieden |

a, 10 5 a, 8

Definition 47:

Jede Folge der Bauart
a,=a-b" oder a,=b"M"*

ist eine geometrische Folge.
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Logarithmen fiir Geometrische Folgen

Beispiel 164:
Gegeben ist die Folge a,=2". lIst b=131072 ein Glied dieser Folge ?

g

Es muR also gelten: a,=2"=131072
131072 (1)

Die Unbekannte n steht im Exponenten. Es gibt nur eine Maglichkeit, diese
von dort herunter zu holen, das ist die Anwendung des 3. Logarithmengesetzes.

Dieses heilit:
llﬂgb a" =n-log, aI
Demnach gilt auch log, 2"=n-log, 2.

Man nimmt nun eine solche Basis, deren Logarithmen im Taschenrechner
eingearbeitet sind. Beispielsweise die Zehnerloganthmen, also die Loganthmen
zur Basis 10. Diese schreibt man entweder so: log,,2 oder nach alter

Tradition kurz lg2. Auf den Taschenrechnern tragt die Taste dafir den

Aufdruck log® . Die Taste In x ist ein andere Loganthmusfunktion, namlich
zur Basis e = 1,71828... | das ist die Eulersche Zahl. Man kénnte sie auch
verwenden.

Wir logarithmieren also die Gleichung (1), d.h. wir nehmen von beiden Seiten
den Loganthmus:

lg2" =1g131072

Mun wenden wir auf die linke Seite das 3. Loganthmengesetz an:
n-lg2=Ig 131072

und dividieren durch Ig 2:

Ig 131072
=827
n |92

Ergebnis: 2" =131072, alsoist b=ai7.

208-267



Beispiel 165:

(G2) Gegebenistdie Folge a,=Z3". Ist b=59049 ein Glied dieser Folge ?

Lésung:
Ansatz: a,==3"=59049
1 .n
—-3" =59049
3
3" =59049
Logarithmieren: lg 3" =Ig 59049
3. Logarithmengesetz:  (n-3)-1g3 =1g 59049
I o _3lg59049
Ig3
n= w +3=13
Ig3

Ergebnis: b=as; .
Arithmetische Wachstumsfolgen

Beispiel 166:

Eine Maschine produziert pro Minute 25 Klinkersteine. Zur Zeitt=0 sind n(0) =450

Klinker im Lager. Wie viele sind dort nach 1 Minute, 2 Minuten, 30 Minuten, 2 Stunden
und n Minuten ?

Lésung:

Es sei n(t) die Menge der Klinker zur Zeit t , t=N,.

Die Zunahme der Klinker pro Minute ist d = 25. Also folgt:
n(0) =450

n(1)=nl0)+d=475

n(2)=nl0)+2d =500
n(30)=n(0)+30d=450+750=1200
n(120) =n(0)+120-d = 450 + 3000 = 3450

nit)=n(0)+t-d=450+t-25

Hier liegt eine arithmetische Folge vor, die aber bereits bei der Nummer 0 beginnt.
Wenn die Vanable die Zeit t ist, schreibt man meistens statt a, a (t) oder weil man

n oft fir Anzahl nimmt: nft).

Beispiel 167:

209-267



nit] seidie Anzahl von Objekten irgendeiner Art. Ihre Anzahl geniige der Gleichung
n(t) =2450-28-t
Beschreibe die Situation.

Losung:
n(0)=2450 ist die vorhandene Menge zur Zeit t=0 (Startmenge).

Pro Zeiteinheit (das kénnen je nach Angabe Minuten, Stunden usw. sein)
nimmt die Anzahl um 28 ab.

So hat man dann beispielsweise nach 10 Zeiteinheiten:
n(10)=2450-280=2170 Objekte.

Diese Gleichung beschreibt eine gleichformige Abnahme pro Zeiteinheit.
Damit geht die Menge auch irgendwann mal zu Ende. Dazu berechnet man

die Nullstelle: n(t)=0 dh. 2450-28-t=0
7f-t-2450 = t~=%=BT.5

d.h. 87 Zeiteinheiten lang nimmt die Menge gleichmalig ab, dann eine
halbe Zeiteinheit spater ist nichts mehr vorhanden. Also gilt
ni88)=nl89)=..=0.

Geometrische Wachstumsfolgen

Beispiel 168:

Ein Bakterienstamm vermehrt sich so, daf pro Minute 15% neue Bakterien entstehen,
Die Startmenge sei z(0) = 40

Es folgt: z(1)=z(0)+ 0,15-z(0) =z(0)-[1+0,15]=z(0)- 1,15 =46

15% Zunahme

z(2)=z(N+ 0,15-z(1) =z(1-[1+0,15]=z(1)-1,156=529=53
15% Zunahme
Achtung: 52,9 Bakterien sind eigentlich sinnlos. Aber die Wachstumsrate von
15% mul als statistischer Mittelwert angesehen werden. Man runde also.

z(3)=2z(2)+ 015-2(2) =z(2)-[1+0,15] = z(2)-1,15= 60,835 = 61
—
15% Zunahme
LISW.

Man erkennt, dal} eine geometrische Folge entstanden ist, denn der jeweils ndchste

Wert entsteht aus dem vorangehenden durch Multiplikation mit 1,15, dies entspricht
einem Wachstum von 15 %.

Damit kann man eine Formel fir die geometrische Folge aufstellen:

z(t)=z(0)-q'
also: z(2)=z(0)-¢*, =z(3)=2z(0)-q° usw.
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Definition 48:

Prozentuales Wachstum fiihrt zu einer geometnischen
Folge, also zu einer Exponentialfolge.

Das Anfangsglied tragt hierbei meist die Nummer 0.
und die Variable ist in der Regel die Zeit t.

z(t)=2(0)-q'

In unserem Beispiel war g= 1,15 und gist entstanden aus der Addition von altem
Wert plus Zuwachs. Bei einer Wachstumsrate von p=15%=0,15 gilt:

z(1)=2z(0)+2(0}-0,15=2(0)-[1+0,15] =z(0)-q
=q
Allgemein: z(1=2z(0)+z(0)-p=2z(0)-[1+p]=2(0)-q also ist q=1+p !
=g
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Geometrische und arithmetische Reihen

Definition 49:

Zu jeder Folge { a, } kann man Teilsummen berechnen:

g4 = aq
S>=aq+a d.h. sh=s1+ a5
Sz3=aq +a»+ as d.h. s3=s>+ a3

Die Folge dieser Teilsummen nennt man eine Reihe.

Definition 50:

Verwendung des Summenzeichens
9
Y a=a,;+a,+a, +a, +a,
i =1

Gelesen: Summe fur i=1 bis 5 Uber a; .

Beispiel 169:

Die Folge a,.=n mit 1 ;2 ;3 ;4 ;95 ; ...
ergibt diese Reihe:

S1=1

s,=1+2=3

s3=1+2+3=6

s4=1+2+3+4=10

USW.

Es qilt allgemein: s_ =

1 2
n 2

n“+1In (Beweis spéater)

Beispiel 170:
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1 L1 1 1 1
— mit ; : ; y e
n(n+1) 1.2 2.3 34 4.5
ergibt diese Reihe:

Die Folge a, =

1 1 1 4 2 1T 1 1 6+42+1 9 3 |
Sq:f_: 32:_+_:_:_1 53:_"'_ -_— = = — =, ...
2 2 6 6 3 2 6 12 12 12 4

Es gilt allgemein:
S, = ' Der Beweis wird schwer !
n+1

Arithmetische Reihe
Definition 51:

Die zu einer arithmetischen Folge gehérende Folge der
Tellsummen heil3t eine arithmetische Reihe.

Dies ist nun ein Prinzip, das man auf jede arithmetische Folge anwenden kann:
c) Die Folge sei an=4n+1.,also 5:9:13:17:21: ..

Wir wollen die ersten 30 Glieder dieser Folge addieren, d.h. die Summe s3g ist
gesucht. Dazu mlssen wir zuerst a,; =4-30+1=121 berechnen.

Sxp= 5 4+ 9 + 13 + ..+ 113 + 117 + 121
$p=121 + 117 + 113 + ... + 13 + 9 + 5

2.5, =30-126 = s,,=15-126 =1890

d) Daraus machen wir nun eine Formel. Man sollte jetzt erkennen, dall bei n
Summanden n Summen auftreten, die alle so grof? sind, wie a,+a,_:

s,=a, + (a,+d) + [a1+_€2\’_d]+....+|[_'a1—(n—3)d}—[a1+(n—2)d)+(a1+(n—1}d}

' \

— W K

dpn_o ap_q

- anv—3
s (a1+(n—ﬂd}+[a1_+(n—2)d}+(a1ﬁn—3}d]—.... + (a,+2d)+(a,+d) +a,

n=

Auf Grund der unterschiedlichen Lénge dieser Summanden-Terme kénnen die nicht
sauber untereinander stehen. Daher zeigen die Pfeile, wer zusammengehdrt.
Rechnen wir also nach:

a,+a, =a,+(a,+(n-1Nd)=2a,+(n-1)d
a,+a,,=(a,+d)+(a,+(n-2)d)=2a,+(n-1)d

a,+a,, =(a,+2d)+(a,+(n-3)d)=2a,+(n-1d

usw.

Zwischenergebnis: 2-s =n-(a,+a_ )=n-(2a,+(n-14d).
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Es folgt: s, =2(a,+a,)="2(2a, +(n-1)d)

Wenn man das ausmultipliziert, erhédlt man s, =na, +in’d-Idn=1d-n’ +(a,-d)-n
also einen quadratischen Term. Doch diese Formel merkt sich keiner. Man sollte fies
jedoch wissen:

FUr eine arithmetische Reihe qilt:
s, =3(a,+a,) (1)

spn=%(2a+(n-1d) (2)
sp ist ein quadratischer Term.

Die Formel (1) ist leicht zu merken, wenn man das Gaullsche Prinzip kennt.

Aus (2) folgt Ubrigens s, =2-2a+2(n-1)d=na+1dn’-ldn=1dn*+(a-1d)-n
Also ist s, stets ein term dieser Bauart: s, =r-n*+s-n Ein Absolutglied ist also
nicht vorhanden !

(Y
Beispiel 171:

Berechne die Summe der natlrlichen Zahlen von 17 bis 63

Die konstante Differenz d = 1 zeigt, dal eine arithmetische Reihe vorliegt.
Wir mussen zuerst herausfinden, wieviele Glieder addiert werden sollen.

Hier hilft das Lattenzaunprinzip. Haben wir 4 Lattenzaune, dann befinden
sich darin 3 Zwischenrdaume. Tragen also die Latten die Nummern

17,18 ,19, 20 dann erhalten wir durch Subtraktion 20 - 17 =3 die Anzahl
derZwischenrdume. Folglich sind es 4 Latten.

Hier tragen die Latten die Nummern 17 bis 63, also liegen 63 - 17 =46
Zwischenraume vor, d.h. wir haben 47 Zahlen zu addieren.

sﬁ=17+18+...+53=g(17+53)=g-BU=4?-4D=188G
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Geometrische Reihen

Herleitung der Summenformel:

\on einer geometrischen Folge mit der Berechnungsvorschrift

ap=aq

kdnnen natdrlich auch Teilsummen berechnet werden. Die Berechnungsformel fur
die geometrische Reihe entsteht durch einen einfachen Rechentrick: Man schreibt
zuerst die Summe auf, und darunter die g-fache Summe, die man dann subtrahiert:

sn=a<iﬁj<-:a1q3+...+a1q’<alq\"'; (1)

qs, = aiqta;g°+aq+...+a;q" 2 +a,q" ' +aq” (2)

n—1

(1) = (2): Sh—qsn=aj—aiq"

Alle untereinander stehenden Summanden der rechten Seite sind gleich und fallen daher bei
der Subtraktion weg. Nun klammert man links und rechts aus und erhélt:

sn(1-q)=ai(1-q")
Daraus folgt:

4, g

1
:a1- 1

Beispiel 172:

Eine geometrische Folge wird durch a; =16 und g = "> definiert.

Dann kdnnen wir zunachst einmal die Folge aufschreiben:

ai = 16: E:lg='|5*”2=3: az=4;, as=2; as=1; .. as=1f2: a,'.-'=1f4...
und die allgemeine Berechnungsformel wird zu

an:a1'qn_1 :16+(%)I1—1 :24'2—n+1 :25—[]

DieIPartiaIsummen dazu sind

5S¢ = ay =16
S, =a+ as =16+8=24
Sy ay+ax-a; =24 +4=28

S4=ay+ta.az;+ay;=28+2=30
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Flr gréRere Teillsummen empfiehlt sich die Verwendung der Berechnungsformel flr
die geometrische Reihe:

s :a1-1_q :a1-q =
1-9 q-1

Da hier g <1 ist, verwenden wir die erste Bruchdarstellung und erhalten:

1—(1)8
Sg =15-—11£=32-{1—(%)5)=32-(1—ﬁ)=32%=31,5

.1_ 1320
Oder Sy = 16- =2 _35.[1- (L] = 3232 (1) ~ 31999 969

1

s, :16-1;_(#:32-(1—(%}”)

Beispiel 173:
Berechne das Ergebnis der geometrischen Reihe 1+4+ 16+ ... + 4" .

Wir mUssen zuerst die geometrische Folge genau identifizieren:

ai=1, q=4 (denn der Quotient aufeinanderfolgender Zahlen ist immer 4)
ferner werden 11 Zahlen der Folge aufsummiert.

Es sind 11, weil man die Reihe auch so schreiben kann: 4°+4" + £+ + 4"
also liegen 11 Summanden vor. Jetzt verwendet man die Summenformel:

4" 1 4" _1
4-1

=1398101

sy =1

Beispiel 174:

Berechne 4+2+1+...+ /3 .

Identifizierung der geometrischen Folge:

ai=4; q='/2. Um die Anzahl der Summanden zu ermitteln, schreibt in
diesem Fall alle Zahlen der Folge als Zweierpotenzen: 27 +2'+2% 4+, +27°
Durch Subtraktion der Exponenten 2 - (-5)=7 erhalt man die Zahl der
Zwischenraume (also der Pluszeichen), folglich ist n = 8.

Wem dies suspekt erscheint, der verwende die Berechnungsformel flr die

Folge: ap=ar;q"" dh. L=4-(<L)"". Wir schreiben die ganze Gleichung

in Zweierpotenzen um: 272 =2%.2" =
Durch Exponentenvergleich folgt -5=-n+3 dh. n=8 1
1-(3)° s
S =4 ——5—=8:(1-(3)")=8-(1-%)=8-F = F I
2
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Beispiel 175:

Berechne: 3_E+i_ :

+oi b ——
5 25 390625

Identifizierung der Folge:

ap =3: q:a_zz—i:—l

a, 5.3 5

Berechnung von n:

Man sucht mittels Taschenrechner, welche Flnferpotenz die Zahl 390 625 ist
und entdeckt 5° = 390 625.

Da zu a; der Nenner 5° ,gehért” und der letzte Nenner 5° ist, liegen 9

Summanden vor, d.h. n=9

Also kann man die Summe sg berechnen:

J==="
. (—s) =3.§(1+(1)9}:E{1+(1}9};:2,500.001.3
1+1 6 5 2 5

Beispiel 176:

Umkehrung der Aufgabe:

Gegeben ist eine geometrische Reihe durch s, =8 - 0,5 -3,
Welche geometrische Folge liegt ihr zugrunde ?

Man berechnet zuerst s und s> :

51=8—{%]‘2=8—4=4 dh. a;=4 (1)
szza—(%}“=8—2=6 dh. aj+ax=6 (2)
Aus (2) - (1) folgt a; = 2.

a 2 1
Also gilt ——2 _ = __
? d a, 4 2

n—1 1 yn—1 2 —-n+1 3-n 8

a,=a, q =4-(5) =2°-27'=2 =?

Beispiel 177:
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_ =n-1 1
S, =2 -+
a1 1 _ 1 1_ 1 N
S = 27 - 4 2 4 4 d.h a, =+
S;=1-3=% dh. a,+a,=2
Also wird az=%
a, =
q==-iL__.;;.= 2
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Summenzeichen, Produktzeichen, Binomialkoeffizient und Fa-
kultat

Summenzeichen

Summen Uber endliche oder unendliche Reihen kénnen statt mit Auslassungspunkten
auch mit dem Summenzeichen notiert werden.

Schreibweise mit Auslassungspunkten:
1+2+3+--4+99+100

Schreibweise mit Summenzeichen:

Definition 52:

Die allgemeine Schreibweise einer Summe ist:

n

z:ai=am+am+1+---+an

i=m
Eine Summe besteht ausfolgenden Komponenten:
2:Summenzeichen und die Festlegung der Rechenoperation fir die Folge
i: Laufindex oder Zahlvariable mit Anfangs- und Endwert.

a;: Berechnungsformel

Beispiel 178:

Z(i—l)=(2—1)+(3—1)+(4—1)+(5—1)+(6—1)+(7—1)
i=2

=14+2+34+4+5+6=21

Rechenregeln

n

Za=(n—m+1)-a

i=m

Beispiel 179:

7
Z4=(7—3+1)-a=7-4=28

i=3
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Definition 53:

n n
cra=c a
1=m 1=m
Beispiel 180:
a; =2;a, =4;a3 =6;a, =9;c=2
4
ZZ aj=22+24+4+2-6+2-9=2-2+4+6+9)=2-21)=2"- Zal
i=1 i=1
Definition 54:
n n n
D@b)=> @)t ) (b
1=m 1=Im 1=m
Beispiel 181:

al :3'32 = 5'a3 :6b1 :5b2 :_2b3 :4 C:2

4

ZZ a;=2'24+2-44+2:-6+2-9=2"- 2+44+6+9)=2-(21)=2" Zal

i=1 i=1
3

3 3
z(ai+bi) =z(ai)+2(bi) —(3+5+6)+(B—2+44)=14+7 =21
i=5 i=5 i=5

Definition 55:

m
aj = Z a1 firk<m<n

i=k i=k i=m+

Beispiel 182:
4

Ziz=12+22+32+42=1+4+9+16=30
i=1
4 2
Z‘2=ZIZ+Z = (12 4 22) + (32 + 42) = 5 + 25 = 30
1 1

i= i=

Folgende Regeln gelten nicht, diese werden aber falschlicherweise oft verwechselt.

Definition 56:

m m m
Zai-bithai-Zbi mitm > 1
i=1 i=1

i=1
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Beispiel 183:
a1=3;a2=5;a3=6;b1=5;b2=—2;b3=4
3
Zai-bi=3-5+5-(—2)+6-4=29

i=1

3 3
ai-Zbi=(3+5+6)-(5—2+4)=14-70
i=1 i=1
Definition 57:
m m 2
Z a’ # (Z ai>
i=1 i=1
Beispiel 184:

al=3;az=5;a3=6
3
zaiz=(32+52+62)=9+25+36=7O

i=1
m 2
(Zai> =(B+5+6)% =142 =196

i=1
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Produktzeichen

Das Produktzeichen m wird dazu benutzt, um die Schreibung von Produkten abzukiir-
zen.

Definition 58:

m
| |ai=a1.a2-....am
i=1

Rechenregeln

Definition 59:
m
Ha — am—k+1
i=k
Beispiel 185:
4
[[3=311=3t =81
i=1
Definition 60:
m m
1_[ c-ay = cm kL 1_[ a
i=k i=k
Beispiel 186:

a1:3;a2:5;a3:6
5.2,=5:3:5:5:5-6 = 11.250

3

i=1

m 3
et ] Jay =541 [ai =53 -5-6) = 12590 = 11.250

i:k i=1

Definition 61:
ﬁ(ai "b;) = ﬁ(ai) 'ﬁ(bi)
i=k i=k i=k
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Beispiel 187:
a, = 3;a2 = 5;a3 = 6,b1 = S,bz = _2,b3 =4

l_l(ai b)) =(3-5)(5:(=2)) - (6-4) =15-(—10) - 24 = 3.600
i=k

@)-| ) =3B"5-6)-(5-(-2)-4) =3.600
el ]

i=

Definition 62:
m m 2
[Jor=([ ]«
i=k i=k
Beispiel 188:
a; =3;a,=5a;=6
3
ﬂaf =32.52.62 =8.100
i=1
m 2
2| —(2.2.4)2 —
(ﬂ%’) =(3-5-6)*=8.100
i=k
Fakultat

Eine Multiplikation von verschiedenen Zahlen, beginnend bei Eins und fortlaufend,
nennt man auch Fakultat. Dies ist eine verkirzte Schreibweise fiir das Produktzeichen.

Definition 63:

n

| |ai=a1-a2-----am=n!

i=1

Beispiel 189:
6!=1:2-3-4:-5:-6=720
Binomialkoeffizient

Der Binomialkoeffizient ist eine mathematische Funktion, mit der sich eine der Grund-
aufgaben der Kombinatorik |6sen lasst.

Definition 64:

1
Pt =x5

Beispiel 190:

(469) — 13.983.816
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Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen, die die Potenzen %, ', %, ... einer Unbestimmien x enthalten,
wie zum Beispiel

l+z+2+2 4+ + ...
oder , i
v DTy
- — — —_—
2 (7] 24

Eine Potenzreihe ist cine Reihe der folgenden Form

o0
Plz) = E aprt® = ag + @z +agx® +asz® + -t apzt + ...
k=0

mit einer Variablen r und (konstanten) Koeffizienten ag, ay, aq, ...

Viele wichtige ingeneurmathematische Funktionen lassen sich durch Potenzreihen darstellen
(oder: jin Potenzreihen entwickeln®, wie man auch sagt).

Drei wichtige Potenzreihen-Beispiele
e" ]{ri%T{JT:Jr;_: ilzm;;._f
sin (&) = x rT: | %1. ";;: = i{ ”iu_{i-f*: 11:”
cos (x) = 1 ;—f [ IT: ":'TT boeaes g{ ljk_{:-:r

Wieso das so ist und wie man die Potenzreihenentwicklung einer Funktion finden kann,
werden wir bald noch sehen.

Wenn man die Potenzreihe einer Funktion nach der n-ten Potenz abbricht, erhalt man
eine Naherungsformel fir diese Funktion.

Je mehr Terme man dabei berlicksichtigt, umso genauer ist diese Naherungsformel.

Aullerdem spielt die GrolRe von x eine wichtige Rolle: je ndaher x bei Null liegt, umso
genauer ist ebenfalls diese Ndherung.

Das bedeutet: will man Naherungen haben, die auch fiir groRere x-Werte genau sind,
so muss man entsprechend héhere Potenzen der Reihenentwicklung bericksichtigen,
darf die Reihe also erst spater abbrechen.
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Beispiel 191:

Beispiel
Bricht man die Sinus-Reihe gleich

nach dem ersten Term, d.h. nach der

Potenz x', ab so erhilt man

sin (x) ~ x

Diese Niherung (lincare Niherung
durch die Tangente) ist natiirlich nur

fiir kleine Werte von & su gebran-
chen, Siche das nebenstehende Dia-
TEAITIITL.

Beispiel 192:

Beispiel
Bricht. man die Kosinus-Reihe nach
dem quadratischen Term ab, so er-
gibt sich

2

cos(z) =1 2
Die Niherungskurve ist eine nach
unten gedllnete Parabel, die sich in
den Bogen der Kosinus-Kurve in der
Umgebung des zentralen Maximums
bei x = 0 einschimiegt.

Beispiel 193:

Beispiel
Bricht man die Kosinus-Reihe nach
dem Term vierter Ordnung ab, so

e :(;4

&

cos(z) =1 2 +24
Man sicht, wie die Naherungskur-
vee nun iiber einen elwas grikeren
Bereich in der Nihe der Kosinus-
Kurve bleibt, bzw. entsprechend bes-
sere Naherungswerte liefert.

Niaherung erster Ordnung [ir sin (x)

™

=X

y=sin (x)

AN

Nitherung zweiter Ordnung fiir cos (x)

AN

y=cos (x)

N7

y-1- &

Niherung vierter Ordnung fiir cos (x)

A

N

y=-cos (x)

225-267




Schauen wir uns nun noch einmal unser allererstes simples Beispiel einer Potenzreihe an:
Piz)=14z+224+2°+...

Wird dadurch auch eine Funktion dargestellt, wie ja die Bezeichnung P (z) suggeriert? Und,
wenn ja, welche? Wenn wir einzelne Werte fiir # einsetzen, erhalten wir z.B.

() erebe () ity
()1 () () ()

1
I%s ergibt sich ja jedesmal eine geometrische Reihe. Der eingesetzte Wert & entspricht dem
konstanten Quotienten ¢. Die Reihe konvergiert, wenn der eingesetzte z-Wert betragsmaikig

kleiner ist als Eins. Also generell:
1
falls — 1 <z < +1

Pz)=1+z+22+2*+--- —
1
s mitz #

Diese Potenzreihe stellt also in der Tat eine Funktion dar, namlich die durch y -
1 beschriebene Funktion, ABER die Darstellung beschrinkt sich auf den Konvergenzbereich

| < x < +1 dieser Potenzreihe.

VS

P (x) =1+x+24%+. . .

' Konvergentbereich _::1
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Dieses Phinomen ist typisch fiir Potenzreihen im allgemeinen:

Konvergenzbereich einer Potenzreihe

Jede Polenzreihe

e %]
Z apz* = ag + a1 + apx® + asz® + ...
=)
besitzt einen sogenannten Konvergenzradius R mit 0 < R < oo, Es gilt:
e Innerhalb des Intervalls — R < x < + R ist die Reihe konvergent.

e Aukerhalb, also fiir ¥ < — R oder x > + R, divergiert die Reihe.

(Fiir die Randstellen # = — R baw. @ = + R ist eine allgemeine Aussage nicht
moglich.)

Ubrigens kann man in einigen Fillen den Konvergenzrading aus den Koellizienten ay folgen-
dermaken berechnen: Man bestimmt den Grenzwert!

S ¢} = lim 11

koo |y |

Wenn das gelingl, so ist 7 einfach der Kehrwert:

"3

Beispiel Konvergenzradien zur geometrischen sowie Exponential-, Sinus- und Kosinus-Reihe.
e Die peometrische Reihe |+ x + 2% + 2% + ... hat den Konvergenzradius 7 — 1.

s Die Reihenentwicklungen von ¢”, von sin (x) und von cos (z) haben jeweils den Kon-
vergenzradiug [ — oo, Diese Reihen sind diberall konvergend.

Beispiel Die Reihe » k% 2* = 14+ 2+ 42% 4+ 272° + 25627 + .
k=0
... hat Konvergenzradius 0: sie ist nirgends konvergent (auker natiirlich bei = = 0).

Rechnen mit Potenzreihen

Im Inneren des Konverbereichs der beteiligten Reihen lassen sich Potenereihen®
addieren, subtrahieren, multiplizieren, diflerenzieren und integrieren wie Polynome.
Der Konvergenzbereich der Ergebnisreihe ist jeweils mindestens so grok wie der
kleinste der beteiligien Ausgangsreihen.

“Nur beim Dividieren mmss man etwas vorsichtig sein . ..
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Beispiel Ableitung der Exponentialreihe
Wir gehen aus von der iiberall konvergenten Reihenentwicklung
2 3

I
_1+£+E+§+_+ Z“

die wir Term [fiir Term dilferenzieren:

Do _gprp iz 3o 4o
dz 2 3l 1l
53 73
0+1+ = + o + e +...
Wir erhalten das wohlbekannle Resultat:
d ef = ¢f
dz '

Beispiel Reihenentwicklung fir sin(x) — x - cos ()
Da die beteiligten Reihen iiberall konvergieren, sind unsere Rechnungen fir beliebige -
Werte giilllig. Wir gehen aus von der Sinus-Reihe:

J..i T it 'ﬂ? o kA1
sin (@& _,r——+—_—_|__
(@) 3507 ; (2k+1)
und der mit 2 multiplizierten Kosinus-Reihe:
P Q- 7 ] o s
T x
T8 =r——+— — =+ — — 1
(=) taoatE ot kz_;( T

Wir berechnen die Diflerens Polens [ir Potenz und Koellizient fiir Koellizient. Der z-Term
[illt dabei vollstindig herans. Ks ergibt sich

| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 s
o2 50 4 307 6 840 9 8! 45360 o
und man erhialt die fir alle @ konvergente Reihenentwicklung

.T."II :ﬂ.'l _’fj? _1';1; — k I‘J‘.&l 1

sin (&) — & - cos (& —_—— = —— —, 1y*.

() —w-cos(x) =~ 551 56 15360 | g( N T TR
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Beispiel Die Arkustangensreihe
Wir gehen aus von der fiir —1 < x < +1 konvergenten geometrischen Reihe

1

=144+ +23+...
l—=x

und ersetzen dort z durch —z*. (Esist —1 <z < +1 4» —1 < —2* < 1.) Wir bekommen

1

m l—$2+$4—$ﬁ+_,..

Durch Integration erhalten wir eine Reihendarstellung des Arkustangens:

dx

arctan (X) = f *_1

1}111'2

X
[ [J—;t:“-l—.rd—mﬁ+—...J dx
1]

Nach dem Leibnizkriterium ist die Reihe iibrigens auch noch aul dem Rand fiir X' = 1
konvergent. Man erhilt:

1 1 1
N 1 -115 $| -+ = arctan (1) = —
.o~k 12 3 4 3
Beispiel ZF statmtgt =1

k=1
Wir gehen wieder aus von der geometrischen Reihe

%)

. 1
Doakedtatat oty
1—x
P
die wir Term [ir Term dillerenzicren
d 1 1

[+ ]
k* ' 14204322+ = — -
g del—x  (1-1x)°

und anschlickend mit z multiplizieren

i a
Z.&:;ﬂ% T4+20% 4+ 35 - -

k=) (1-a)’

Die Reihen konvergieren fir 1 < & < |1, sodass wir = l{ cinselzen diirfen. Das ergibt

ok S (L) o e k3
;:;* kzl' (:i) (1 1fs)° 1

0 (%a)*
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Hier beschaftigen wir uns mit Potenzreihen sowie mit der Bestimmung des Konvergenzradius
von Potenzreihen.

Um direkt zu den Aufgaben zu kommen klicke hier!

Eine allgemeine Potenzreihe hat immer die Form:

= ]

Z fL,r(:!' — :!'U]I"

n=()

wobei a eine beliebige Folge im reellen oder im komplexen ist. x, wird als der sogenannte
Entwicklungspunkt bezeichnet und ist fest gegeben.
In der Regel interessieren wir uns dafiir, fiir welche x diese Funktion konvergiert, das bedeutet
hier also auch, wo sie iberhaupt richtig definiert ist.
Es gilt: fix) konvergiert entweder nur in x; oder auf einem bestimmten Intervall (im Falle einer
reellen Folge) bzw einem Kreis (im Falle einer komplexen Folgen) um %y herum oder sie
konvergiert auf allen reellen bzw komplexen Zahlen.
Die betragsmalig grokte Zahl, fur die qgilt, dass alle betragsmakig kleineren Zahlen
konvergieren wird als der Konvergenzradius R bezeichnet:

X

R = sup |:!' — :!'n| Zﬂ,"[:«" —_ ;j'ﬁj”

n=()

Wichtig ist hier, dass die Potenzreihe fir R selber nicht unbedingt konvergieren muss, sondern
nur fiir alle Zahlen, die betragsmaBig kleiner sind als R! Die Menge, auf der f(x) konvergiert
kann also offen sein (muss es aber nicht).

Fir die Berechnung des Konvergenzradius einer Potenzreihe gelten grundsatzlich natirlich die
gleichen Regeln, wie fir alle anderen Reihen auch.

Am einfachsten |asst sich R jedoch mit folgenden Formeln berechnen:

) il
B = lim -

TE=—F 20

Ip41
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Das ist die Formel von Euler und ist meist relativ einfach anwendbar, fithrt aber leider nicht
immer zum Ziel, wihrend die Formel von Cauchy-Hadamard immer funktioniert:

1

i sup,,, ( ¢/fm,)

R =

wobei der lim sup nichts anderes ist als der grofite Haufungspunkt der Folge - im Falle einer
konvergenten Folge also gleich dem lim.

Als Beispiel berechnen wir den Konvergenzradius der Exponentialfolge:

flx) = explr) = Z ;—1

n=()

Entwicklungspunkt in diesem Fall - und in vielen anderen Fallen ebenfalls - ist einfach 0. Wir
betrachten also nur die Folge:

1

iy, = —
71!

Mit der ersten Formel sind wir schnell fertig:

L 1
) ) = ) (12 + 1)! )
R = lim = lim |——| = lim |————| = lim [n+ 1| =
i 7 | T St I:n-i-—l}' = -11_1, RS Saet

Die Exponentialfunktion ist also auf allen reellen Zahlen definiert (was wir auch schon vorher
wussten...)

Eine praktische Anwendung der Potenzraihen ist, dass sie innerhalb des Konvergenzradius
komponentenweise integriert werden diirfen, was normalerweise nur fir endliche Summen
gilt. So kann man beispielsweise auch durch Integration und Rickdifferentiation den Wert
einer Reihe bestimmen!

https://homepages.thm.de/~hg12496/b2/02.01-potenzreihen

http://www.mathe-online.at/mathint/potr/i.html

http://mathe-im-studium.de/mathestudium/potenzreihen/
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Taylorreihen
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Fourierreihen
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Differentialgleichungen

Einleitung

Differentialgleichungen spielen in der hoheren Mathematik und Physik eine wichtige
Rolle, werden aber nicht vom Lehrplan der gymnasialen Kollegstufe erfasst und sind,
wenn Uberhaupt, lediglich ein Randthema in den Analysisstunden.

Das Bemerkenswerte an Differentialgleichungen ist, dass vor allem Veranderungen von
bestimmten Groen relativ einfach als Differentialgleichung formuliert werden kon-
nen, was die Berechnung wesentlich vereinfachen kann.

Die vorliegende Arbeit will nun zunachst in das Gebiet der gewdhnlichen Differential-
gleichungen einfiihren, wichtige Grundbegriffe erklaren, Lésungsmethoden fiir Diffe-
rentialgleichungen aufzeigen, wobei auch mathematische Sonderfille wie die
Bernoulli’sche und Riccati’sche Differentialgleichung behandelt werden, anschliefend
auf einige praktische Anwendungen von Differentialgleichungen aus der Physik, Biolo-
gie und der zwischenmenschlichen Kommunikation eingehen und schliellich zwei Al-
gorithmen zur numerischen Losung von Differentialgleichungen vorstellen.

Dabei werden die einzelnen Themenschwerpunkte durch Beispiele und Graphen ver-
deutlicht; Losungsmethoden, Gleichungen und Modelle werden nachvollziehbar herge-
leitet.

Wo aus Griinden der Komplexitdt des Themas die Behandlung nicht mehr moglich ist,
wird auf weitere Literatur verwiesen, so dass man, falls Interesse bestehen sollte, auch
selbststandig weiter in die Materie vordringen kann.
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Definition einer Differentialgleichung

Die ersten Gleichungen, denen man begegnet, sind solche wie
1+1=2o0der 2-3=6

Der Term auf der linken Seite ist gegeben und der Schiiler hat die Aufgabe, die Losung
auf der rechten Seite einzusetzen.

Spater lernt man dann, Gleichungen der Form
x?—-2x-3=0
zu l6sen, beispielsweise mit der quadratischen Losungsformel:

L (D413
1/2 21

folgt
X, =—1 und x,=3
Wir beschéaftigen uns zundchst weiter mit der Gleichung x? —2x—-3=0

Diesem Problem kann man nun eine geometrische Bedeutung geben, indem man die
Gleichung durch eine Funktion mit der Zuordnungsvorschrift

y(x) =x*>—-2x—-3=0
ausdrickt und nach den Nullstellen dieser Funktion sucht.

Die Zahlenpaare (-1;0) und (3;0) stellen Punkte auf der x -Achse und gleichzeitig auch
die Losungen dieses Problems dar.

Wird y keinen solchen Beschrankungen unterworfen, so erhdlt man unendlich viele
Zahlenpaare (x;y), die die Gleichung erfiillen und den Graphen der Funktion, in diesem
Fall eine Parabel (siehe folgende Abbildung), bilden.

¥

4

y=x%-2x-3
Nun wird die erste Ableitung der Funktion betrachtet:

y'(X) =2x—-2
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Ware nur diese letzte Gleichung gegeben, so stiinde man jetzt vor der Frage, wie die
urspriingliche Funktion y(x)lautet. Gelingt die Beantwortung dieses Problems, so hat
man schon eine erste, sehr einfache Differentialgleichung gelost.

Da die Differentialgleichung durch das Ableiten einer Funktion entstanden ist, liegt es
nahe, die Lésung mit Hilfe der Integration zu suchen. Beide Seiten werden nun unbe-
stimmt nach x integriert:

[y (x)dx = [ (2x—2)dx
Man erhalt:
y(X) +k =x% —2x+1 mit k,l eR

und ersetzt die Differenz der Integrationskonstanten k und / durch eine neue Konstante
c:

Aus
y(X) =x? —2x+ (1 —Kk)
folgt
y(x) =x* —2x+cC mit ceR
T ¥ flx)=x"2-2%x43
fixFx"2-2%x+4
f(x)=x"2-2%x42

fixx"2-2%x+1

AN : : )

|
4 6 g

[ E

!
1
-2

Die Losung der Differentialgleichung y’(x) =2x—2ist also eine Parabelschar mit einer

willklirlichen Konstanten. Da sich die urspriingliche Parabel in dieser Schar befinden
muss, setzt man beispielsweise einen bekannten Punkt von vorher ein:

Einsetzen von (-1;0)
0=(1?—-2(-D+c
zeigt, dass ¢ den Wert ¢ =—3 annimmt; man erhalt also wieder die Parabel

y(x) =x* —-2x—-3
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Auch das Einsetzen eines beliebigen Punktes
R (%01 Yo) = (%0: X — 2%, —3)

der urspriinglichen Parabel fihrt auf

X2 —2x,—3=x%x2—2x,+C

und damit wieder auf ¢ =-3.

An Hand dieses einfachen Beispiels lassen sich bereits einige wichtige Begriffe erklaren:
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Definition 65:

Als Differentialgleichung bezeichnet man eine mathematische Gleichung fiir eine ge-
suchte Funktion von einer oder mehreren Variablen, in der auch Ableitungen dieser
Funktion vorkommen.

Beispiel 194:
f(x) = f'(x)
Allgemeine und partikuldare Losung

Definition 66:

Da die Losung der Differentialgleichung durch Integration erhalten wurde, werden die
Losungen einer Differentialgleichung auch ihre Integrale genannt.

Definition 67:

Eine Differentialgleichung zu I6sen heiRt demnach, alle Funktionen y(x) zu bestimmen,
die mit ihren Ableitungen in die Differentialgleichung eingesetzt fir alle x der Schnitt-
menge der Definitionsbereiche der Funktionen und ihrer Ableitungen eine wahre Aus-
sage ergeben.

Dies setzt natlrlich voraus, dass als Losungen lediglich differenzierbare — und damit
stetige — Funktionen in Frage kommen.

Weiterhin werden in diesem Skript lediglich reelle Funktionen betrachtet.

Im Beispiel y(x) =x2 —2x+c erhielt man zundchst in eine unendliche Menge von Funk-
tionen, die die Differentialgleichung y’'(x) =2x—2 erfillten und sich nur durch eine
willktrliche Konstante unterschieden.

Definition 68:

Die Gesamtheit dieser Funktionen wird als allgemeine Losung oder allgemeines Integral
der Differentialgleichung bezeichnet, wohingegen eine einzelne Funktion der Schar
partikulare Losung oder partikuldres Integral genannt wird.
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Anfangswertproblem

Die partikuldre Losung y(x) =x2? —2x—3 wurde im Beispiel durch die Bedingung erhal-
ten, dass die Losungskurve durch einen bestimmten Punkt Po gehen sollte.

Definition 69:

Einen solchen vorgegebenen Wert y(x, )=y, bezeichnet man als Anfangswert. Eine

Differentialgleichung mit vorgegebenen Anfangswerten wird als Anfangswertproblem
bezeichnet.

Begriff der Differentialgleichung (DGL)

Bei den Differentialgleichungen handelt es sich um Gleichungen, die zur Berechnung
einer bestimmten Funktion dienen.

Diese Gleichungen kénnen die gesuchte Funktion oder die unabhangige Veranderliche
enthalten.

Das wesentliche einer Differentialgleichung ist aber, dass in ihr mindestens eine Ablei-
tung der gesuchten Funktion auftritt. Folgende wichtige Aussagen gelten fiir Differen-
tialgleichungen:

e Jede Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen der gesuchten Funktion enthalt,
heillt eine Differentialgleichung.

e Jede Funktion, welche die Differentialgleichung erfillt, ist eine Losung oder ein In-
tegral der Differentialgleichung.

e Tritt in einer Differentialgleichung die n-te Ableitung der gesuchten Funktion als
hochste Ableitung auf, so nennt man die Differentialgleichung von n-ter Ordnung.

e Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthalt genau n
unbestimmte Integrationskonstanten
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Gewohnliche Differentialgleichung, Ordnung der Differentialgleichung
Definition 70:

Kommen in einer Differentialgleichung nur Ableitungen von lediglich einer unabhangi-
gen Veranderlichen vor, so bezeichnet man diese Differentialgleichung als gewdhnliche
Differentialgleichung n-ter Ordnung, wobei n der Grad der hdchsten ist.

Beispiel 195:

X'y +y=0

Lineare Differentialgleichungen
Definition 71:

Treten weiterhin die unbekannte Funktion y(x) und ihre Ableitungen y'(x), y''(x),” usw.
nur in der ersten Potenz auf und nicht in gemischten Gliedern wie beispielsweise
y(x)-y'(x), so bezeichnet man diese Differentialgleichung als gewéhnliche lineare Diffe-
rentialgleichung n - ter Ordnung.

Beispiel 196:
y'—a-x'y=0
Explizite und implizite Differentialgleichungen

Des Weiteren kdnnen Differentialgleichungen in explizite und implizite Differentialglei-
chungen eingeteilt werden, wobei jedoch in der Literatur verschiedene Definitionen
verwendet werden.

Wahrend einige Autoren definieren, dass eine Differentialgleichung genau dann , expli-
zite Differentialgleichung” hiee, wenn sie nur nach der hdchsten vorkommenden Ab-
leitung auflésbar sei, kann man auch oft die Definition finden, dass eine Differential-
gleichung genau dann ,explizite Differentialgleichung” hielRe, wenn sie bereits nach der
hochsten Ableitung aufgelOst ist; explizite Differentialgleichungen stellen also nach
dieser Definition lediglich eine Teilmenge der nach der hochsten vorkommenden Ab-
leitung auflésbaren Funktionen dar.

Da die Unterscheidung zwischen expliziten und impliziten Differentialgleichungen je-
doch nur zeigen soll, dass fir implizite Differentialgleichungen nicht die selben L6-
sungsverfahren verwendet werden kdonnen wie fir explizite Differentialgleichungen,
wird in dieser Arbeit nach der ersten, weiter gefassten Definition verfahren.

Definition 72:

Differentialgleichungen, die nicht nach der héchsten vorkommenden Ableitung auflds-
bar sind, heiRen , implizite Differentialgleichungen”. Somit heiBen dann Differential-
gleichungen "explizite Differentialgleichungen"” wenn sie nicht nach der hochsten vor-
kommenden Ableitung auflésbar sind
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Homogene und inhomogene Differentialgleichungen

SchlieBlich lassen sich Differentialgleichungen noch nach ihrer Homogenitat unter-
scheiden:

Zunachst geht man von einer einfachen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung aus:
a(x)y’'(x) +b(x)y(x) = c(x)

Aus der Eigenschaft ,1. Ordnung” folgt

a(x)=0

und man dividiert ohne Einschrankung der Allgemeinheit beide Seiten durch a(x):
Y'(X) + k(x)y(x) =1(x)

Definition 73:

Die Funktion c(x)beziehungsweise I(x) werden als Storglied bezeichnet.

Definition 74:

Ist c(x)=0 beziehungsweise |(x)=0, so bezeichnet man die Differentialgleichung als ho-
mogen, andernfalls als inhomogen.
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Der Existenzsatz von Cauchy

Nach dieser Klassifizierung der Differentialgleichungen ist noch festzustellen, dass es
nicht immer moglich ist, eine allgemeine Losung durch eine Formel auszudriicken.

Definition 75:

Nach dem Existenzsatz von Cauchy existiert jedoch fir die Differentialgleichung
y'(x) =f(x,y) (eine Differentialgleichung 1. Ordnung) wenigstens eine Losung, die den

Anfangswert y(x,) =y, erfillt und in einem Intervall um xo definiert und stetig ist,
wenn die Funktion f(x,y) in einer Umgebung G des Punktes (xo,Yo), die durch das Recht-
eck UX—X0| <a]xﬂy—yo| < b] festgelegt ist, stetig ist.

Dieser Existenzsatz gilt auch fiir explizite Differentialgleichungen n -ter Ordnung, da
diese immer auf ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickgefiihrt
werden kénnen, welches ein eindeutig bestimmtes Losungssystem besitzt.

Moglichkeiten der graphischen Darstellung von Differentialgleichungen

Die Tatsache, dass eine allgemeine Losung einer Differentialgleichung jedoch immer
von mindestens einer willkirlichen Konstanten abhangig ist, fihrt zu Problemen bei
der graphischen Darstellung der Losung von Differentialgleichungen.

Zeichnen von Differentialgleichungen

Schauen wir uns einmal die Differentialgleichung

y' —x% =y?

an und versuchen sie zu zeichnen.

Umstellen der DGL:

y' =x*+y’

Bereich wahlen

Nun missen wir den zu zeichnenden Bereich wahlen. Der Ausdruck

x? +y?

ist symmetrisch um Null, d.h. wenn man -x bzw. -y statt x bzw. y einsetzt, kommt wie-
der das gleicher heraus. Also nehmen wir doch einen Bereich um den Ursprung.

Es macht aullerdem Sinn, einen nicht zu groRen Bereich zu wahlen, da sich sonst die
einzelnen Strecken nicht groBartig unterscheiden. Wir legen also unseren Bereich als

-2<x<2 und -2<y<2
fest, d.h. dass wir auf der x- und der y-Achse Werte von -2 bis 2 betrachten.
Raster festlegen

Um nicht zu viel zu zeichnen, setzen wir als Raster einfach alle Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten fest. Manchmal nennt man den Abstand zwischen zwei nebeneinander lie-
genden Punkten auch Schrittweite. In diesem Fall ware das eine Schrittweite von 1.

Werte bestimmen und Steigung einzeichnen

Nun geht es ans Rechnen - und Zeichnen. Wir setzen jetzt Punkt fiir Punkt in die Funk-
tion
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f(x,y) = x% +y?
ein und zeichnen je eine kleine Strecke mit dem Ergebnis als Steigung ein.
Der Punkt (—2, 2) (links oben) ergibt in die Funktion eingesetzt
f(-2,2)= (-2 +2>=4+4=38

Also zeichnen wir bei (—2, 2) eine kleine Strecke mit Steigung 8 ein:

/ 2]

—9 1

Bei dem Punkt (—1, 2) (rechts daneben) errechnen wir
fL) =D +2=1+4=5

und zeichnen deswegen eine Strecke mit Steigung 5 an den Punkt

(—1,2).
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Das Anschmiegen einer Ldsung der DGL ist hier zu sehen:
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In der Literatur sind drei Grundmodelle der graphischen Darstellung tblich:

Die am hdufigsten verwendete Methode ist das Einzeichnen von kleinen Tangen-
tenstiicken, die das so genannte Richtungsfeld der Losungen bilden

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Tangentenstiicke durch kleine Vektor-
pfeile zu ersetzen.

Die dritte Methode ist das exakte Ausrechnen der allgemeinen L6sung und das
anschlielRende Zeichnen der Funktionenschar fir einige ausgewahlte Werte der
Konstanten
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Trennung der Variablen

Eine weitere relativ einfache Integrationsmethode ist die so genannte Trennung der
Variablen.

Definition 76:

Dieses Verfahren beschrankt sich auf gewdhnliche explizite Differentialgleichungen
erster Ordnung mit trennbaren Veranderlichen fir die Funktion y=y(x) , also Differen-
tialgleichungen der Form

y' =g(x)h(y)

g ist also ausschlieBlich von x ,h ausschlielich von y abhangig.

Beispiel 197:

X
@ =__. ;")"/.r.-a-.-av!- s L
! ¥ e B R
P R
4 5 FrAAry ooty
= Ay AU FF A A e Ry
=’}J-—-I=*I}il--IIdT:JT—-T'C P17 AT TSN
= = flldr 7 it
Ll T -
Py AW w7ty
o . IR R R RS
=x Ty =2C R e S S a
R R s At il i -
Dies ist eine Kreisgleichung (Formel 158VR). Bei der Lisungsmenge handelt es sich % % W e s pos> 77 7 7
: : . _— . WO R RR R e o
also um konzentrische Kreise um den Ursprung. Dieses Beispiel zeigt auch, dass es s wwwwwst o s roer s
nicht immer sinnvall ist, nach einer expliziten Form der Lédsung zu suchen, da uns y'=-xly
dann eine Kreishalfte verloren ginge.
Andem wir in der Differentialgleichung (2) das Vorzeichen: ¥ == so kiinnen wirden  w s s ==bR e oo r o s«
¥ W W WM TR R g e P A
B Tt ol
5 ; - LIRS
Rechenweg unter Beachtung des geanderten Vorzeichens idbernehmen und erhalten NENENE N Gl R A
. . . IR T TR NN S i A |
als Lésung Kurven der Gestalt _}‘1 -x%=2C, wobesi es sich um Hyperbeln handelt. NN A
i -
tlddrr e iy
A A L T
R N
Ez izt unmoglich, die Schonheiten der Nsfurgezetze sngemeszzen zu vemitfeln, wenn jemand dis FAAAF momrnma ™ Yy
- . R Y
Msthemstik nicht versteht. loh bedsure dss, sber ez izt wohl 20, e . Y
L C N it e Y
Richard Feynman },I"=)U'y
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Beispiel 198:

Mit dieser Methode lasst sich beispielsweise die Differentialgleichung
y'=y+1l6sen:

Wie man sieht, ist in diesem Beispiel g(x)=1 und h(y)=y+1.

Zunachst wird die Funktion h(y) auf Nullstellen untersucht, da ihre Nullstellen bereits
Losungen der Differentialgleichung darstellen.

Man findet die Nullstelle y, =—1 und damit die erste Losungsfunktion: die konstante
Funktion y=-1.

AnschlieBend wird nach dem Lésungsmuster vorgegangen:

y=y+1
Y1 y+1)
dx

dy _
jm__[ldx

n(y+1)=x+c ceR

X+C

y+1=e
ly+l=e*-¢°

man subst. ¢, = +e®

l1+y=c,e* ¢, #0

und schreibt fiir die allgemeine Losung (mit y(x)=-1)
y(x) =cie*—1;,ceR

Probe:

y'=y+1

c,e¥=ce*—1+1

c,e* = ¢y e¥
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Beispiel 199:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

. X
y -
y
Losung:
1
g(x) = —x und h(x)==
y
, 1
y
wy__,.1
dx y
ydy = —xdx
Jydy:j —xdx
2 2
LA S
2 2
y? =2c—x?2

X% +y?=2c

Setzt man 2c=r? so erkennt man aus der Darstellung

x?+y?=r?

fur das allgemeine Integral der Differentialgleichung, dass die Schar der Losungskurven

mit der Schar aller konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt des Koordinatensystems
identisch sind.
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Beispiel 200:

Wir wollen die Lésung der Differentialgleichung

mit der Anfangsbedingung 1(1) = 2 ermitteln.

y 1 1
Die Trennung der Variablen lasst sich leicht herbeifiihren: J| L —dy= I - —dx :3-;]1[‘14.',1-—;.:3 =-lnx+C
1+y* x 2

. + - ) K 3
:1_}3=e 2nx+2C _,-2Inx, 2C :‘.:1*}2=— [mltKZe‘C.K>[}]

—

X~

Durch Einsetzen finden wir fiir das Anfangswertproblem die Lésung £ = 5 und damit
ergibt sich

-1

Tt
]

3
*
Der negative Zweig der Wurzelfunktion kommt dabei nicht in Frage, dap(1)=2>0
gelten muss.

Beispiel 201:

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Differentialgleichung:

/_y
y _;(x;eo)

Losung:
, |
V=75V (x # 0)
X
dy )
dx  x2
dy dx
— =1 (y #0)
y X
[n|y| = —x'+cCc, CceR
Ayl — e—xl+c
1
yl=eT7 "

—y=e¢T-K mit K=, dh KeR\{0}.
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Beispiel 202:

Bestimmen Sie die Lésung der folgenden Differentialgleichung:

, y+1
y=jmltx>1
Losung:
, v+1 )
Vo= mit x > |
X —
/ dy 1 d (v £ —1
e —ax ’ _
v+l v ¥ )
Inly+1l=Injx—-1+C, CelR
v+ 1] =|x —1]e€
v+ 1] = —1)e®
y=—1l+@—1)-K, K== dh KecR\{0}.
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Beispiel 203:

Bestimmen Sie die Lésung der folgenden Differentialgleichung:

y' =—4x/y — 1, y=>1

Losung:

Trennung der Variablen:

dy

— = —4x/y—1

dx V)

dy
= = =— [ 4xdx, y=1
fm xdx, y=>

Das linke Integral berechnet man sofort, wenn man den Integranden in Potenzschreibweise
bringt.

=2/y—1=-2x*+C

C
= x4 =
y X +2

}*—1:(—,\:2+K)2, K:%
:}}!=l+(—x2—|—K)2

Wegen /y — 1 = 0 muss auch (—x2 + K) = 0 gelten.
Mit x? < K folgt K > 0.

Die allgemeine Losung wird gebildet aus der Kurvenschar

2
vix)=1+ (—x2 + K) fir |x| < vK

und der Geraden y(x) = 1, siehe Abbildung 3.1.
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Variation der Konstanten

Die Gleichung

y' +f(x) y+gx)=0

ist die allgemeine Form einer linearen inhomogenen Differenzialgleichung 1. Ordnung.
Hier konnen die Variablen nicht getrennt werden.

Mit Variation der Konstanten wird eine Methode zum Integrieren dieser Gleichung be-
zeichnet.

Die Vorgehensweise besteht darin, zuerst die zugehtrige homogene Differenzialglei-
chung zu l6sen, d.h., das Glied g(x) zu vernachldssigen.

In diese Losung geht ein freier Parameter c ein.

Dieser wird dann als Funktion von x betrachtet und so bestimmt, dass die so modifi-
zierte Losung der linearen homogenen Differenzialgleichung der inhomogenen geniigt.

Bei der folgenden Losung der Differenzialgleichung wird die Existenz der Lésung in ei-
nem Bereich der xy-Ebene vorausgesetzt.

Zur Berechnung des Integrals von

y' +fx) -y +gx) =0

|6st man zuerst

y +fx):y=0

Das ist eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.

!

y

— = —f(x

v )
dy 1
'y~ ®

1

—dy = —f(x)dx
y

Integration

In(y) = — f f(x)dx + ¢

Umkehrfunktion

y = ce— J f(0dx

Fur c=c(x) ergibt sich nach der Ableitung

y' = c'(x) e S0 4 ¢(x) - e~ [T (_f(x))

y' = c'(x) - e~ /X _ ¢(x) - f(x) - e~/ f0dx

Einsetzen von y und y' in die inhomogene Differenzialgleichung ergibt
y' +fx) -y +gx) =0

¢'(x) - e~ S _ () - f(x) - e~/ @I | fi(x) - ¢(x) - e~ T @A L g(x) = 0
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Zwei Summanden heben sich aufheben, folgt:

¢'(x) - e [T 4 (%) =

R :{C.9)
¢ (X) - e—ff(x)dx

¢'(0) = —g(x) - of 0O
¢'(0) = —g(x) - of 0O

c(x) =— f g(x) - ef f0dx gy

Damit lautet das allgemeine Integral:

y = C(X) . e—ff(x)dx

— .’_ g(x) . ef f(X)dX dx . e_ff(X)dX

y = e~/ f(0dx U —g(x) - ef f0Idx dx}

Fur das Integral durch den Punkt P(xo; yo) muss gelten

c(xg) = yo,also

c(x) =y, — fg(x) ) efxof(x)dxdx

X0

X
y=|Yo— fg(x)'efxOf(X)dxdx (e_fx()f(x)dx)

Xo

X0

Fur das Integral durch den Punkt P(ag; yo) muss gelten

c(zp) = Yo, also c(z) = yo — f
|

j _fl’r}.-fr

X
_ fg(x) efxof(x)dxdx

Daraus ergibt sich die allgemeine Losung des Anfangswertproblems:

f{.x:;d.x:
y= (w0~ f g(x) 6[

Rairmial

- [r.l f{;r}rﬁ:r:}

- /E g(z)e

[ f(z)dz
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Beispiel

Das Integral vony’ + 3 % —x = 0,z # 0, soll berechnet werden.

Es ist:

i 1

m +3=-=0

vy __3

u r

In|y| = —31njz| + Inlc| = In|cz~*|, alsoy = cz~*

Furc =c(x) folgt ¢ = ¢'(z)z 3 — 3e(z)z*.

Finsetzen von y und ¥ eingesetzt ergibt nach dem Zusammenfassen

d(z) = z*

1 ]

c(z) = 2 2° +co,d. h.y = e(z)a® = + 2® + o

https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/mathematik-abitur/artikel/loesen-von-li-
nearen-inhomogenen-differenzialgleichungen-1
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Die Variation der Konstanten ist eine Methode, die beim Lésen von
linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung benutzt wird.

Zu einer gegebenen linearen DGL 1. Ordnung

N Y +a(x) -y = b(x)
Ist die homogene Ldsung

() = ¢ e

mitc € R und A(x) = fa(x} dx bekannt. Dann liefert die Variation
der Konstanten die allgemeine Ldsung der DGL.

Algorithmus

I. Wir ersetzen die Konstante ¢ aus der homogenen DGL durch eine
von x abhangende Funktion ¢(x):

Y = ex) - &P

Dieser Ansatz ist namensgebend fur die Methode. Indem wir die
Konstante durch eine Funktion ersetzen, wird sie variiert.

lI. Setzen wir nun diese Funktion in die DGL ein und formen etwas
um, so erhalten wir:

' (x) = b(x) - '™

255-267



i1, Aus der Gleichung fur ¢’ kénnen wir ¢ bestimmen, indem wir
einmal Integrieren:

c(x)=fb(x)-eﬂﬂdx+k

mit der Integrationskonstante k € R.

V. Wenn wir nun ¢(x) in die Funktion y(x) aus dem ersten Schritt
einsetzen, erhalten wir die allgemeine Lésung der linearen DGL 1.

Ordnung:

y(x) = elx) - ¢ AW

= (/b(.x) . ¥ d.x+k) . e A®

Bemerkung 5:

Lasst man die Integrationskonstante k im letzten Schritt weg, erhalt
man die spezielle Lésung der linearen DGL:

y(x) = ( / b(x) - '™ d.x) . el

Addiert man diese zur homogenen Losung y,(x) = ce erhalt man
genau dieselbe Lésung wie im letzten Schntt des Algornthmus. Man
schreibt die Losung nur manchmal als Summe von homogener und
spezieller Ldsung in Anlehnung an die Losung linearer
Gleichungssysteme.

—Alx)

Die Gleichung fur ¢’ (x) im zweiten Schritt kann man sich wie folgt
herleiten:
Y +a(x) -y = b(x)
(ex) - e_“"m)r + a(x) - e(x) - e = b(x)
@) - e 4 ¢(x) - (—a@) - e + a(x) - e(x) - e = b(x)
' (x) - e = b(x)
(x) = b(x) - ¥
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Beispiel 204:

Die lineare DGL 1. Ordnung

y =2y = 3e¥

hat die homogene Losung

ya(x) = ¢ - e

Schritt 1: Homogene Losung erweitern

Wenn wir jetzt also eine Variation der Konstanten durchfuhren wollen,
setzen wir die Funktion

yx) = clx) - e
in die DGL ein.
Schritt 2: Variierte Funktion einsetzen
Das sieht dann so aus:
y — 2y = 3™
(c(x) - ez’r)! —2-ecx)-e¥ =1
c'(x)-ezx+2-c(x)-ezx—Z-c{x)-ez'r:392x
(x) - e = 3e&
dx)=3
Wie man sieht, ist das genau die Funktion, die wir mit der allgemeinen

Formel ¢/ (x) = b(x)e®™ bekommen hatten, denn b(x) = 3¢** und
Alx) = —2x:

c(x) = 3e7e ™ =3

Schritt 3: ¢/ integrieren
Das Integral ist schnell bestimmt:

c(x)=/3dx=3x+k

mitk € B.

Schritt 4: ¢ in die Funktion vom ersten Schritt einsetzen
Setzen wir das wieder in unsere Funktion y ein, erhalten wir

y(x) = e(x) - €
=(Bx+k) &

Dies ist die allgemeine Ldsung der DGL. Eine kleine Probe bestatigt
uns, dass wir alles richtig gemacht haben:

Y =2-y=(Bx+k ) —2-CGx+k) -

=3-e¥+GBx+k)-2-e¥-2-Cx+k) ¥
= 3e* N

257-267



Beispiel 205:

Beispiel: ' -y= x* cosx
Loésung: erstommeln: o -y=0
i dy _dx
Trennung der Variablen! —_—=— > y=Cx
¥ x
“ariation der Konstanten: y=0Cx) x y=Cx+C
Einsetzen: ¥ (Cx+C)-Cx = x* cos x
C=cosx
C=snx+Cy
Demnach allgemeine Lasung: y = (Cy + sinx) x

Beispiel 206:
y—3y=z-e¥*

Zuerst |6st man die homogene Gleichung durch Trennung der Variablen oder scharfes hinsehen:

y—3y=0
w=K-e¥ KeR

Um die inhomogene Gleichung zu lésen, verwandelt man die Konstante K in eine Funktion von x:
y=K(z)-e*
Nun bildet man noch die Ableitung von diesem y:
v =K'(z)-e* +3K(z) -
Dieses y und y’setzt man in die urspriingliche inhomogene Dgl ein und vereinfacht:

y-3y=zx-e

S K'(z)-e+3K(z)-e¥ —3K(z)-e¥ =z-€*
s K'(z) - =z-e*

e K'(z)=z-€

Jetzt kann man mit einer (mehr oder weniger) einfachen Integration K{x) bestimmen:

K(z) = fK'(:v) dz

:f:r-e”d:c

=(x-1)-e+C CeR

Dies kénnen wir wieder oben fur K(x) einsetzen und erhalten die allgemeine Lésung der
inhomogenen Differentialgleichung:

y=K(z)-e”

=((z—1)-e*+C)-e*
=(z—-1)-e* + C-e*
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Differentialgleichung nach Bernoulli

4. Typ: Dgl. nach Bernoulli afx)y +b(x)y=c(x)y"

Dgl. von Bernoulli 122t sich auf die lineare Dgl. zurickfiihren.

+  Division durch y™ ﬂ(x)% +E:r(x}i,; =¢(x)
¥ v
. . 1
neue Veranderliche: z(x) = —
v

L Y - .

es ergibt sich: p=zi y = cpin = J’_H ="

i-n v I-n

und die Differentialgleichung bekommit die Form:

a(x) z +b(x)z =ec(x)
1-n

Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fir die Funktion z(x).
Ihre Lésung sei z = g{x) + C{{x).

Die allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung ist dann:

v ={$e) +c¢ i
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Beispiel 207:

Beispiel: x +2y _.‘-'L}"z =0
"2
Umformen: i} +—=x
¥ ¥
. 1 . Z .
Substitution: vy =— , y =-= und somit
z Z
=Cx"

Werstimmeln, homogen losen:

z
Variation des Koeffizienten: z=C(x)x"
-x(C'x* +C-2x)+2C-x* =x

i 3
=C x" =x

Hinweis: %

Lasungsmaglichkeit auch mit 2 aufeinander folgenden Substitutionen:

-xz'+2z =x

2=C"x*+C2x

und , =%

- .-r
-
X X
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Euler-homogene Differentialgleichungen
Losung durch Substitution

Eine Differentialgleichung heil3t Euler-homogen, falls sie von der Form

r=12)

ist. Dabei kann f(x) eine beliebige Funktion sein. Es handelt sich
hierbei um einen Spezialfall der gebrochen rationalen Transformation.

Losungsrezept

Um die allgemeine Ldsung der DGL zu bestimmen, sollte man diesen
Schritten folgen:

I, Wir fuhren zuerst die neue Variable

=Y
X

Z

ein. Dann lautet die urspriingliche DGL y' = f(z) und es gilt

_y
Z__
X
-Xx=Yy

z-1+7Z - x=y
z+7 - x=f(2)

7x=f(x)—-z
/=1 ¢@-2
X

Rechenschritte anzeigen

1. Mit x multiplizieren b
ii. Beide Seiten ableiten
ii. ¥ = f(z) einsetzen
v. Minus z

v. Durch x teilen
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Il. Diese DGL ist in getrennten Variablen, d.h. wir kénnen ihre
allgemeine Losung bestimmen.

1
== -(flz)—2)
X
Wie das im Detail funktioniert steht hier.

I, Mit der Losung z(x) kénnen wir nun zusammen mit der Gleichung
aus Schritt 1:

y
z= =
x

die allgemeine Losung der urspringlichen DGL bestimmen:

5 ) = 20 - x

Beispiel 208:

Es sei die allgemeine Ldsung der DGL

y=1+22
X
ZU bestimmen.
Schritt 1: Transformation
Wir setzen
¥
==
X
und erhalten damit
Vv =1+2z

Andererseits gilt
V=@GEx)=z+7 -x
Beides zusammengesetzt ergibt
l+2z=z+z -x
l+z=27-x

1
—(l+z)=z
X
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Schritt 2: Die neue DGL losen

Das ist eine DGL in getrennten Variablen. Fir z = —1 gilt Z = 0und
die DGL ist erfullt. Falls aber z # —1 gilt, kénnen wir durch 1 + z
teilen:

1
Z=—-(1+2)

X

| 1

7 ==

1 +z X

1 dz_l

1 +z7z dx X

1 1

dz = — dx
1+ z X

] ‘ dz:/ldx
1 +z X

Losen wir beide Integral auf, entsteht die Gleichung
In|1 + z| = In|x| + ¢

Mit ein paar Umformungsschritten, stellen wir sie nach z um und
bekommen
In|1 + z|] = In|x| + ¢
I1+2z]=e

In|x|+c

Durch die Ricktransformation ergibt sich dann die allgemeine Ldsung
der ursprunglichen DGL

y(x) = z(x) - x
=(c-x—1)-x
=c-x*—x
Differentialgleichung 1. Ordnung
Die Differentialgleichung 1. Ordnung ist im allgemeinen Fall eine Gleichung zwischen

der gesuchten Funktion y = y(x), deren Ableitung y’ =g—y und der unabhangigen Ver-
X

anderlichen x:
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F(y,y’,x)=0

Wir setzen voraus, dass sich diese Gleichung nach y’ auflosen lasst, so dass wir die
Differentialgleichung in der expliziten Form

y'=f(x,y)
schreiben kdnnen.

Je nachdem wie die Differentialgleichung aufgebaut ist, gibt es verschiedene Moglich-
keiten der Losung:

e Integration durch Trennen der Veranderlichen
e Integration durch Substitution

Differentialgleichungen sind allerdings bis auf die lineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung oft nicht leicht I6sbar.

Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung hat folgende allgemeine Form:
FLOQY +f,()y =s(x), f,(x)=0

Nach Division durch f (x) erhalten wir die sog. inhomogene linearen Differentialglei-
chung 1. Ordnung:

y' +f(x)y =S(x)

Ist schlieBlich S(x) = 0, so liegt eine homogenen lineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung vor:

y'+f(X)y=0

Fir diesen Typ von Differentialgleichung lasst sich nun eine Losungsformel angeben:

homogene Losung:

y= Ke—J‘f(x)dx

inhomogene Losung:
—jf(x)dx jf(x)dx
y=Ke jS(x)e dx+c

dabei sind K und C Konstanten.

Beispiel 1:

Bei der mathematischen Behandlung vieler technischer und physikalischer Probleme
treten Differentialgleichungen auf. Ein Beispiel hierfiir ist etwa die Differentialglei-
chung des radioaktiven Zerfalls
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Gesucht ist dabei die Funktion N(t), die angibt, wie viele Atome der urspriinglichen
Anzahl Nozur Zeitt noch vorhanden sind. Wir finden:

V() - Ny
Beispiel 2:

Ein weiteres Beispiel finden wir aus der Differentialgleichung fiir den senkrechten
Wurf:

— = —git+y
d-f 1]
Die Losung dieser Gleichung gibt die Weg-Zeit-Funktion wieder:

s(t) = vyt —g;g
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http://www.dhbw-stuttgart.de/horb/themen/studium/bachelor/wirtschaftsingenieurwesen/konzeption-und-zielsetzung.html

Auf der folgenden Seite finden Sie Unterlagen und die Losungen der der Aufgaben-
sammlung.

www.cs-geiger.de/wiw.htm
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