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Allgemeines

Einteilung der Unterrichtseinheiten

Vor jeder neuen Unterrichtseinheit stelle ich Aufgaben zur Wiederholung des in der
letzten Unterrichtseinheit behandelten Themas. Der Umfang betrdgt je nach Thema
zwischen 20-40 Minuten.

Zu jedem Thema erhalten die Studenten ,Hausaufgaben” zum selbststandigen bearbei-
ten des behandelten Stoffs. Diese werden den Studenten anhand einer Aufgabensamm-
lung zur Verfligung gestellt.

Parallel biete ich sogenannte Stiitzkurse an, um die Themen noch ausgiebig Giben zu
kénnen.

In der Klausur diurfen die Studenten den ausgeteilten Taschenrechner und die Formel-
sammlung aus dem Projekt StudiStartUp verwenden. Diese Formelsammlung enthalt
leere Seiten, auf denen weitere fiir den einzelnen Studenten wichtige Formeln ver-
merkt werden diirfen. Es diirfen aber keine Beispiele eingetragen werden.

Ich wiinsche Ihnen viel Erfolg bei der Mathematikvorlesung

Roland Geiger
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1. Semester

Lineare Algebra:

° Matrizen,
° lineare Gleichungssysteme,
° Determinanten,

. Vektoren (Grundlagen; Anwendungen, z.B. aus der analytischen Geometrie und /
oder der Technischen Mechanik),

Vektorrechnung

° Eigenwerte und Eigenvektoren.

° Vektorraum,

° lineare Abbildungen,

° symmetrische Matrizen und quadratische Formen,

. Diagonalisierung.

Komplexe Zahlen

. Rechnen

° Darstellungsformen

° Gleichungen losen

° LGS

Analysis

) Grundlagen,

° Funktionen (allgemeine Eigenschaften),

° Grenzwerte,

) Stetigkeit,

. spezielle elementare Funktionstypen,

° EinfUhrung in die Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen
Simplex-Algorithmus als Schnittmenge zur Betriebswirtschaft

° Grafische Losung

. Rechnerische Losung
° Losung mit Hilfe einer Pivot-Tabelle
° Dualer Simplex-Algorithmus
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Lineare Algebra

Grundlegende Definitionen zu Matrizen

Eine Matrix sieht z.B. so aus:

1 2 7
4 0 9
2 1 6
oder z.B. auch so:
(2 4 6 1)
3 5 7 9
Wie man sieht, werden in einer Matrix Zahlen dhnlich wie in einer Tabelle angeordnet.

Daher spricht man auch von Zeilen und Spalten einer Matrix.

Definition 1:

‘ Wenn also eine Matrix m Zeilen und n Spalten hat, spricht man von einer (mxn)-Matrix. ‘

Aber auch das ist eine Matrix:

)

Bemerkung 1:

Jeden Vektor kann man auch als Matrix auffassen, in diesem Fall als (3x1)-Matrix. Dabei
steht die erste Zahl fir die Anzahl der Zeilen, also in diesem Fall 3 und die zweite Zahl
fur die Anzahl der Spalten, hier also 1.

Warum werden Matrizen verwendet?

Ein wichtiges Prinzip in der Mathematik ist die Abstraktion realer Probleme in mathe-
matische Konzepte und Systeme, was dann haufig dazu fihrt, auf schnellerem Weg zur
Lésung kommen zu kdnnen.

Eine dieser Abstraktionen, welche in vielen Fallen Anwendungsmoéglichkeiten bereit-
halt, ist die Matrizen-Schreibweise.

Im Folgenden wollen wir zundchst definieren, um was es sich dabei genau handelt, und
einige Ergebnisse aufzeigen, die uns in die Lage versetzen, diese Schreibweise sinnvoll
und hilfreich einsetzen zu kénnen.
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Matrizenarten und die Darstellung
Quadratische Matrizen

Inder Folge bezieht sich alles auf quadratische Matrizen. Auf andere Matrizen kann
dieses nicht bezogen werden. Auf das Ende der quadratischen Matrizen wir nochmals
gesondert hingewiesen.

Wie schon oben erwdhnt, handelt es sich bei den quadratischen Matrizen um solche,
bei denen die Zahl der Spalten gleich der Zahl der Zeilen ist. Eine typische quadratische
Matrix hat also die Gestalt

@211 @1z ' Qln

z1 fdzz ' dzn
A=

Inl Anz e Onn
Definition 2:

Matrizen, die die gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten (m=n) besitzen, heien quad-
ratisch.

Aufgrund ihrer speziellen Gestalt kbnnen nun unter den quadratischen Matrizen einige
weitere interessante Spezialfille auftreten:

Diagonalmatrizen D

Definition 3:

Hierbei handelt es sich um quadratische Matrizen, welche héchstens auf der Diagona-
len (von links oben nach rechts unten) von Null verschiedene Eintrage besitzen,

d.h. ajj = 0 gilt, falls i # j ist.

Allgemeine Gestalt:

2171 0 B 0
0 12z 0
D= ,
0 0 Bnn
Beispiel 1:

4 0 O
D=10 1 0
0 0 2
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Einheitsmatrix E

Definition 4:

Die Einheitsmatrix ist ein Spezialfall der Diagonalmatrizen. Sie ist namlich diejenige Di-
agonalmatrix, bei der alle von Null verschiedenen Eintrage gleich 1 sind,

d.h. aji=1far alle i=1,...,n und ajj = 0 fir alle i # j.

Gestalt:
1 0 ]
0o 1 i
B =
oo ... 1

Obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix R (bzw. L)

Definition 5:

Bei oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen handelt es sich um solche quadratischen
Matrizen, bei denen nur die Eintrage auf oder rechts oberhalb (bzw. auf oder links un-
terhalb) der Diagonalen von Null verschieden sein dirfen,

d.h. fur R gilt aj; = 0, falls i > j ist und fir L gilt a;jj = 0, falls i < j ist.

Allgemeine Gestalt:

@211 @1z ' Q1n
0 fdzz ' fzn
H= ,
0 0 Ban
1711 0 0
Qz1 2z 0
L= ,
Inl Anz . Inn
Beispiel 2:
1 0 2
R=|0 4 6
0 0 3
Beispiel 3:

2 0 0
L=18 1 0
6 3 5
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Spur einer quadratischen Matrix

Definition 6:

Fur quadratische Matrizen A definiert man die Spur sp(A) als Summe der Eintrage auf
der Diagonalen,

d. h. sp(A) = a11 + a2 + ann.

Bemerkung 2:

. Bei der Einheitsmatrix E erhdlt man damit genau die Anzahl der Zeilen (bzw. Spal-
ten): sp(E) = n.

. Ist sp(a)=0 so spricht man: "Die Matrix ist spurfrei"
e Esgiltsp(4) =sp(4™1)

° Anwendung in der Physik

Beispiel 4:

1 4 6

A=(3 5 7])-sp(A)=1+5+9=15
2 8 9

Definition 7:

Fir beliebige quadratische Matrizen gilt
Spur(AB) = Spur(BA)

Beispiel 5:
4=(; =7 9

a8=(3 (7 =3 33
B'A:(_i 2)6 421):(13 22>

sp(AB) = sp(BA) = 33
Symmetrische Matrizen

Definition 8:

Bei symmetrischen Matrizen handelt es sich um solche quadratischen Matrizen, die
gleich ihrer transponierten Matrix sind,

d.h. fur die A = AT gilt.

Das ist genau dann der Fall, wenn ajj; = aji fur alle i,j=1,...,n gilt.

Beispiel 6:

2 3 9
C=(3 3 5)
9 5 4

Anschaulich bedeutet A = AT, dass man die Eintrdge der Matrix ldngs der Diagonalen
spiegeln kann.
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Antisymmetrische oder schiefsymmetrische Matrizen

Definition 9:

Der Unterschied zu den symmetrischen Matrizen besteht hier darin, dass nicht die Glei-
chung

A = AT, sondern

A = -AT erfillt sein muss.
Es muss also

djj = -aji

far alle i,j=1,...,n gelten.

Wegen aji = -aj missen in diesem Fall die Eintrage auf der Diagonalen alle Null sein.

Beispiel 7:
0 1 -2
A=|[-1 0 3 |=-AT
2 =3 0

Bemerkung 3:

Leicht zu erkennen ist, dass die Spur einer antisymmetrischen Matrix gleich Null ist, da
ja alle Eintrage auf der Diagonalen gleich Null sind.

(Beachte aber, dass die Umkehrung nicht gilt. Es gibt sehr wohl Matrizen mit Spur 0,
die nicht antisymmetrisch sind.)

Nullmatrix

Definition 10:

‘ Sind alle Elemente einer Matrix gleich Null, so heiBt sie Nullmatrix.

Beispiel 8:

-0
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Normale Matrizen

Eine letzte Klasse von besonderen quadratischen Matrizen wollen wir an dieser Stelle
noch vorstellen, auch wenn wir erst spater genau erldutern kdnnen, was genau mit
dieser Eigenschaft eigentlich gemeint ist.

Definition 11:

Normale Matrizen sind solche quadratischen Matrizen, fiir die die Gleichung

A-AT = ATA erfillt ist.

Wobei wir erst im nachsten Abschnitt sehen werden, was mit der Multiplikation der
Matrizen A und AT gemeint ist.

Trotzdem kdnnen wir bereits einige Matrizen als normal identifizieren:

Bemerkung 4:

Sicherlich ist die geforderte Eigenschaft fiir symmetrische Matrizen erfiillt, da fiir diese
ja sogar A = AT gilt.

Ebenso sollte es nicht tiberraschen, dass sich herausstellen wird, dass auch antisym-
metrische Matrizen normal sind, da sich in diesem Fall ja schlieBlich A und AT nur um
ein Vorzeichen unterscheiden, welches bei der Vertauschung der Multiplikationsrei-
henfolge keine Probleme bereiten wird.

Hier ist die Einschrankung auf quadratische Matrizen zu Ende.
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Rechenoperationen fir Matrizen

Hier wollen wir die moéglichen Rechenoperationen flir Matrizen einfihren, also die
Frage klaren, unter welchen Umstanden es beispielsweise moéglich ist, Matrizen zu ad-
dieren oder zu multiplizieren. Dass dies nicht in jedem Fall moglich ist, sollte verstand-
lich erscheinen, da die Frage nach der Addition von Matrizen mit unterschiedlicher An-
zahl von Zeilen oder Spalten doch schwierig zu beantworten erscheint.

Transponieren einer Matrix

Definition 12:

Ein Matrix A wird transponiert, indem man die Zeilen und Spalten vertauscht.
Anschaulich entsteht die transponierte Matrix durch Spiegelung der Ausgangsmatrix an
ihrer Hauptdiagonale.

Es gibt keine Voraussetzungen. Jede Matrix lasst sich transponieren.

Beispiel 9:

2 0 0
A=18 1 0
6 3 5

2 8 6
AT=10 1 3
0 0 5

Typ oder Ordnung einer Matrix
Definition 13:

Der Typ oder die Ordnung einer Matrix ist die Angabe der Zeilen- und Spalten-Zahl, die
(in dieser Reihenfolge!) mit einem "Multiplikations-Kreuz" x oder einem Komma ver-
bunden werden. Hat eine Matrix also n Zeilen und m Spalten, dann ist ihr Typ bzw. ihre
Ordnung nx m oder Typ (n,m).

Gleichheit von Matrizen

Auch flir spatere Rechnungen ist es natiirlich wichtig zu wissen, was wir meinen, wenn
wir sagen zwei Matrizen seien gleich. Die Definition dafir ist naheliegend:

Definition 14:

Zwei Matrizen A=(aj;) und B=(bj;) sind genau dann gleich, wenn sie vom gleichen Typ
sind (d.h. wenn sie die gleiche Anzahl Zeilen wie Spalten besitzen) und jeder ihrer Ein-
trage gleich ist, d.h. fir alle i=1,...,m und j=1,...,n gilt aj; = bj;.

Bemerkung 5:

Matrizen von verschiedenem Typ kénnen nicht gleich sein. So ist beispielsweise die
Nullmatrix vom Typ (3,2) nicht gleich der Nullmatrix vom Typ (2,3), auch wenn sie mit
dem gleichen Namen bezeichnet wird.
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Addition/Subtraktion von Matrizen

Auch hierbei muss man sich auf Matrizen vom gleichen Typ beschrdanken, um eine Ad-
dition erklaren zu kénnen. Die funktioniert dann wie folgt:

Definition 15:

Sind A = (aj;) mit i=1,...,m, j=1,...,n und B = (bj;) mit i=1,...,m, j=1,...,n vom gleichen Typ
(m,n), soist A + B := (ajj+bj) miti=1,...,m, j=1,...,n.

Es werden also die einzelnen Eintrdage der Matrizen addiert.

Allgemein:
11 @1z 0 Gl biu bz o bin 11+ b1y @1z24612 - @1x+bln
fiz1  @zz - Ozn N bz bz - bon az1 + b2y Az +bze 0 gzt bin
ml Gmz ' Gma brni bmz ' bma Bm1+bm1 8mz +bmz ' Gmn+ bma
Beispiel 10:

1 2 3 70 -2} /8 2 1
4 5 6/1T\1 3 8/ =I5 8 _o

Die Subtraktion wird analog definiert.

Allgemein
@211 21z ' @Qin b1y b1z v ia 211 — b1 a1z — b1z v fin — bln
flz1 dgzz ' dzn bay bzz v bea 221 — bz asz —bzr 0 @an— bin
Dyl Am?2 v Rmn E-r’vnl me v bmn. Al — E--’vnl Qmz — me v Qyn — bvrm.
Beispiel 11:

1 2 3 T 0 -2y (-6 2 b
4 5 6/ \1 3 —8/ L3 2 14
Rechenregeln fiir die Addition/Subtraktion:

Es gelten das Kommutativ- und das Assoziativgesetz:

Definition 16:

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
Die Regeln folgen direkt aus den Rechenregeln fiir reelle Zahlen.

AuRerdem gilt die Gleichung (A+B)T = AT + BT, was direkt aus der Definition der trans-
ponierten Matrix und der Addition folgt.

Fir die Subtraktion gilt keines der Gesetze.
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Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl (Skalar)

Definition 17:

Eine Matrix A von beliebigem Typ (m,n) kann mit einer beliebigen reellen Zahl a multi-
pliziert werden, indem jeder Eintrag der Matrix aj;; mit a multipliziert wird, d.h.

a*A = a*(ajj) = (a*aj).

Allgemein:
11 @1z
dz1 dzz

ﬂ'.
2m1 Bm2

Beispiel 12:

3 1 -2
E'(D 5 E)=

Rechenregeln:

21n 0 @11 0 ayz
d2n 0z - dzz
Emn & Al 0 mz

6 2 -
0 10 12

Auch hier gelten die zu erwartenden Rechenregeln:

Definition 18:

ﬂ'ﬂllﬂ
E'EZn

& dmn

Kommutativgesetz a*A = A*a (wobei hier erwahnt werden muss, dass die Multiplika-
tion mit a von links natiirlich analog zu der Multiplikation von rechts definiert ist.)

Assoziativgesetz a*(B*A) = (a*B)*A
Distributivgesetz (a+B)*A = a*A + B*A und a*(A+B) = a*A + a*B

Analog zur Multiplikation mit einer reellen Zahl a wird die Division durch eine reelle
Zahly # 0 durch die Multiplikation mit 1/y erklart.
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Multiplikation von Matrizen

An dieser Stelle wird es nun etwas komplizierter, da im Allgemeinen zwei Matrizen vom
gleichen Typ (m,n) nicht miteinander multipliziert werden kénnen.

Wir werden sehen, dass dies nur fir quadratische Matrizen gilt.

Definition 19:

Zwei Matrizen A und B sind genau dann miteinander multiplizierbar, wenn die Anzahl
der Spalten von A der Anzahl der Zeilen von B entspricht. Ist also A eine Matrix vom
Typ (m,n), so muss B eine Matrix vom Typ (n,k) sein.

Wie man bereits hier sehen kann, ist die Multiplikation von Matrizen i.A. nicht kommu-
tativ.

Es gilt sogar: Ist das Produkt A*B definiert, so existiert das Produkt B*A i.A. gar nicht,
denn ist A eine Matrix vom Typ (n,m) und B eine Matrix vom Typ (k,n), so passen zwar
die Spalten von A und die Zeilen von B zusammen, jedoch nicht die Spalten von B und
die Zeilen von A (zumindest nicht, so lange m # k ist).

Definition 20:

Das Ergebnis der Multiplikation der beiden Matrizen A und B hat so viele Zeilen wie die
Matrix A und so viele Spalten wie die Matrix B.

Daraus folgt natirlich auch, dass die Reihenfolge bei der Multiplikation (d.h. welche
Matrix links und welche rechts steht) wichtig ist, da dies ja gerade die Nichtkommuta-
tivitat bedeutet.

Definition 21:

Ist nun A = (ajj)mit i=1,...,m, j=1,...,n eine Matrix vom Typ (m,n) und B = (b;j)mit i=1,...,n,
j=1,...,k eine Matrix vom Typ (n,k), so definieren wir A*B als Matrix C = (c¢;j)mit i=1,...,m,
j=1,...,k, d.h. als Matrix vom Typ (m,k), wobei die einzelnen Eintrage definiert sind als

Cij=Zﬂ-ﬂ.'b).j=ﬂ-il'blj+ﬂ42'52j+"'+ﬂin'bnj

A=1

Der Eintrag cij ergibt sich also als Summe der Produkte der Eintrdge der i-ten Zeile von
A mit der j-ten Spalte von B.

Man erhalt also

@11 @1z -+ fin biy bz - bu E?:l a1x - bax Eizl a1y bz oo E?:l a1y - bax
dz1 dzz -+ fizn bay bzz - b . E?:l azy - ba Eizl gzy bz oo E?:l a1y - bax
ﬂq;u 9-1'.;12 s ﬂ-n:'m 51;1 ba;z co br;.k =1 ﬂalmx ‘har Y oao1 ﬂlmx ‘Baz o Yoaoi ﬂalmx - bak
Beispiel 13:

3 1 1R 16 8

0 b B 2 3V i b0 —b

1 -3 0 10 -1} 6 —28 ¥
-2 i —-12 -4 -6
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Da die Rechenregel doch etwas komplizierter ist, gibt es eine Moglichkeit, sich das
Ganze etwas anschaulicher aufzuschreiben:

Falk-Schema

b11 b1z v b1k
b1 bzz e bzk
bn1 bnz o bk
T Tl Tl
a1z a1z ' Qln thl a1 ba thl a1y bz o EA:l aix - bk
T Tl Tl
dz1 dzz '+ Qzn Z;,:l azy  bag Z;.:l azy bz E;,,:l a1y bag
L L T
Eml Gmz ' mn ZA:I @ma  baz Z.'-\:l m *baz Zh:l Bm  Dag

An dieser Darstellung kann man gut erkennen, was tatsachlich gemacht wird. Der Ein-
trag in der Ergebnismatrix ist immer die Summe der Produkte der Zeile und Spalte der
beiden urspriinglichen Matrizen, welche sich, wenn man sie sich verlangert denkt, ge-
nau an dieser Stelle treffen wiirden.

Unser Beispiel sieht also folgendermaBen aus:

G 2 3

0 10 -1

3 1 18 16 B
0 5 0 60 —b
1 -3 6 —28 G
—2 0 —12 -4 -6
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Inverse Matrizen

Es bleibt uns hier noch eine letzte Definition zu klaren.
Beispiel 14:

Wiederholung: Potenzgesetze

Laut den Potenzgesetzen gilt:

2'.271=2.1=1
5'.51=5.1=1
4.4 1=4.2=1

Multipliziert man eine Zahl mit ihrem Kehrwert, lautet das Ergebnis stets 1.
Was fir Zahlen funktioniert, geht auch bei Matrizen (zumindest so ahnlich).

Bemerkung 6:

Vor einigen Jahrzehnten hat man zur inversen Matrix noch "Kehrmatrix" gesagt. Bei
diesem Begriff hort man wenigstens noch die Verwandtschaft zum "Kehrwert" heraus.

Da wir nun eine Multiplikation von Matrizen eingefihrt haben, stellt sich natirlich die
Frage, ob man auch durch Matrizen teilen kann, was ja letztendlich die gleiche Frage
ist, ob es zu einer gegebenen Matrix A eine Matrix A! gibt, so dass AA! = E ergibt.

Die Einheitsmatrix spielt, wie man bei den Rechenregeln zur Multiplikation von Matri-
zen gesehen hat, die Rolle der 1, da sie bei der Multiplikation mit anderen Matrizen
diese nicht verandert.

Die Frage ist nicht so einfach zu beantworten, da man fiir eine allgemeine Antwort noch
weitere mathematische Konzepte bendtigt, was hier allerdings den Rahmen sprengen
wirde.

Wir sehen uns als Beispiel eine (2,2)-Matrix an.

Sei eine Matrix A mit folgender Gestalt gegeben:

a=(23)

Gilt fur diese Matrix A: ad-bc # 0, so kdnnen wir eine inverse Matrix Al definieren,
durch
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Definition 22:

1 d —
A= :
ad — be (—C ﬂ)

Durch einfaches Ausmultiplizieren erhalt man dann

1 fa By 1 d -6\ 1 fa B[ d —
A4 _(c ﬂ'-)'u.d.—bc'(—c u)_a.d—bc'(c d)(—c u)

1 ad —bc —ab+4aby (1 O _E
T ad—be \ed—ecd —bctad) —\ND 1)

Beispiel 15:

Nehmen wir folgende Matrix:

1 2
A=
3 4
Dann ist ad-bc = 1*4-2*3 = -2, und somit erhalten wir unsere inverse Matrix
1 4 -2 —2 1
2 \-3 1 z ~z
1 {1 2 -2 1y =243 1-1y (1 0%
at=(58) (3 1) =(515 572)=( 9)=2
Rechenregeln:

Definition 23:

(AT) = (A)T
(A-B)!=B1A"
AP = (A1)
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GauB-Jordan-Algorithmus

Bei den reellen Zahlen ist zu jeder Zahl x eine Inverse X! definiert mit der Eigenschaft,
dass X*X1 = 1. Ahnlich definiert man bei Matrizen:

Eine Inverse Matrix existiert wenn:

Definition 24:

Sei X eine quadratische Matrix. Die Inverse von X ist, sofern sie Uberhaupt existiert,
jene Matrix X1, fur die gilt: X*X1 = X"1*X = | (Einheitsmatrix)

Im Gegensatz zu reellen Zahlen (auRer der Zahl Null), bei denen die Inverse immer exis-
tiert, existiert die Inverse einer Matrix X nur, wenn X quadratisch ist und wenn aulSer-
dem gilt:

Existenz der Inversen:

Definition 25:

X1 existiert nur dann, wenn det(X) = 0.

Regeln fir die Bildung der Inversen

Definition 26:

Man bildet die Inverse am einfachsten wie folgt:
1. Man setzt rechts neben X die Einheitsmatrix |

2. Man transformiert durch elementare Zeilenumformungen (Nicht Spaltenumformun-
gen!!l) die Matrix X in die Einheitsmatrix. Alle diese elementaren Zeilenumformungen
werden gleichzeitig auch mit der Matrix | durchgefiihrt. Dadurch wird | zu X-1

3. Zeilen durfen vertauscht werden.

Beispiel 16:
11 -1
Berechnen der Inversenvon |1 0 2
31 1

[EY
[
-
[EEY
o

Vertauschen der 1. und der 2. Zeile:

w

= N
o O
o -
= O

|
[BEN
[
o

Addieren des -1-fachen der 1. Zeile auf die 2. Zeile:

w
—
[EN
o
o
[EY

[ —

0 2)(0 1 O

1 3|1 -1 0| Addieren des-3-fachen der 1. Zeile auf die 3. Zeile:
1 1)\0 0 1

w O
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1 0 2)(0 1 O
0 1 -3||1 -1 0| Addierendes-1-fachen der 2. Zeile auf die 3. Zeile:
01 -5/\0 -3 1
1 2 0 1 0
1 -3||1 -1 0|Addition der 3. Zeile auf die erste Zeile:
0 0 -2/)\-1 -2 1
1 0 0)(-1 11
0 1 -3]|1 -1 0| Multiplikation der 3. Zeile mit -1/2:
0 0 -2/)\-1 -2 1
1 0 -1 -1 1
1 -3 1 -1 0 | Addieren des 3-fachen der 3. Zeile auf die 2. Zeile:
0O 0 1/\1/2 1 -1/2
1 0 0O)(-1 -1 1
1 0||5/2 2 -3/2
0O 0 1/\1/2 1 -1/2
Probe: Multiplikation der Matrix mit ihrer Inversen muss I ergeben:
11 -1 -1 -1 1 1 0O
10 2|=*|5/2 2 -3/2|=|0 1 0
31 1 1/2 1 -1/2 0 0 1
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Regulare Matrix

Definition 27:

Die regulare, invertierbare oder nichtsingulare Matrix ist ein Begriff aus dem mathe-
matischen Teilgebiet der linearen Algebra. Eine quadratische Matrix A ist invertierbar,
wenn eine weitere Matrix B existiert, so dass

A-B=E
gilt, wobei E die Einheits-Singular-Matrix bezeichnet. In diesem Fall gilt auch
B-4A=—E.

Also Matrizen die invertierbar sind heilRen reguldare Matrizen.

Singulare Matrix

Definition 28:

Umgekehrt werden nicht-invertierbare Matrizen als singulare Matrizen bezeichnet.

Zeilenstufenform

Definition 29:

Jede beliebige Matrix kann in Zeilenstufenform umgewandelt werden. Doch was ist
diese Zeilenstufenform liberhaupt und wie berechnet man sie?

Bevor wir die Zeilenstufenform definieren kénnen, missen wir einige Begriffe einfiih-
ren.

Eine Nullzeile ist eine Zeile, in der nur Nullen stehen, die anderen Zeilen sind Nichtnull-
zeilen.

=T
= o b2
=

Im Beispiel ist die dritte Zeile eine Nullzeile. Die erste und zweite Zeile sind Nichtnull-
zeilen.

Das erste von Null verschiedene Element einer Nichtnullzeile nennen wir den Zeilen-
flihrer dieser Zeile.

== == R = R =
= =1 9O o b
o0 O =] LB
WD D

Die Zeilenflhrer sind im Beispiel rot markiert.

Jetzt konnen wir endlich die Zeilenstufenform definieren.
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Definition 30:

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, falls gilt:
Alle Nichtnullzeilen stehen oberhalb aller Nullzeilen.
Ein Zeilenfiihrer steht stets in einer Spalte rechts vom Fiihrer der Zeile dariber.

Alle Eintrage unterhalb des Zeilenflihrers sind Null.

Beispiel einer Matrix in Zeilenstufenform

=N — I — R — R
o o O Oh bk
-
=R =N R TN
O =1 W L

Bemerkung 7:

Charakteristisch fiir die Zeilenstufenform ist, dass die Zeilenfliihrer wie Treppenstufen
angeordnet sind - also nach unten wandern. Demnach kann in einer Spalte maximal ein
Zeilenflhrer auftreten!

Bemerkung 8:

Praktische Bedeutung

Liegt eine Matrix in Zeilenstufenform vor, kann man ganz leicht den Rang der Matrix
ablesen.

Berechnung der Zeilenstufenform

So weit, so gut. Jetzt wissen wir, was die Zeilenstufenform ist. Doch wie berechnet man
sie?

Definition 31:

Die Zeilenstufenform erhalt man durch sog. "elementare Zeilenumformungen".
Man darf Zeilen...

vertauschen

mit einer Zahl multiplizieren

durch eine Zahl dividieren

addieren

subtrahieren

Bemerkung 9:

Der Gaul3-Algorithmus ist ein populdres Verfahren, welches ein Gleichungssystem bzw.
eine Matrix in Zeilenstufenform umwandelt.
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Beispiel 17:

2 -1 0 2 -1 0 2 —1 0
-2 2 -2 |1 —I! -2 2 -2 |1 -I—I! 0o 1 -2
2 —-1 0 0 0 0 0 0 0
Beispiel 18:
1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
-2 1 —-e|III)-I)]|-2 1 —-6I)+2-I)|]0 -1 -2
1 0o -2 0 1 -4 0 1 -4
1 -1 2
IIN+I1nfo -1 —2
0 0 -6

Normierte Zeilenstufenform

Eine Matrix in Zeilenstufenform ist in normierter Zeilenstufenform, wenn sie zusatzlich
die folgenden Bedingungen erfillt:

Definition 32:

Jeder Zeilenfihrer hat den Wert 1

Jeder Zeilenfiihrer ist der einzige Eintrag in seiner Spalte, der nicht gleich Null ist.

Beispiel 19:

= e [ e R
=2 o 9 =
[ R e R e R
oo = D
== T = i = |
= % ® %

Erweiterte Koeffizientenmatrix
Koeffizientenmatrix und erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
.3 X1 ‘I— 4 X2 —I— 5 X3 = ]

X1 + X2 - X3 = 2
5 X1 + 6 X2 -+ .3 X3 =

lauten
34 5 34 5 1
A= 11 -1 (ALb)=| 1 1 =1 2
5 6 56 3 4
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Rang von Matrizen
Vorbetrachtung

Wir wissen, dass man eine Matrix als eine Anordnung von Spaltenvektoren bzw. Zeilen-
vektoren sehen kann. Diese Vektoren kdnnen linear abhangig oder linear unabhangig
sein.

Lineare Abhdngigkeit: besteht dann, wenn ein Vektor ein Vielfaches eines anderen
Vektors ist, z.B.:

=) =0

dann sind a und b linear abhangig, weil

- (0)-5()-31

Definition 33:

Lineare Abhidngigkeit: Das bedeutet, es existiert eine reelle Zahl ¢ (c € R),
so dass c-a = b, dann sind die beiden Vektoren a und b linear abhangig.

Lineare Unabhidngigkeit: falls es kein c € R gibt, sodass c-a = b gilt,
dann sind die beiden Vektoren a und b linear unabhangig.

Beispiel 20:

(). o=

Man findet hier keinen Faktor c.

Bemerkung 10:

Der Nullvektor nimmt eine “Sonderstellung” ein. Kein Vektor ist linear unabhangig vom
Nullvektor, da jeder Vektor durch “Stauchung” mit dem Faktor O in den Nullvektor Gber-
gefihrt werden kann.

Definition 34:

In einer Matrix A ist die groRte Anzahl r der linear unabhangigen Spaltenvektoren stets
gleich der grofRten Anzahl der linear unabhangigen Zeilenvektoren. Diese Zahl r wird
als Rang der Matrix bezeichnet (r=Rg(A)).

Beispiel 21:
_ (2 0
A= (2 0)
Wir betrachten zuerst die Spalten der Matrix, also
2\ (0
(2)-(o)
Da zwischen einem Nullvektor und einem beliebigen anderen Vektor stets lineare Ab-

hangigkeit besteht, haben wir einen linear unabhangigen Spaltenvektor.

Nun betrachten wir die Zeilen:

2 0,2 0
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Es ist unschwer zu erkennen, dass die beiden Vektoren identisch sind (linear abhangig)
1-2 00=(@2 0)

Also haben wir auch hier einen linear unabhangigen (Zeilen-)Vektor.

Der Rang der Matrix A ist dementsprechend 1.

Beispiel:

1 2 3
B=|1 0 3
2 0 6

Wir betrachten zuerst wieder die Spalten

L

Es ist

(-0

der erste und der dritte Spaltenvektor sind linear abhangig.

Der zweite Vektor,

2

ist vom ersten

4

Linear unabhangig.

Wir haben zwei unabhangige Spaltenvektoren.

Jetzt betrachten wir die Zeilenvektoren

(1 2 3,0 o0 3),2 0 6)

man erkennt, dass

3-(1 0 3)=@ 0 66)

der zweite und der dritte Zeilenvektor sind linear abhangig.
Wir haben also zwei linear unabhangige Zeilenvektoren.

Der Rang ist demnach 2.
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Definition 35:

Das unterscheiden zwischen Spaltenrang und Zeilenrang ist nicht notwendig, denn es
handelt sich dabei immer um die gleiche Zahl handelt. Man spricht daher auch allge-
mein vom Rang der Matrix A und bezeichnet diesen mit Rang A.

Eine Matrix A wird mit dem Gauss'schen Eliminationsverfahren auf Stufenform ge-
bracht. Der Rang von A ist dann die Anzahl der Zeilen, die nicht aus lauter Nullen be-
stehen.

Die Berechnung erfolgt immer mit dem Gauf}'schen Algorithmus.

Beispiel 22:

Zeilenrang:
1 2

A=|0 1 | die erste Zeile mal (-2) und auf die dritte Zeile addieren
2 4

_ o OO
Nk NN R

1 2
a=(o 12 1)
0 0 0 O

Also ergibt sich der Rang=2
Spaltenrang:

Ich nehme hier nur die Transponierte, damit man wie beim Gaul}'schen Algorithmus
rechnen kann. (Dreieck mit Nullen)

1 0 2
AT = 2 % (2) die erste Zeile mal (-1) und auf die dritte Zeile addieren
2 1 4
1 0 2
0 1 0}, . - .
0 2 0 die erste Zeile mal (-2) und auf die vierte addieren
2 1 4
1 0 2
0 1 0
0 2 0O
0 1 0
Wie man hier sieht sind die letzten drei Zeilen I. a. also ist der Spaltenrang=2
Beispiel 23:
Zeilenrang:
1 2 3
A= |2 4 6 Gauss ergibt:
0O 5 1
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ON =
(2 NS
= G W
eNeN
o N
= O W
OGN
o N
O = W

Zeilenrang=2

Spaltenrang:
1 2

o

Die erste Zeile mal (-2) und auf die zweite Zeile addieren

Die erste Zeile mal (-3) und auf die dritte Zeile addieren

OR WO Rk WK
SON OO N O D
_UlTO R UlO = Ul

0
Wie man hier sieht sind die letzten beiden Zeilen |. a. also ist der Spaltenrang=2

Losbarkeit von Linearen Gleichungssystemen

Der Rangbegriff ist bei der Aufklarung der Losungsstruktur linearer Gleichungssysteme
von fundamentaler Bedeutung.

Die Losbarkeit von LGS lasst sich mit Hilfe von erweiterten (Koeffizienten-)Matrizen
untersuchen.

Rangkriterien zur Losbarkeit von LGS

Definition 36:

Ein LGS mit n Variablen besitzt
keine Losung, falls

Rang(A) < Rang(A < B)
genau eine Losung, falls
Rang(A) = Rang(A = B) =n
unendlich viele Losungen, falls

Rang(A) = Rang(A < b) <n

Beispiel 24:
3x +2y =5
x—4y =9

Koeffizientenmatrix A (linke Seite des LGS):

A= (i _24) die zweite Zeile mal (-3) und auf die erste addieren

G 2
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daraus ergibt sich der Rang=2

Erweiterte Koeffizientenmatrix (die rechte Seite wird hinzugenommen) b:
3 2 5
b=
1 5 o)
Ich nehme hier nur die Transponierte, damit man wie beim Gaul}'schen Algorithmus
rechnen kann. (Dreieck mit Nullen)

3 1
bT = <2 4) die zweite Zeile geteilt durch (2)

3

1 2) die zweite Zeile mal (-3) und auf die erste Zeile addieren
5

0

1 2) die zweite Zeile mal (-5) und auf die dritte Zeile addieren
5 9

0o 7

1 2) die erste Zeile mal ( 17) und auf die dritte Zeile addieren
0 19

0o 7

1 —2)

0 O

daraus ergibt sich der Rang=2

Folgerung fiir die Losbarkeit von diesem LGS:
Rang(A) = Rang(A = b) =n

Damit ist das LGS eindeutig l6sbar.
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Bild einer Matrix

Gegeben ist folgende Gleichung

ail a2 -+ QAin 1 b

an a2 -+ am T2 ba

Odml @ml *** Omn I'm b‘m
Definition 37:

Wir multiplizieren eine Matrix A mit einem beliebigen Vektor x und erhalten den L6-
sungsvektor b.

Das Bild einer Matrix gibt an, welche Menge an Vektoren als L6sungen auftreten kon-
nen. Bei Funktionen wiirde man Wertebereich oder Wertemenge dazu sagen. Das Bild
einer Matrix kann man sich also als die Wertemenge der Matrix vorstellen.

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, wie wir den Wertebereich der Matrix berechnen
kdnnen.

Was ist das Bild einer Matrix?
Beispiel 25:

Schauen wir uns folgende Matrix an:

1 3 2
A=12 4 4
3 5 6

Diese Matrix multiplizieren wir jetzt nacheinander mit den drei Einheitsvektoren des
R3 und schauen, was passiert.

1 3 2 1 1
2 4 4 o)p=12
3 5 6 0 3
1 3 2 0 3
2 4 4 1]=14

b 6 0 D
1 3 2 0 2
2 4 0)=1+4

b 6 1 ]

Wir erhalten die drei Spaltenvektoren unserer Matrix A. Diese drei Vektoren sind ein
Bild, d.h. ein Teil der Wertemenge, der Matrix A. Bevor wir weitermachen, halten wir
diese Losung in mathematischer Schreibweise fest:
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3 2
img(A) = 21:141:14
3 5 6

Es gibt jedoch noch mehr Bilder (besser gesagt: unendlich viele), was sich leicht zeigen
lasst. Wir multiplizieren die Matrix mit irgendeinem Vektor.

1 3 2 0 !
2 4 4)1-10) =1 8
3 5 6 2 12

Auch dieser Vektor gehort zum Bild (= Wertemenge) der Matrix.

3 2 4
img(A) = 2114141 8
3 D 6 12

Wir haben gerade festgestellt, dass es unendlich viele Bilder einer Matrix gibt.

Alle Vektoren, die aus der Multiplikation der Matrix A mit einem beliebigen Vektor her-
vorgehen, gehdren zum Bild der Matrix.

Diese Losungsvektoren haben jedoch - wie gerade gezeigt wurde - eine bestimmte Ge-
stalt: Die letzten beiden Vektoren sind z.B. Vielfache voneinander.

Allgemein kann man sagen, dass alle Linearkombinationen dieser Vektoren auch zum
Bild der Matrix gehoren. Mit diesem Wissen kénnen wir den vierten Vektor bedenken-
los aus dem Bild streichen, da der dritte Vektor diesen gewissermalRen miteinschlieRt.

1 3 2
img(A) = 21:141:14
3 H 6

Stopp! Der dritte Vektor ist ein Vielfaches des ersten Vektors! Was machen wir mit
diesem? Richtig, auch von der Liste streichen.

1 3
img(A) = 21:14
3 9

Die verbleibenden beiden Vektoren sind nicht Vielfache voneinander.
Mathematisch gesprochen: Die beiden Vektoren sind linear unabhangig.

Wir kdnnen das Bild an dieser Stelle nicht weiter vereinfachen, ohne einen Teil der
Losungsmenge zu verlieren. Die Losungsmenge besteht jetzt also aus diesen beiden
Vektoren sowie ihren Linearkombinationen (d.h. auch ihren Vielfachen).
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Mit Hilfe der Kenntnisse, die wir uns gerade angeeignet haben, kdnnen wir endlich das
Bild einer Matrix definieren:

Definition 38:

Das Bild einer Matrix ist gleich den linear unabhangigen Spalten.

Bild einer Matrix berechnen

Definition 39:

Um die linear unabhangigen Spalten zu berechnen, gehen wir folgendermalien vor:
Transponieren der Matrix

Erzeugen der Zeilenstufenform (ZSF) mittels GauB-Algorithmus

Transponieren der Matrix

Ablesen der Losung -> alle Spalten, in denen nicht ausschlieRlich Nullen vorkommen,
gehoren zum Bild der Matrix

Beispiel 26:

Von folgender Matrix soll das Bild berechnet werden

1
A= 2
3

=0 B S L

2
!
6

1.) Transponieren der Matrix

(]

1
3
2

W o b
[T |

2.) Erzeugen der Zeilenstufenform (Z5F) mittels Gauli-Algorithmus

1 2 3
0 -2 —4
0 0 0

3.) Transponieren der Matrix

1 0 0
2 -2 0
3 —4 0

4.) Ablesen der Lésung

Alle Spalten, in denen nicht ausschlieilich Mullen vorkommen, gehéren zum Bild der Matrix.

1 0
img(A) = 21:1 -2
—4
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Interpretation der Losung:

Bemerkung 11:

Jede Linearkombination der Losungsvektoren gehort ebenfalls zum Bild der Matrix A.

Da sich zwei Vektoren in der Losungsmenge befinden, hat das Bild der Matrix die Di-
mension 2. Ubrigens haben wir damit auch direkt den Rang der Matrix berechnet, da
dieser der Dimension des Bildes entspricht.

rang(A)=dim(img(A))=2
Inverse Matrix nach Cramer

Im Folgenden wollen wir mit Hilfe der Cramer'schen Regel die Inverse einer Matrix be-
rechnen.

Oftmals lohnt es sich, vorher zu lberprifen, ob eine Matrix liberhaupt eine Inverse
besitzt.

Bemerkung 12:

Zu Matrizen in denen Zeilen oder Spalten linear abhangig sind, deren Determinante
also 0 betragt, gibt es keine inverse Matrix.

Dementsprechend kann nur die inverse Matrix berechnet werden, wenn gilt

det(A)z0

Beispiel 27:

Gegeben ist eine Matrix A. Berechnen Sie die inverse Matrix A%

2 -1 0 i1 FH ) I3 1 0 0
A- A1 = 1 2 —2 | Toy o3  Tog s 01 0)=FE
0 —1 1 a1 39 Tag 0 0 1

Die Komponenten der inversen Matrix berechnen sich folgendermafen

r/' 1 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 \
0 2 -2 1 2 -2 0 2 -2
o 1 1 o -1 1 1 1 1
&Iy = |A| £Lia = |f1| I3 = |A|
2 1 0 20 0 2 0 0
_ o -2 1 —2 0o -2
A1l=
o1 o0 1 _ 101 1
e e A R v
2 -1 1 2 -1 0 2 -1 0
2 0 1 2 1 2 i
. 0 -1 0 . 0 -1 0 . 0 -1 1
= - g = — = —
\ T3 A 32 A 3 A/

39-459




Wie man auf diese Losungsmatrix kommt, wird im Folgenden gezeigt.

1. Spalte der Losungsmatrix

2 -1 0 Ii1 HA ) I3 1 0 0
A-A7T=11 2 —2|-lzy Zn z|=|0 1 0]=E
0 -1 1 a1 g2 Ia3 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 1. Spalte der gesuchten Inversen erhalt man das
folgende Gleichungssystem. Die 1. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.

251.‘11 — Fy = 1
11 + 231-‘21 — 21'1.‘31 =0
—xg9 +x3 =0

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Losungsformeln fir die
Unbekannten (der 1. Spalte der inversen Matrix)

1 -1 0
0 2 —2
0 -1 1
Ty = 4|
1 0|
1 0 -2
0 1
Loy = 4|
-1 1
1 2 0
-1 0
T3 = 4|

2 -1 0 11 & 13 1 0 0
A-A_l — 1 2 —2 . oy oo Tag — 0 1 0 =F
0 —1 1 X33 L3z Fag 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 2. Spalte der gesuchten Inversen erhalt man das
folgende Gleichungssystem. Die 2. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.
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213 — xa2 = 0
T2 + 299 — 2xq9 = 1
—&g9 + x39 =0

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Lésungsformeln fir die
Unbekannten (der 2. Spalte der inversen Matrix)

0 -1 0
1 2 -2
10 -1 1
I12 = A
2 0 0|
1 -2
100 1 '
T2 = A
2 -1 0
2 1
10 -1 0
T3z — A

2 -1 0 Iii Iia I3 1 0 0
A-A1= 1 2 —2 . Ioy Tog  Tog = 0 1 0 =F
0 —1 1 £33 *E32 Iag 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 3. Spalte der gesuchten Inversen erhalt man das
folgende Gleichungssystem. Die 3. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.

2293 — x93 =0
T3 + 293 — 2x33 = 0
—T9g + T3z = 1

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Losungsformeln fir die
Unbekannten (der 3. Spalte der inversen Matrix)
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o 2 =2

; _{1 —1 1{
13 = A

|2 0 D!

1 0 -2

e

23 —

A

2 0

1 2 0

oA

33 = ————————
1A

Unterdeterminante

Definition 40:

Di; ist die Unterdeterminante, die man erhadlt, wenn man die i-te Zeile und die j-te

Spalte streicht.

Ist die Determinante A gegeben,

a1 a2 a3
|A| = |21 Q22 Q23
a3 a3y dgg

s0 gibt es z. B. folgende Unterdeterminanten:

D11 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 1-te Zeile und die 1-te Spalte

streicht.
ayp a3
Dy =\ a2 axp|=
asy ass
By @ as
D45 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 1-te Zeile und die 3-te Spalte
streicht.
a
Diz=|an an oy |= 2 0n
az  ass
asi az?

D35 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 3-te Zeile und die 2-te Spalte

streicht.
ail  mag a3
a a-
Dyy=|an “myg ap|=| 1 "8
an a3
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Vorzeichenfaktor

Definition 41:

Der Vorzeichenfaktor (-1)" ordnet jeder Unterdeterminante ein Vorzeichen zu. Dabei
ist i der Zeilenindex und j der Spaltenindex. Ist i+j gerade, so ist das Vorzeichen positiv.
Ist i+j ungerade, so ist das Vorzeichen negativ.

aj; aiz ajs + — +
|A| = |ayy az ag — Al=|— + -
azy asz ass + — +

Bemerkung 13:

Als Merkhilfe dient das schachbrettartige Muster. Jeder Position ist eindeutig ein Vor-
zeichen zugeordnet. Man beginnt oben links mit einem Plus-Zeichen und wechselt an-
schlieRend in den Zeilen (und Spalten) Minus und Plus ab.

Kofaktor
Definition 42:

Die Formel fur den Kofaktor lautet:
Ay = (=1 - Dy

Dabei ist Aj; der Kofaktor, der sich aus der Multiplikation eines Vorzeichenfaktors (-1)'*
mit einer Unterdeterminante Dj; zusammensetzt.

Bemerkung 14:

Anwendung:
Laplace Entwicklungssatz zur Berechnung von Determinanten

Inverse Matrix berechnen mit Hilfe der Adjunkten
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Kofaltormatrix
Aufstellen einer Kofaktormatrix

Definition 43:

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof(A) sind die entsprechenden Kofaktoren.

An A -+ A
An  Ax -+ A

Cof(A) =
A Ama - Apam

Beispiel 28:

Berechnen Sie den Kofaktor Ass.

ain a1z a3 + - +
|A| =|a21 az ag — Al =|- + -
az azp asxp + = +
aj; yy Q43
@ a
Ap=(-1)*? .lan ‘myg ap|=-—|"" ™
g1 Qg
Beispiel 29:

Kofaktormatrix einer 2x2 Matrix

=(Ca) el

An:{—l}lﬂ-i‘ \3“:&
A = (—1)2. \';‘ ; — e
Ay = (—1)2H1. i ;\ — b

A A d —e¢

Agl Agg —b a
Wegen dem Vorzeichenfaktor erhalten Elemente, deren Summe aus Zeilennummer i
und Spaltennummer j ungerade ist, ein negatives Vorzeichen.
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Beispiel 30: Kofaktormatrix einer 3x3 Matrix

a b ¢
A=\{|d e | — |A| =
g h 1

An
Cof(A) = | An

An
Ay = (-1
Ap = (—1)1*2.
Agg = (—1)H3.
Az = (—1)2H1.
Az = (—1)2*2.
Ag = (—1)243.

Az Asz
Az Ax
Az Asz)
w R
W e f
\g\h 1
w RO
d = f
g W i
W K

d e

g h

w b

L G

‘g\h

a B ¢
nox X
g R i
a b g
LS N S
g h X

A A
|

. 5K o
|

+ 1+

L+
+ |+
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w b e
Ay = (1110 e f =: ;
voRON
a R ¢
Ap=(-1%%-|d = f|=-|" ¢
d
woRON d
a b g
AEEZ(—I]3+3‘ d e X :; ':
v oROX
( e fl |d f ‘d el \
h 1 g i g h
b ¢ a c a b
Cof(4) = _‘h 1 g i _g h}
b e |a e a b
\ le 7 d f|l |d el )

Wegen dem Vorzeichenfaktor erhalten Elemente, deren Summe aus Zeilennummer i
und Spaltennummer j ungerade ist, ein negatives Vorzeichen.

Adjunkten
Definition 44:

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

Adj(A)=Cof(A)T

Adjunkte berechnen:
Beispiel 31:
Gegeben ist die Matrix A. Berechnen Sie zu A die Adjunkte.

=5 7)

Kofaktoren berechnen:
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Ap = (1)1 z ?‘ =7
App = (—1)*2. \: é =5
An = (—1)*1. ; ; =-3
Agy = (—1)**2. \:\ é —4

Kofaktormatrix aufstellen:

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof(A) sind die entsprechenden Kofaktoren.
A A 7 -5
An  Ax -3 4

Kofaktormatrix transponieren:

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

oy _(An An\ (T 3
Adj(4) = Cof(4)" = (Alz Azz) a (—5 4 )
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Inverse Matrix mit Adjunktenverfahren berechnen

Definition 45:

Die Formel zur Berechnung der inversen Matrix mit Hilfe der Adjunkten lautet

A? - Adj(A)

Al
Da die Adjunkte die Transponierte der Kofaktormatrix ist, kann man die obige Formel
auch umschreiben zu

At - Cof(A)T

Al

Bemerkung 15:
Vorgehen:

° Berechnen sie die Determinante von A. Wenn die Determinante von A gleich Null
ist, gibt es keine Inverse und sie kénnen mit dem Rechnen aufhoren

° Ist die Determinante von A ungleich Null, berechnen sie die Kofaktoren.
° Stellen sie die Kofaktormatrix auf.
° Transponieren sie die Kofaktormatrix, um die Adjunkte zu erhalten.

° Setzen Sie die Zwischenergebnisse in die Formel zur Berechnung der inversen
Matrix ein

Beispiel 32:

Gegeben ist die Matrix A = (g 3) Berechnen sie die inverse Matrix mit Hilfe der Ad-

junkten.

1.) Determinante berechnen

4 3

a-|
5 7

‘:4-7—5-3:13

Da die Determinante ungleich Mull ist, existiert eine Inverse der Matrix A und wir kénnen
weiterrechnen.

2.) Kofaktoren berechnen

Die Formel fur den Kofaktor lautet

Aij = (1) - Dy

Dabei ist Aj; der Kofaktor, der sich aus der Multiplikation eines Vorzeichenfaktors (—1)*"7
mit einer Unterdeterminante D,-J- Zusammensetzt.

Der Vorzeichenfaktor {—1]i+j ordnet jeder Unterdeterminante ein Vorzeichen zu. Elemente,
deren Summe aus Zeilennummer ¢ und Spaltennummer j ungerade ist, bekommen ein
negatives Vorzeichen.

D,-_f ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte
streicht.
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Ap = (1) 1 ?‘ =7
A = (—1)2. : E =-5
Ay = (—1)H1. ; i =3
Agpy = (—1)242. :\ é —4

3.) Kofaktormatrix aufstellen

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof( A) sind die entsprechenden Kofaktoren.
An A 7 —5

Cﬂﬂﬁ):( , 12):( )
Ay Axp -3 4

4.) Kofaktormatrix transponieren

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

Adj(A) = Cof(A)T = (ii; ji) - (—?5 ;3)

5.) Einsetzen der Zwischenergebnisse in die Formel

7 3

1 1 (7 -3 5 1

1 gy L [ 13 13
AT =gy AdA) = 33 (_5 4)_(_£ 4 )
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Probe:

Haben wir die inverse Matrix richtig berechnet, so sollte bei der Multiplikation mit der Matrix A
die Einheitsmatrix herauskommen.

A-A'=E

Zur Multiplikation der beiden Matrizen verwenden wir das Falk-Schema, welches in dem
Artikel Matrmizenmultiplikation vorgestellt wird.

-z 3

13 13
_5 4
13 13

4 3| zuu T2
5 T| 0 T2

Die Elemente der Ergebnismatrix berechnen sich zu

3 4
:1:22—5' (_ﬁ) +?-ﬁ =1

Als Ergebnis der Multiplikation erhalten wir somit die Einheitsmatrix

7 3
A-A-l—(4 3)_(ﬁ _ﬁ)_(l 1])
= . s =
5 7 —5 13 0 1
Damit wurde gezeigt, dass wir die inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten korrekt berechnet

haben.

Beispiel 33:

Berechnen Sie die inverse Matrix A1 zur Matrix
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3 8 4 3 17
A=11 0 1 = AT =18 0 2
7 2 1 4 1 1

Wir berechnen zuerst die Determinante von A,

3
1 0

7
=@3-0-1N+8-1-7)+(4-1-2)-(7-0-4)-(2-1-3)-(1-1-8)=50.

Dann verwenden wir die Adjunktenregel:

0 2 8 21 8 0
A1 Azr Agg T 1 @4 1 @41 )
’ 7B B
A'1=mA12 A2 A32=%— - =% 6
® 11 1 1 |4 1
A1z Az Az 17 3 71 3 1 2
0 2 8 21 8 0
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Anwendungsaufgaben Verflechtungsmatrizen (Textaufgaben)
Verflechtungsmatrix

Stiicklistenprobleme treten in der Wirtschaft auf. Dabei geht es um die Verflechtung
von Produktionsschritten und deren Zwischen- und Endprodukten.

Produziert eine Firma ein Produkt, so setzt sich dieses zumeist aus mehreren verschie-
denen Einzelprodukten zusammen, die wiederum aus unterschiedlichen Komponenten
bestehen kénnen.

Bei der Fertigung dieser Produkte muss die Anzahl der einzelnen Komponenten bzw.
Zwischenprodukte bekannt sein, um einen reibungslosen Betrieb sicherzustellen.

Wenn nicht nur das Endprodukt, sondern auch die Zwischenprodukte verkauft werden,
wie es z. B. in der Automobilindustrie Ublich ist, erhéhen sich die Stiickzahlen der Ein-
zelprodukte nicht nur um die geforderte Nachfrage, sondern auch um den Bedarf, der
bendtigt wird, um die Einzelprodukte herzustellen.

Es geht daher um die Frage, wie grol3 die Anzahl der verschiedenen Zwischen- und End-
produkte jeweils sein muss, um die Anfrage von aullen decken zu kénnen.

Diese Frage kann mit Linearen Gleichungssystemen beantwortet werden. In der Praxis
jedoch bedient man sich der Matrizenrechnung aufgrund der Vielzahl von Zwischen-
und Endprodukten.

Zu Beginn der Uberlegungen steht die graphische Darstellung der Verflechtung der ein-
zelnen Produkte untereinander, ein sogenannter "Gozintograph", der anschaulich be-
schreibt, welche Produkte und welche Anzahl (Mengeneinheiten) der jeweiligen Pro-
dukte fir die Fertigung der (ibergeordneten Produkte nétig sind.

Beispiel 34:

In einer Mobelfabrik werden aus Holz, Metall und Stoff Tische, Banke und Stiihle pro-
duziert, die einzeln bzw. als Sitzgruppen verkauft werden.

Fir einen Tisch werden 12 Einheiten Holz und 3 Einheiten Metall,

fir eine Bank 6 Einheiten Holz, 2 Einheiten Metall und 5 Einheiten Stoff,

fur einen Stuhl 2 Einheiten Holz, 1 Einheit Metall und 2 Einheiten Stoff bendétigt.
Eine Sitzgruppe A besteht aus einem Tisch und vier Stiihlen,

eine Sitzgruppe B aus einem Tisch, einer Bank und drei Stihlen.

a) Geben Sie die Verflechtungsmatrizen fiir den Zusammenhang von Ausgangsmaterial
und Einzelprodukten und fiir den Zusammenhang von Einzelprodukten und Sitzgruppen
an und bestimmen Sie aus diesen durch Matrizenmultiplikation die Verflechtungs-
matrix fir den Zusammenhang von Ausgangsmaterial und Sitzgruppen!

b) Ein Kunde bestellt 40 Sitzgruppen A, 60 Sitzgruppen B und zusatzlich 10 Banke. Er-
mitteln Sie unter Verwendung der Verflechtungsmatrizen aus a), welche Mengen der
Ausgangsmaterialien bendtigt werden!

Losung:
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Gozinto-Graph

Ist ein Graph, derin der Fertigungsplanung zur Produkt- und Teilbedarfsrechnung sowie
als Vorstufe zur Fertigungstermin- und Maschinenbelegungsplanung dient.

Im Gozinto-Graph treten alle Teile und Beziehungen nur einmal auf, sodass eine Daten-
redundanz vermieden wird. Der Gozinto-Graph dient somit der grafischen Veranschau-
lichung der heute zumeist in Datenbanksystemen gespeicherten Stlicklisten.

Definition 46:

Ein Gozintograph ist ein gerichteter, bewerteter Graph, der durch Knotenmengen und
Pfeilmengen beschrieben wird. Die Knoten des Graphen stellen die Endprodukte, Bau-
gruppen und Rohstoffe dar, wahrend die Pfeile die Input-Outputbeziehungen angeben.

Ausgangspunkt sind Stlicklisten, die die Struktur von Teilen beschreiben. Angenommen
wir haben ein Endprodukt E1, welches selber aus den beiden Baugruppen B2 und B3
und diese wiederum aus der Baugruppe B1 und den Teilen T1 und T2, sowie T3 beste-
hen.

Die Baugruppe B1 besteht aus den Teilen T1 und T2. Die Struktur der Stilickliste hat als
Baum folgende Struktur:

0. Fertigungsstufe

B3 1. Fertigungsstufe

1 Stiic I {.Stiick 2 Sti 3'Stick
B1 T1 T2 B1 T3 2. Fertigungsstufe
2 Stu 4°Qtuck
T1 T2 3. Fertigungsstufe

Daraus ergibt sich die Erstellung einer Verflechtungstabelle in technologischer Reihen-
folge.
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Determinanten

Grundlagen zu Determinanten
Wiederholung: Was ist eine Funktion?

Um das folgende zu verstehen, muss der Begriff der "Funktion" kurz wiederholt wer-
den:

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnungsvorschrift die jedem Element einer Menge
genau ein Element einer zweiten Menge zuordnet.

Bei einer "ganz normalen" Funktion wird also einer Zahl wieder eine Zahl zugeordnet.
Das Bild zeigt eine solche Funktion:

Menge aus Zahlen Menge aus Zahlen
Y R

1 > 1

2 —] 2

3 3

4 > 4

5 — | 5

6—T 16
./ ~—

Diese Funktion ordnet den Zahlen 1 bis 6 der linken Menge eindeutig eine Zahl zu, d.h.
jeder Zahl der linken Menge wird genau eine Zahl der rechten Menge zugeordnet.

Die Determinantenfunktion

Man kann aber auch Funktionen definieren, die einer quadratischen Matrix eine Zahl
zuordnen. Zu dieser Art von Funktionen gehort die Determinantenfunktion:

Menge aus Matrizen Menge aus Zahlen

'4 i ™ 4 ™
E= 42 1
(3 2] > 2
- Ty 3
_|79 4
F— .La 5-’ --..___‘-‘ _._'__,_..-" 5
. >< E
53] 7
22 [
usw. 9

L vy L "y

Determinanten

Die Determinantenfunktion ordnet Matrizen einen Funktionswert (Zahl) zu. Diesen
Funktionswert nennt man "Determinanten".

Im vorigen Bild gilt z.B.:

Die Determinante der Matrix E ist die Zahl 2, die Determinante der Matrix F ist die Zahl
8 und die Determinante der Matrix G ist die Zahl 4.
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Berechnung von zweireihigen Determinanten
Vorbemerkung zur Definition:

Auf der vorigen Seite hatten wir gesagt, dass die Determinanten-Funktion einer quad-
ratischen Matrix eine Zahl zuordnet.

Diese Zahl hatten wir den Namen Determinante gegeben.

Nun missen wir natlirlich noch definieren, welchen Wert diese Zahl hat. Zuerst defi-
nieren wir 2-reihige Determinanten:

Definition 1:

Matrix A: Determinate der Matrix A:
(311 a12) S A A —an. v a

a7 dyy 11 " a2 21 " d12

Bemerkung 16:

Die Determinanten-Funktion ordnet nur quadratischen Matrizen eine Zahl zu.

Fur nichtquadratische Matrizen ist die Determinanten-Funktion nicht definiert.

Bemerkung 17:

Natirlich ist die Determinanten-Funktion wie jede andere Funktion eindeutig, d.h. je-
der quadratischen Matrix wird genau eine Determinante (Zahl) zugeordnet.

Beispiel 35:

112

_1.4-3.2-4_-6=-2

@ 54

5 -2 \
b —5.9-3.(—2)=45+6=51
(b) 3 9 (-2) +
(c) 5 8l _5.12.9.8-72-72-0

9 12

4 0 .
d —4.0-(-2)-0=0
O D (-2)
(e) < 2 _ek_sg

4 6

Zusatzfrage: Wann ist diese Determinante 0 7 Ergebnis: fur k=%=%
12 3
(f) 5 %‘=12-%—5-3=5—15=—9
2 2
=4-4=0
@ | 2‘
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Folgerungen

Uber die eindeutige Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen

und zwei Unbekannten.

Definition 47:

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten besitzt ge-
nau eine Losung, wenn die Koeffizienten-Determinante nicht verschwindet.

D=det(A)= fu
4y dp

Beispiel 1:

3x+2y =5

—6x—4y =6

Daraus ergibt sich folgende Determinante:

A= (—2 —24)
det(4) = |_2 _i| - 12412=0
Beispiel 36:

Wir berechnen die Determinanten der folgenden Matrizen:

X 35 ' 5 3
o (_—2 4)' - (_—1{': —ﬁ)-
Es ist:
det A = | =34 —(=2)-
[
5 3
det B = | _ L= 5. (—6) —
=10 —6|
1 0] -
detC = | [ =1-1—-=0-0=1
[

: ]
l,—(.
0 ])

5 =12+ 10=122

(—10) - 3 = =30 + 30 =0
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Eigenschaften zweireihiger Determinanten

In diesem Abschnitt werden wir uns mit den wesentlichen Eigenschaftender 2-reihigen
Determinanten vertraut machen und sie zu Regeln zusammenfassen.

Sie gelten im Ubrigen sinngemaR auch fiir die spater noch zu definierenden Determi-
nanten héherer Ordnung.

Regel 1:

Der Wert einer 2-reihigen Determinante andert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten
miteinander vertauscht werden. Man bezeichnet diesen Vorgang auch als "Stiirzen der
Determinante".

Beispiel 2:
| 8 5 . :
dct_-"!.—: 2 j:—%-z—[—ﬁj-ﬁ—lﬁﬂ-lf"—}l
T 8 =3 . :
det A =4 j:-%-i—ﬁ-f—.’ﬂ—lﬁ-l—lﬁ—ﬁl

Somit gilt erwartungsgemal:

det AT = det A = 31

Regel 2:

Beim Vertauschen der beiden Zeilen (oder Spalten) dndert eine 2-reihige-Determinante
ihr Vorzeichen.

Beispiel 3:

7 3] ‘
detA = |, [[=7-(-)=3-4=-7-12=-19

Wir vertauschen nun beide Spalten. Die Determinante dndert dabei ihr Vorzeichen:

3 7 : 7 3
| =347 (-1)=124+7=19 = —| |
|_1 a4l 4-T7-(-1)=12+7=19 la ]
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Regel 3:

Werden die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) einer 2-reihigen Determi-
nante mit einem reellen Skalar A multipliziert, so multipliziert sich die Determinante
mit A.

Beweis:

Wir multiplizieren die Elemente der 1. Zeile der zweireihigen Determinante

det A i an |

day daz
Mit dem Skalar A und erhalten:

|.-'J.{!|| .-'].{!|]| .
.—].{!||{!_'lj—.r].{!|j(!j| .r].':(!||(!jj—{!|jdj|_|
| az a2z

i-

Zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Elemente der 2. Zeile mit A multipli-
zieren oder die 1. Oder 2. Spalte mit A multiplizieren.

Daraus ergeben sich zwei weitere Regeln:

Regel 4:

Eine 2-reihige Determinante wird mit einem reellen Skalar A multipliziert, indem man
die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert.

Regel 5:

Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einer 2-reihigen Determinante einen
gemeinsamen Faktor A, so darf dieser vor die Determinante gezogen werden.

Bemerkung 18:

Man beachte den folgenden Unterschied:

Eine Matrix wird mit einem Skalar A multipliziert, indem jedes Matrixelement mit A
multipliziert wird.

Im Gegensatz dazu erfolgt die Multiplikation einer Determinante mit einem Skalar A,
indem man die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert.

Beispiel 37:

In der Determinante

-24 7
-32 1
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Besitzen die Elemente der 1. Spalte den gemeinsamen Faktor -8, den wir nach Regel 5
vor die Determinante ziehen diirfen. Es ist somit:

—-24 7 (—8&-3) 7 37
-5 - —B(3-1—-4-7)
—-32 1 (—8&-4) 1 4 1
—8(3—28) = —8-(—235) =200
Regel 6:

Eine 2-reihige Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie (mindestens) eine der fol-
genden Bedingungen erfillt:

1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null.

Beweis:

Wir nehmen an, dass samtliche Elemente der 1. Zeile gleich null sind.

I 0 -az —0-as 0

Fir die zweite Zeile ist der Beweis gleich.

2. Beide Zeilen (oder Spalten) stimmen Uberein.

Beweis:

Die Determinante besitzt zwei gleiche Zeilen.

app dpz2 djpp djz
[y diyjdia — djjdqya ()
dsy 3 apy djpz

=]

3. Die Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.

Bemerkung 19:

Zwei Zeilen (Spalten) sind gleich, wenn sie in ihren entsprechenden Elementen lber-
einstimmen.

Proportionalitdat zweier Zeilen (Spalten) bedeutet: Einander entsprechende Elemente
stehen in einem festen Zahlenverhaltnis.
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Beweis:

Die zweite Zeile ist das A-fache der ersten Zeile.

apy djpz ay ay2

.-':I.{!|| ;':l{!”

D =

ayp “IJ‘

a9 daa i [ N )

e mmma
0

Beispiel 38:

Die folgenden Determinanten verschwinden

o) mm () em ()

( 1 {}j
0 0,
Weil

Det(A)=0: Die Elemente der 2. Zeile sind Null.

Det(B)=0: Die beiden Zeilen (bzw. Spalten) sin proportional zueinander.
Det(C)=0: Die beiden Zeilenvektoren stimmen Uberein.

Det(D)=0: Die Elemente der zweiten Zeile (bzw. zweiten Spalte) sind Null.

Regel 7:

Der Wert einer 2-reihigen Determinante andert sich nicht, wenn man zu einer Zeile
(oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches der anderen Zeile (bzw. anderen Spalte) ele-
mentweise addiert. Bereits veranderte Zeilen oder Spalten dirfen zum weiteren rech-
nen nicht mehr verwendet werden.

Beweis:

Zu der ersten Zeile der Determinante

a “I."‘

a2 daa

addieren wir das A-fache der zweiten Zeile. Daraus ergibt sich folgendes:

layy +Adaxy) lapx + daaa) ) )
= (ay +Adan)arn — (a2 + daalan =
a2y a1
= gay1d2 + Adarja — ayrax; — Adazjazs =

= dy1d@ax —dyada =

g ﬂ|1|

day daz

Das entsprechend gleiche Ergebnis erhalten wir zu der zweiten Zeile das A-fache der
ersten Zeile addiert wird.

Beispiel 39:
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3 :
4 ‘ das f-fache der 2. Zeile, 50 hat

sich nach Regel 7 der Wert der Delermunante nicht gedndert. Es 15t somul:

Addieren war zur 1. Zeile der Detemminante

‘=n-4—1-39=—39

—6 5
1 1 4 1 4

_ |-:—ﬁ+ﬁ] (5 + 24 ‘ _ ‘{l 29

Wir bestatigen dieses Ergebnis, indem wir die Ausgangsdeterminante direkt berechnen:
—6 5 ,
‘ =—-6-4—-5-1=-24-5=-29 [

1 4

Regel 8:

Multiplikationstheorem fiir Determinanten
Fir zwei 2-reihige Matrizen A und B gilt stets:
det(A-B)=det(A)-det(B)

d. h. die Determinante eines Matrizenproduktes A -B ist gleich dem Produkt der Deter-
minanten der beiden Faktoren A und B.

Beispiel 40:

(0 ()

Die Berechnung der Determinante des Matrizenproduktes A - B geschieht am einfachs-
ten nach dem Mulriplikationstheorem (Regel 8). Wir erhalien mit

1 4
det A = | =1-(-2)-5-4=-2-20=-2

5 =2

det B =

den folgenden Went:
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det (A -B) = (detA) - {detB) = (=22) - 10 = =220

Zur Kontrolle berechnen wir jetzt die Determinante det (A - B) auf einem anderen We-
ge, miissen dabei allerdings einen Mehraufwand an Zeit und Arbeit in Kauf nehmen.
Luniichst balden wir nach dem Anordnungsschema von Falk das Mamzenprodukt A - B
und im Anschluss daran die Determminante det (A - 1)

S R
b 4 1
14 1
= A u—( . )
uE 14 1 -1 -1
' 5 -2 —18 —17
\-B
14 1 _
det (A - B) = _ = 14-{=17)=(—=18)-1 =
—18 —17
= —238 + 18 = — 220 n
Regel 9:

Die Determinante einer 2-reihigen Dreiecksmatrix A besitzt den Wert
det(4) = a4 " ay;

d. h. die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Hauptdiagonal-
elemente.

Bemerkung 20:

Da die Diagonalmatrix ein Sonderfall der Dreiecksmatrix ist, gilt es fiir ihre Determi-
nante ebenfalls

Die Einheitsmatrix E und Nullmatrix O wiederum sind Sonderfalle der Diagonalmatrix.

Fir ihre Determinanten gilt daher:

1 0
det E = =1-1=1
0 1
0 0
duLi]'=‘ ‘={J'-{J'={J'
0 0
Beweis:

Hier anhand der oberen Dreiecksmatrix gezeigt:

i a2
L I

D = ‘=ﬂ||ﬂ”—ﬂ-ﬂ|1='f‘||'“11

62-459



Beispiel 41:

Die Determinanten der folgenden Dreiecksmatrizen

5 —4 7 0
A = ) und B = _
(o Z3) mim=(_g %)

besitzen folgende Werte:

5 —4
det A = =3-(—3)=-13
0 -3
7 0
det B = =7 -5 =135
—8 5
Beispiel 42:

Die folgende Matrix

—6 0
A=
( 0 —4)
Ist eine Diagonalmatrix.

Ihre Determinante besitzt den folgenden Wert

—6 0 _ _
det A = = (—6) - (—4)=24
0 —4
Beispiel 43:
o2
(a) 3 ‘=1-4—3-2=4—6=—2
(b) > - =5-9-3-(-2)=45+6=51
]
(c) ° ¢ =6-12-9-8=72-72=0
9 12
4 0 _
d =4-0-(-2)-0=0
@ 15, (-2)
(e) K 2=6k—8
4 8
Zusatzfrage: Wann ist diese Determinante 0 7 Ergebnis: fir k=
12 3
(f) ‘5 4‘=12-%—5-3=E5—15=—9
2 2
=4-4=0
(9) ‘2 2‘

»| o

W
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Folgerungen

Uber die eindeutige Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten.

Definition 48:

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten besitzt ge-
nau eine Losung, wenn die Koeffizienten-Determinante nicht verschwindet.

D=det(A)= fu
Uy dp
Beispiel 44:
3x +2y =5
—6x —4y =6
Daraus ergibt sich folgende Determinante:
A= (—36 —24)

det(4) = |_36 _24| - 12412=0
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3-reihige Determinanten oder Determinante 3. Ordnung

Auf der vorigen Seite hatten wir die Determinanten-Funktion fiir 2-reihige Matrizen
definiert. Jetzt wollen wir das gleiche fiir 3-reihige Matrizen machen.

Auf 3-reihige Determinanten st68t man beispielsweise, wenn man ein lineares Glei-
chungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten vom Typ

'Hll'l'l +{!|1'|.1 +ll:!|_:|.'|.'_:| — |-|
{!_1|.'|.'| +{!11.'|.'1 +-|:!1_:|.'|.'_:| = C=x
ETES +-|:!_:|1.'|.'1 +-|:!_:|_:|.'I.'_:| =B

auf seine Losbarkeit hin untersucht.

Wir werden spater zeigen, dass ein solches System nur dann genau eine Lésung besitzt,
wenn der aus den Elementen der 3-reihigen Koeffizienten-Matrix

i dia2 di3
A= a2y drr dag
dy]  diya  dig

gebildete Term
[}y = ay1as»asy + ayjadrzadyy + dyadagdyr —
—dj3drzdiy] — djjdazdyy — diz3dr]d33

einen von Null unterschiedlichen Wert besitzt.

Die Zahl D heiRt Determinante von A. Sie wird in diesem Zusammenhang meist als Ko-
effizienten-Determinante des Gleichungssystems bezeichnet.

Definition 49:

Unter der Determinanteeiner3-reihigen, quadratischen Matrix versteht man die Zahl

A IAl=D=det A
a7 a5 53 a7 a5 A13
51 A3 423 31 A3 433
a31 a3, 33 431 a3, 433

mit |A| = d11d22d33 + @12d23a31 + A133@21d32 - A@31d22d13 - A32d23d11 - A33d213d12
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Beispiel 45:

Als Beispiel sei folgende Matrix gegeben:

A=

w oo
2 th b9
— e LN

Die Determinanten-Funktion ordnet der Matrix A die Determinante |A| zu:

025 025
A=|654 > |Al=]|65 4
321 321

Will man nun die Determinante berechnen, so muss man die obige Definition benutzen:
|A] =0-5-1+2:4-3+5:6-2-3-5-5-2-4-0-1-6-2 =0+24+60-75-0-12 = -3
Die Determinante |A| hat also den Wert -3.

Bemerkung 21:

Die Determinante D heiRRt auch3-reihige Determinante oder Determinante 3. Ordnung.

Gebrauchliche Schreibweisen sind:

di] dijx &3
I, d21 dar daay |, det A, A, e i

fd3] dix d33
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Sarrus-Regel

Was ist die Sarrus-Regel?

Die auf der vorigen Seite gelernte Definition flr 3-reihige Determinanten kann man sich
mit der Regel von Sarrus merken. Sie ist also keine neue Definition, sondern eine simple

Merkhilfe.

Erklarung der Regel:

Zuerst schreiben w
neben dieselbe:

A1 A12 ag3
A1 Azy Ayz
azq Azy a3

ir die zwei ersten Spalten der Determinante |A| nochmals rechts

A11 47
Ay1 Ay
az1 Az

Die drei im folgenden Bild eingezeichneten Diagonalen nennt man die Hauptdiagona-

len. Das Produkt je
haben also drei Hau

A1 Ap ag3
NN
A1 App Ay
\ )

einer Hauptdiagonalen nennt man Hauptdiagonalenprodukt. Wir
ptdiagonalenprodukte (kurz HP's):

11 A2 1.HP= Ay1°8,y Az4
.

A1 Ayp 2.HP=ay a,; a3,
P

a3y Az, 3.HP=a,; a,; as,

a31 A3y asz

NN\

[Die drei Hauptdiagonalen j

Die anderen drei Di

agonalen nennt man Nebendiagonalen bzw. ihre Produkte die Ne-

bendiagonalen-Produkte.

( Die drei Nebendiagonalen )
a1 312/313/’3“/312 1LNP=azya,,a;
32}322 A3, A1 A 2.NP=a;z,a,yay,
a31 a3; azz| as; a3 3.NP=azya,ra;,

Addiert man die dre
diagonalen-Produkt

i Hauptdiagonalen-Produkte und subtrahiert davon die drei Neben-
e, so erhalt man die von der Vorseite bekannte Formel fiir |A]:

| A|=a11222a33+a12@23a31+213321332-331322a13-332223311-333321a12
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Bemerkung 22:

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Regel von Sarrus nur fiir 3-reihige De-
terminanten gilt.

Rechenregeln fiir 3-reihige Determinanten

Fir 3-reihige Determinanten gelten sinngemald die gleichen Rechenregeln wie fir 2-
reihigeDeterminanten (Regel 1 bis Regel 9) aus dem vorherigen Abschnitt)

Beispiel 46:

(a) 2 =2.2.5+3.2-(-1)+1-3-1-(-1)-2:1-1.2.2-5.3.3
—20-6+3+2-4-45=_30
1 4 51 4
b) [0 -3 2|0 -3 =-3:16-0-(-30)-(-4)-0=47
2 -2 112 -2
4 3 -1/4 3
(c) 2 2 5|12 2=32+90-10-(-12)-100-24=0
6 5 4|6 5
Beispiel 47:

Im néchsten Beispiel ziehen wir zuerst zwei Faktoren vor die
Determinante, um kleinere Zahlen zu erhalten:

12 24 48 1 2 4 1.2 412
5 10 —5(=12.5-(1)(2)-1-60-{0 0 -5[00
4 2 1 4 2 1 4 2 1|-42

=60(40+10)=3000

Hier wurde am Ende die erste Zeile von der 2. subtrahiert, was die beiden Nullen erge-
ben hat.

Beispiel 48:

k 12 3 1 2 3 12 11 2

2k 6 1=k-6-2 1 Bk-2 1 0|2 1=6k-(2-1)=6k
k 6 1 1 1 11 01 1

Hier wurde am Ende die 2. Spalte von der dritten subtrahiert.
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Beispiel 49:
1 (3) (4
D= 2 5 -3
-5

Hier entdeckt man keine einfache Methode, die einem auf einmal zwei Nullen
beschert. Aber in zwei Schritten kann man an den markierten Stellen Nullen

erzeugen.
1. Schritt: Addiere das Dreifache der 1. Spalte zur 2. Spalte

2. Schritt: Addiere das (-4)-fache der 1. Spalte zur 3. Spalte:

T -3 4, 1 -3+3 4-4 1 0 O
D=2 5 -3=2 5+6 -3-8|=2 11 -11
72 -5 |7 2+21 -5-28 |7 23 -33

—

Nun kann man noch den Faktor (-11) aus der letzten Spalte herausziehen:

0 o0
=-1112 41 12 11=-11-(33-23)=-110
7 7 23

Einreihige Determinanten
Bis jetzt haben wir noch keine einreihigen Determinanten definiert.
Die Definition der "Einreihigen Determinante" ist kurz und simpel.

Definition 50:

Eine einreihige Determinante hat den gleichen Wert wie ihr (einziges) Element. Die
Formel dazu:

lai1] = ann

Beispiel 50:
Welchen Wert hat die Determinante |4711]?
Antwort:

Die Determinante hat den Wert 4711.
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n-reihige Determinanten
Anmerkung

Genauso wie flir 2- und 3-reihige Determinanten missten wir auch fir 4-, 5-, 6-, ..., n-
reihige Determinanten eine Formel angeben, mit der man sie berechnen kann.

Dabei stof3t man aber schnell an Grenzen, denn schon eine Determinante mit 5 Reihen
hat eine Losungsformel mit 120 Summanden! Das ist zu viel Arbeit!

Wir werden aber bald eine Definition (=Lésungsformel) der Determinantenfunktion
kennen lernen, die wesentlich kiirzer und eleganter ist.

Da die Berechnung von Determinanten mit mehr als 3 Reihen sehr aufwendig aber doch
Routinearbeit ist, werden sie oft mit Computerprogrammen oder Taschenrechnern be-
rechnet!
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Laplace'scher Entwicklungssatz (Unterdeterminanten)
Unterdeterminante

Definition 51:

Die aus einer 3-reihigen Determinante D durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten
Spalte erhaltene 2-reihige Determinante heilt Unterdeterminante von D und wird
durch das Symbol Dikgekennzeichnet (i, k=1,2,3)

Schnittpunktelement

Definition 52:

Streicht man in einer Determinante eine beliebige Zeile i und auBerdem eine beliebige
Spalte k, so nennt man das Element, das im Schnittpunkt der gestrichenen Zeile und
Spalte entsteht, aik das Schnittpunktelement.

Das Schnittpunkt-Element aix ist also genau das Element, dass sowohl in der gestriche-
nen Zeile als auch in der gestrichenen Spalte steht.

Beispiel 51:

Als Beispiel sei eine 3-reihige Determinante gegeben:

A17 892 13
|A| = |a21 222223
az1 a3y A33

Als Beispiel streichen wir die dritte Zeile und die zweite Spalte:

Das Schnittpunkt-Element ist dann das Element as»:

Schnittpunkt-Element
ist das Element A3y
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Beispiel 52:

Gegeben sei eine dreireihige Determinante |A|:

a1 215 Ay3
|A| = [a21 222223
431 az, 433

Nun streichen wir eine Zeile i und eine Spalte k.

Als Beispiel streichen wir die 3.Zeile und die 2.Spalte:

Es bleiben vier Elemente Ubrig die nicht gestrichen wurden.

Diese vier Elemente bilden die so genannte Unterdeterminante D3;:

_ P11 213
dy1 A3
Beachte:

Hat die Determinante n Reihen, so haben alle Unterdeterminanten n-1 Reihen.

Vorzeichen-Faktor
Vorbemerkung zur Definition

Man kann eine Funktion definieren, die jeder Unterdeterminante Dikx einen Vorzeichen-
faktor zuordnet.

Der Vorzeichenfaktor kann den Wert (+1) oder (-1) haben.
Die Funktion nennen wir die "Vorzeichenfunktion".

Definition 53:

Der Unterdeterminante Dix wird durch die Vorzeichenfunktion
der Vorzeichenfaktor Vix zugeordnet. Dieser berechnet sich so:

Dik ->Vik = (-1)i+k

Beispiel 53:

Nehmen wir an, wir streichen in einer Determinante z.B. die 3.Zeile und die 2.Spalte,
so dass die Unterdeterminante D3, entsteht:
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Der Unterdeterminante D3, wird dann der Vorzeichenfaktor Vs, zugeordnet, der sich
nach obiger Definition berechnen lasst:

Vie= (1) = (-1)*?=(-1)°=(-1)
Bemerkung 23:

Das Produkt aus Vorzeichenfaktor Vik und Unterdeterminante Dik nennt man auch "al-
gebraisches Komplement" Aix:

Aik = Vik- Dik

Entwicklungsformel
Jetzt definieren wir eine n-reihige Determinante durch ihre Unterdeterminanten.

Die Formel nennen wir Entwicklungsformel. Auf den nachsten Seiten werden wir dann
sehen, wozu diese Formel zu gebrauchen ist.
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Definition 54:

Gegeben sei eine n-reihige-Determinante, im Beispiel eine 3-reihige:

47 295 A43
D = |ay; ax a3
431 a3y 433

Hat die Determinante n-Reihen, so schreiben wir sie n-mal nebeneinander, d.h. in un-
serem Beispiel 3-mal:

a7 15 93 a7 a5 Ay3 a7 a5 A13
dy1 A2 A3 Ay Ay A3 51 A7 A23
431 A3, 433 431 a3, 433 431 a3 433

Nun streichen wir in allen Determinanten die erste Reihe, sowie in der n-ten Determi-
nante die n-te Spalte:

D. = a3 A33 D, .=|*21223 _[321 922
11 Jay, az3| 12 Jagpazz| 13 |as; a3

Diese Unterdeterminanten addieren wir: D11+D12+Di3+...+D1n

Jetzt multiplizieren wir noch jede Unterdeterminante mit dem gleichnamigen Vorzei-
chenfaktor und Schnittpunkt-Element:

V11211D11 + V12a12D12 + ... + V1pa1nDan

SchlieBlich definieren wir, dass diese Formel gleich der gegebenen Determinante D sein
soll:

D = Vi11211D11 + V12a12D12 + ... + V1na1nDa1n

Meist schreibt man die Entwicklungsformel mit dem .-Zeichen:

D= kZ: Vi@ Doy
=1
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Beispiel 54:

Als Beispiel sei eine 3-reihige-Determinante gegeben:

D=

O 7 I |
— D
& WG

Laut Definition missen wir die Determinante 3x aufschreiben:

7 9 8 7 9 8 7 9 8B
5 2 3 5 2 3 5 23
4 1 6 4 1 6 4 1 6

Dann mussen wir die erste Zeile streichen und je eine der Spalten:

79§ 749 81 |
2 3 5 3 5 2
1 6 4 6 4 1
Es entstehen drei Unterdeterminanten:
2 3 |5 3 |52
D=1 6| P74 6| Pis™| 4 1‘

Jetzt addieren wir diese drei Unterdeterminanten:

23
1 6

5 3

+ 4 6

+

S 2
4 1

Jede Unterdeterminante multiplizieren wir mit ihrem gleichnamigen Vorzeichenfaktor
und Schnittpunktelement:

23
1 6

S 2

Vir 7 41

+V12'9 + \338

3
6

5
4
Die drei Vorzeichenfaktoren miissen wir noch berechnen:
Vi = (-1)"#1=1 Vi =(-1)M2=-1  Viz=(-1)1*3=1

Die 3-reihige Determinante D, ausgedrickt durch 2-reihige Unterdeterminanten, lautet
somit:

]2 s 5 3 52
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Bemerkung 24:

Der Wert einer 3-reihigen Determinante ist unabhangig von der Zeile oder Spalte, nach

der entwickelt wird.

In der Praxis entwickelt man stets nach derjenigen Zeile oder Spalte, die die meisten
Nullen enthalt, da diese Elemente keinen Beitrag zum Determinanten-Wert leisten.

Bei einer 3-reihigen Determinante bringt die Entwicklung nach Laplace in der Regel
keine nennenswerte Erleichterung. Meist ist es bequemer, die Determinante nach der

Regel von Sarrus zu berechnen.

Fir das algebraische Komplement Aikist auch die Bezeichnung Adjunkte gebrauchlich.

Rechenregeln fiir n-reihige Determinanten

Die hergeleiteten Rechenregeln fiir 2-reihigeDeterminanten gelten sinngemal auch fir

Determinanten héherer Ordnung (n-ter Ordnung).

Diese Regeln in allgemeiner Form:

Regel 1:

Regel 2:

Regel 3:

Regel 4:

Regel 5:

Regel 6:

Regel 7:

Regel 8:

Regel 9:

Rechenregeln fiir n-reihige Determinanten

Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten
miteinander verfauscht werden, d. h. die Determinante . gestiirzt” wird.

Beim Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) dndert eine Determinante
ihr Worzeichen.

Werden die Elemente einer beliehigen Zeile (oder Spalte) mit einem reel-
len Skalar i multipliziert, so multipliziert sich die Determinante mit A.
Eine Determinante wird mit einem reellen Skalar i multipliziert, indem
man die Elemente einer belichigen Zeile (oder Spalte) mit 1 multipliziert.

Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen gemeinsamen Fak-
tor 4, sodaf dieser vor die Determinante gezogen werden.

Eime Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie mindestens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt:
1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Nudl.
. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind gleich.
. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind meinander proportional.
. Eine Zeile (oder Spalte) ist als Linearkombinarion der tibrigen Zei-
len (oder Spalten) darstellbar.

ol D

Der Wert einer Determinante dndert sich nichs, wenn man m einer Zeile
(oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (oder Spalte)
addiert.

Multiplikationstheorem fiir Determinanten
Fiir zwei n-reihige Matrizen A und B gilt stets
det (A - B) = (detA) - (det B) (I-83)

d. h. die Determinante eines Marrizenproduktes A - B ist gleich dem
Produkr der Determinanten der beiden Faktoren A und B.

Die Determinante einer n-reihigen Dreiecksmarix A besitzt den Went
det A = a11a22 ... Gan (1-84)

d. h. die Determinante der Dreiecksmatrix ist gleich dem Produlr der
Hauptdiagonalelemente. Diese Regel gilt auch fiir den Sonderfall einer
Diagonalmatrix.
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Beispiel 55:

Wir berechnen die Determinanten der folgenden Matrizen:

. 35 8 5 3 10
SN2 a ) S N=-10 —-6)° —ho o1

Es ist:
5| \
det A = ‘_3-4—['—2}-5_12-1—1{]_22
-2 4
53 x |
detB = | =5-(=6)—(—10)-3 = —-30+30=0
~10 —a‘
I {1‘
det C = =1-1-0-0=1
0 1]
Anwendungsaufgaben

Siehe Aufgabensammlung
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Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Eine Gleichung, die nur eine Unbekannte hat, kann man (in allen euch bekannten Fal-
len) nach dieser Unbekannten auflésen und somit die Lésungsmenge bestimmen. Unter
der Losungsmenge sind alle Zahlen zu verstehen, die man fiir die Unbekannte einsetzen
kann, so dass die Gleichung wahr ist, also "stimmt".

Manche Fragestellungen beinhalten jedoch zwei oder mehr Unbekannte, wobei man
aber auch zwei oder mehr voneinander unabhangige Gleichungen aufstellen kann. Zum
Beispiel eine kleine Textaufgabe:

Christina kauft vom Artikel A zehn Stlick und zwolfmal Artikel B. Daniel dagegen kauft
finfzehn Stick von A, aber nur zwei von B. Christina bezahlt 38 Euro, Daniel 19,40 Euro.

Unbekannt sind die Einzelpreise von A und B. Da flr beide Einkdufer die einzelnen
Stlickzahlen und der Gesamtpreis bekannt sind, kann man zwei Gleichungen aufstellen,
die beschreiben, wie sich der jeweilige Gesamtpreis zusammensetzt. Der Einzelpreis
von A wird hierbei durch die Variable a beschrieben und der Einzelpreis von B durch
die Variable b:

10a + 12b = 38 (1) (Christinas Einkauf)
15a +2b =19,4 (2) (Daniels Einkauf)

Leider kann man hier keine der einzelnen Gleichungen fiir sich genommen so nach einer
Variablen auflésen, dass man den Einzelpreis ablesen kann, denn man bekommt die
andere Variable nicht weg.

Man weill aber, dass die zu findenden Losungen fir a und b fiir beide Gleichungen
gleichzeitig gelten missen. Man hat hier dadurch ein System zweier Gleichungen mit
zwei Unbekannten.

Alle Verfahren, das Problem zu knacken, beruhen darauf, aus den n Gleichungen mit n
Unbekannten (wobei mit n die Anzahl der Gleichungen und Variablen gemeint ist) nur
noch eine Gleichung mit einer Unbekannten zu machen. Es gibt dabei im Wesentlichen
neben dem Erraten und dem graphischen Losungsverfahren vier algebraische Verfah-
ren:

. Gleichsetzungsverfahren

. Einsetzungsverfahren

. Additionsverfahren

. Eliminationsverfahren nach GauR

° Cramer’sche Losungsverfahren

Hat man mehr als zwei Gleichungen, dann fihrt in jedem Verfahren immer jeder ein-
zelne Schritt zu einer Gleichung, die jeweils eine Variable weniger enthalt.
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GaulBscher Algorithmus
Dieses Verfahren dient zur Losung von linearen Gleichungssystemen

Es eignet sich zur Bestimmung einer speziellen Lésung als auch zur Angabe der gesam-
ten Losungsmannigfaltigkeit.

Durch moderne Rechneranlagen ldsst sich das Gauli‘sche Eliminationsverfahren sehr
gut durchfihren und hat deshalb an Bedeutung gewonnen.

Seine Idee besteht darin, aus einem System von m linearen Gleichungen mit n Variablen
m-1 Gleichungen so umzuformen, dass eine der Variablen, etwa x1, in diesen m-1 Glei-
chungen nicht mehr vorkommt, also eliminiert wird.

Aus m-2 von diesen m-1 neuen Gleichungen ldsst sich nun z.B. x; entfernen. Indem man
so fortfahrt, erhalt man schlieRlich eine einfach zu lésende Gleichung, die nur noch
eine Variable xn aufweist.

Das Gleichungssystem lasst sich dann einfach nach allen anderen Variablen auflésen,
da immer nur eine unbekannte Variable vorhanden ist.

Rechenschema:

™=
~—

a1 X; +8,X, + 83Xy + 8, X, =Dy
p1 %) + 8y X, + Xy + 8y X, =D,

—~~ —~
@ N

a31X1 + a32x2 + a33x3 + a'34)(4 = b3

—
D
~

81X + 85X, + 843X +8,,X, = by

Xp +a5,X, + Q13X +a1,X, = bl (1')
A X, tayX; +a,,X, = bz (ZI)
Az X, +ag3X; + Ay X, = b3 (3I)

AupXy + 3%y +AyX, = b4 (4|)

Xp ta,X, +a3X; + a1, X, = bl (1“)
Xy +AyXg + Ay, X, = bz (2 )
Ag3X3 + Ay X, = b3 (3 )

AyaXy + 84Xy = b4 (4

Xp +a5,X, +a5X; +a,X, = b1 (1”')
Xy +ayX; +ayuX, = bz (2...)
X3 + 85X, =D,

(
X, =b, (4")

Im allgemeinen Teil wird ein Gleichungssystem mit 4 Variablen veranschaulicht:
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(1) erhalten wir durch Division von (1) durch a11 (Vor. a1120)

Dann multiplizieren wir (1) mit a21 und subtrahieren von (2) und erhalten (2°).
Dann multiplizieren wir (1) mit azsund subtrahieren von (3) und erhalten (3°).
Entsprechend erhalt man (4°)

AnschlieBend wird (2) zu (2*‘) vereinfacht und zur Umformung von (3) in (3“) und von
(4°)in (4“) verwendet.

Dies wird analog bis (4“‘) fortgesetzt, so dass man nach der Variablen auflésen kann.
Determinanten-Verfahren nach Cramer (Cramer‘sche Regel)

Gabriel Cramer (1704 - 1752, von Beruf Mdnch) entwickelte ein stark formalisiertes
Losungsverfahren fir LGS.

(Bedingung: Gleichviel Variablen und Gleichungen)

Ein Zahlenschema der Form:

ar 4 aq,2 a1.3 n aq
az 1 a2 .2 ] a2
detfAy= |l a3 1 [ I | mit allen @ j €R

an 1 ap,2 9p,3 § 9 n

heillt Determinante (n-reihig).

Die Entwicklung von Determinanten

(Wie rechnet man den Wert einer Determinante aus?)

Eine 2-reihige Determinante wird folgendermallen berechnet:

[31,1 111,2}
az 1 a9z 2

Hauptdiagonale (links oben nach rechts unten)

det(A) = =aq,1-az 2-a2 1 -1 2

Nebendiagonale (links unten nach rechts oben)"
Eine beliebige Determinante wird nun nach einer Zeile oder Spalte entwickelt.

Am Beispiel: (Entwicklung nach der 1. Zeile)

3 7146
59 6 M0 9 6 1M 5 6 M 5 9

M5 96
=3- (|27 8|[|-7T-||1 7T & +4-||1 28|[-6-||1 27T

1T 278
4 29 329 3409 3 42

5 429

Man nimmt die Elemente der 1. Zeile als Faktoren vor Unterdeterminanten, die entste-
hen, wenn man die Zeile und Spalte streicht, in der der jeweilige Faktor steht. Die Pro-
dukte aus Faktor und Unterdeterminante wird addiert oder subtrahiert. Das Vorzeichen
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wird nach Zeilennummer/Spaltennummer bestimmt. Man addiert die Zeilen- und Spal-
tennummer: Ergebnis gerade: +, ungerade: -

(Ein Beispiel: Entwicklung nach der 6. Zeile: Das erste Element steht in der 6. Zeile, 1.
Spalte, 6+1=7, ungerade, also wird mit - begonnen.)

Das gleiche Beispiel nach der 2. Zeile entwickelt:

3 746
746 346 37 6 374

M5 9 6
=-10- (|2 7 8 |[+3-||1 7T 8 ||-9- (|1 2 8|[+6-||1 27

1T 27 8
4 29 529 5409 5 42

5 429

Eine dieser Unterdeterminanten kann dann weiter entwickelt werden, z. B.:

71416

78 28 2 7
27 8|=T7 -4 +6-
‘(2 ﬂJ‘ ‘[4 9]‘ ‘(1 EJ‘

4 29

Die entstandenen 2-reihigen Determinanten lassen sich mit obiger Methode berech-
nen, z. B.:

78
=7-9-2-8
(2 ‘EJ‘

Obiges Beispiel im letzten Entwicklungsschritt:
3 746
M 5 96
1 27 8
5 4 29

107 (7-9-2-8). 4

Insgesamt werden zwolf 2-reihige Determinanten berechnet!
Wer das Beispiel nachrechnen mdochte:

3 746

1M 5 9 6

1 27 8

5 4 2 9

=-2516

Fir die Berechnung von 3-reihigen Determinanten kann man die Regel von Sarrus her-
anziehen, die die Entwicklung der 3-reihigen und anschliefenden Berechnung von 2-
reihigen Determinanten bereits enthalt:
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Beispiel 56:

10 8

03 4|/|=135+0-4.6+8-02-6-3.8-2-4.1-5-0.-0=-137
6 25

1.0 83110
0 3 X (M0 3
6 2 5/6 2

Die ersten zwei Spalten rechts danebenschreiben, dann:
Hauptdiagonalen — Nebendiagonalen
Die Cramer'sche Regel

Definition 55:

(1) Bilde die Koeffizientendeterminante:
Ist D#0, so hat das LGS eine eindeutige Losung.
(Ist D=0 und alle Di=0, so gibt's eine Parameterlosung.
Ist D=0und ein Di#0, so gibt's keine Losung.)
a1,1 a1,2 »
D=l a2 1 " ]
[ R
(2) Bilde alle Formdeterminanten D;:
by a1 2
D1=| by az.2
O
Die 1. Spalte wird durch die rechte Seite (die bs) ersetzt.
Die 2. Spalte wird durch die rechte Seite ersetzt.
ag 4 by
D2=|az,1 b2 »
' 1o
USW.

(3) Berechne die Losungen:

D1
My = —
LI
« _DZ
2

Din
}{“:F
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Beispiel 57:
3nq-2x2+2x3=5
g+ 3x2-2x3=-5

dvq-3xp+x3=1

3 -2 2
D=1 -5 3 -2
4 -3 1

D=3

Es existiert eine eindeutige Losung

5 -2 2
D1=|-5 3 -2
1T -3 1
D1=3
oV
b
¥q=1
3 5 2
D2=|-5 -5 -2
4 1 1
bD2=6
o 22
D
¥a=2
3 -2 5
bD3=|-5 3 -5
4 -3 1
0D3=9
-
b
X3 =13
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Beispiel 58:

I 2 brz — 3ws + 121y -6 |-{(—2}
I 4r 3z + Jrz + 1dm 6
nmr 4z 3z + GbBrz + Gz 6
v 3z + DTz —  2my 14
I -4 1229 4+ 6Gzy — 24z 12
I 4r 3z + Jrz + 1dm 6 |I+1II
nmr 4z 3z + GbBrz + Gz 6 [T+ I
v 3¢s + Gmy — a4 14
1 —4z 1200 + 623 — 244 12 |:(-2)
I O92s + 923 — Oz4 18 I‘[—%)
1 1529 + 12z3 — 18z, 18
v 3#a +  Dps — 21y 14 |5
I 2 By — 3rz + 12z -6
I 1ozg = 1dm3 + 15m4 -30 |:15
11 1z + 123 — 18z 18 |II+ 11
v 1oz 4+ 25m3 = 10z 70 |IL+1IV
I 2 By — 3rz + 12z -6
IT oy — T3 + T4 -2
I — Bz — 3m ~12 |10
v 10z3 + 534 40
I 2z by — 3z + 123y —6
IT oy — T3 + T4 -2
1 — 102z — 10z4 —40 | (-10)
v 10r3 + Oma 40 IO+ 1V
I 2 By — 3rz + 12z -6
11 T3 — T3 + T4 -2
11 . Ty 4
v — 5wy [:(-5)
w B4 0
x4 eingesetzt in ITI:
T3 4
w3 und 74 eingesetzt in 1I:
oy — 4 -2 |44
T 2
T3, T3 und x4 eingesetzt in 1:
2z 62 - 34 -6 |:2
T -3
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Beispiel 59:

I 3z - T2 + 2r3 = 1

II "1 - 4z: - 3 = =2 |30+ (-7)I
Ol -z — 322 — 1253 = =5 |3II+I

I 3z - T2 + 2z3; = 1

11 - 5r2 - 1723 = -13

111 - 1022 — 343 = -14 |(=3)-II+II
I 32, —= 22 + 223 = 1

11 - 5r2 - 1723 = -13

1 g = i]

Durch Anwendung von Gauf erhilt manin
der letzten Gleichung einen Widerspruch,
d.h. das lineare Gleichungssystem besitzt

keine Losung.
L = {}
Beispiel 60:
I 20y = B22 + 323 = 3
oI 4z, - 1222 + 8z3 = 4 I+ (-2)1I
o 3 + 22 — 203 = 9 211+ (-3)1
I 2%, — 5Bz + 3d23 = 3
I - 2rs + 2oz = =2
m 1722 — 13z = 9 |20+ 17-IO
I 25, — Bz2 + 33
I - 2rs + 2oz = =2
I 8rz = -16

Man erhiilt mit GauB eine Dreiecksform,
d.h. das lineare Gleichungssystem hat ge-
nan eine Losung:
L = {(%-1;-2)}

Textaufgaben zum Erstellen von Linearen Gleichungssystemen
Definition 56:

Hier missen die Gleichungen als erstes aufgestellt werden. Die Losung erfolgt Uber
eines der bereits dargestellten Verfahren.
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Lineare Gleichungssysteme mit Parametern
In Linearen Gleichungssystems tauchen weitere Parameter auf.
Hier lautet die grundsatzliche Frage:

Definition 57:

Welche Zahlen miissen eingesetzt werden um
eine eindeutige Losung

keine Losung

unendlich viele Losungen

zu bekommen.
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Simplex-Algorithmus

Grafische Losung von linearen Optimierungsproblemen

Lineare Optimierungsprobleme lassen sich auch ohne Probleme grafisch I6sen, voraus-
gesetzt man hat nur zwei Entscheidungsvariablen. Lediglich zwei Entscheidungsvariab-
len deshalb, da wir so das lineare Optimierungsproblem in der Ebene I6sen kdnnen.

Eigenschaften:

Vorbereitung optimaler Entscheidungen

Verwendung mathematischer Modelle zur Optimierung
Problemstellungen

Allgemein sind Gegenstand von OR-Untersuchungen: Probleme der wirtschaftlichen,
gesellschaftlichen Praxis, die sich durch mathematische Modelle beschreiben lassen.

Solche Probleme kdénnen sein:
Zuteilungsprobleme:

Eine vorgegebene Leistung ist durch den Einsatz beschrankter Mittel auf wirtschaftliche
Weise zu erzielen bzw. mit gegebenen Mitteln ist ein maximaler Ertrag zu erzielen.

Am haufigsten zur Losung von Zuteilungsproblemen verwendete mathematische Ver-
fahren: Lineare Planungsrechnung (lineare Optimierung, lineare Programmierung)

Konkurrenzprobleme:

Entscheidungen des einen Partners werden durch Entscheidungen des anderen Part-
ners beeinflusst.

Konkurrenzprobleme werden mit Hilfe von Spielen (z.B. Zweipersonen- Nullsummen-
spiele) beschrieben, d.h. charakterisiert durch eine bestimmte Anzahl von Spielern,
Spielregeln, Gewinn und Verlust.

Das grundlegende mathematische Verfahren ist in der Spieltheorie beschrieben.
Lagerhaltungsprobleme:

In diesen Problemen sind die Kosten der Lagerung abzuwagen gegen Auftragskosten
bzw. Bestellkosten und Kosten, die durch verzégerte Lieferung wegen Erschépfung des
Lagerbestands entstehen.

Mathematische Hilfsmittel sind hier: Gleichungssysteme und Verfahren der linearen
und dynamischen Planungsrechnung.

Wartezeitprobleme:

Personen und Giiter werden durch (eine oder mehrere) Stellen abgefertigt. Von Aus-
nahmefallen abgesehen, missen dabei zu bedienende Einheiten oder Bedienungsstel-
len warten. Es entstehen Kosten. Die Summe dieser Kosten soll einen moglichst gerin-
gen Wert annehmen.
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Probleml6sungen

Bemerkung 25:

Mit Hilfe eines Algorithmus wird das mathematische Modell unter Verwendung der Da-
ten gel6st.

OR im weitesten Sinn beschaftigt sich mit Modellbildung und Lésungsfindung (Entwick-
lung und / oder Anwendung von Algorithmen) sowie Methoden zur Datenermittlung.

Modelle spielen im OR eine zentrale Rolle. Ein Modell ist ein vereinfachtes Abbild eines
realen Systems oder Problems. OR benutzt im wesentlichen Entscheidungs- bzw. Opti-
mierungs- — sowie Simultaionsmodelle.

Ein Entscheidungs- bzw. Optimierungsmodell ist eine (formale) Darstellung eines Ent-
scheidungs- oder Planungsproblems, das in seiner einfachsten Form mindestens eine
Alternativmenge und eine bewertende Zielfunktion enthalt.

Es wird aufgestellt, um mit geeigneten Verfahren optimale und suboptimale L6sungs-
vorschldge ermitteln zu kdnnen.

Ein Optimierungsmodell lasst sich folgendermalRen beschreiben:

Definition 58:

Maximiere (oder Minimiere) eine Zielfunktion unter den Nebenbedingungen.

Haufig sind aber die angegebenen Probleme so komplex, dass zu den mathematischen
Modellen keine bzw. nur sehr komplizierte, direkte analytische Losungsmethoden vor-
liegen. In solchen Fallen setzt man auf Simulationsverfahren.

Darunter wird das Zielgerichtete Experimentieren an Modellen, die der Wirklichkeit
nachgebildet sind verstanden. Durch die Simulation, d.h. die Bearbeitung von Modellen
bei Zielgerichteter Veranderung der EinflussgroBen, sollen Riickschllsse auf das reale
System moglich werden.

Simulation als Methode des OR wird dann angewandt, wenn sich das Problem nicht
durch ein mathematisches Modell beschreiben ldasst oder wenn es kein analytisches
Losungsverfahren gibt oder wenn ein solches einen zu hohen Rechenaufwand erfor-
dern wiirde. Zielsetzung der Simulation ist das Bestimmen sog. Suboptima, z.B. die op-
timale Bestellmenge, optimale Ersatzzeitpunkte, u. a. Haufig werden lediglich Subopti-
male Losungen erreicht, da die Modelle nur Teilzusammenhange realer Systeme nach-
bilden. Simulationen gehdren somit zu den heuristischen Verfahren.
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Lineare Planungsrechnung
Einflihrung
Lineare Optimierung, was ist das?

Mit linearer Optimierung bezeichnet man ein Teilgebiet der Optimierungsrechnung.
Diese ist ein wichtiges Hilfsmittel zur optimalen Entscheidungsfindung bei komplizier-
ten Problemen.

Die lineare Optimierung wird verwendet, um das Minimum beziehungsweise das Ma-
ximum einer linearen Funktion unter einschrankenden Bedingungen zu ermitteln. Die
zu maximierende Funktion ist dabei meistens die Gleichung fiir den Gewinn, die zu mi-
nimierende Funktion die Gleichung fiir die Kosten eines Unternehmens.

Um das Minimum oder das Maximum zu bestimmen, muss man die einschrankenden
Bedingungen, die Einfluss auf das Ergebnis haben herausfinden und mit dem zu errei-
chenden Minimum/Maximum in Verbindung setzten.

Erste Schritte:

Diejenigen Bedingungen zu bestimmen, die eine Wirkung auf das Optimierungsergeb-
nis haben, ist eine wichtige Aufgabe, die vor der eigentlichen Rechnung gel6st werden
muss. Hierbei ist die exakte Formulierung der Aufgabe sehr wichtig, die meistens aus
zwei Teilen besteht: die Bestimmung des Ziels und die Bedingungen, die dafiir notwen-
dig sind.

Mathematischer Zusammenhang:

Die lineare Optimierung hat sich aus der linearen Algebra herausgebildet. Die Bestim-
mung eines Extremwertes ist aus der Differenzialrechnung bekannt.

Sie wird dort auf nichtlineare Funktionen einer oder mehrerer unabhangiger Variablen
angewendet. Fir die Extremwertberechnungen linearer Funktionen versagen die Me-
thoden der Differenzialrechnung. Lineare Funktionen sind zwar differenzierbar, da aber
ihre erste Ableitung stets konstant ist, kann die flir einen Extremwert bestehende not-
wendige Bedingung nicht erfillt werden.

Die Frage nach einem Extremwert einer linearen Funktion geht bei den Problemen der
linearen Optimierung von wesentlich anderen Gesichtspunkten aus als bei der Diffe-
renzialrechnung. Sie wird erst sinnvoll durch die stets mit auftretenden Nebenbedin-
gungen, die die Form von linearen Gleichungen und Ungleichungen haben.

Sind Entscheidungen Gliicksache?
,OR oder Optimalplanung bedeutet das Vorbereiten optimaler Entscheidungen”.

Entscheidungen sind aber haufig von zufilligen Ereignissen abhangig, d.h. "Entschei-
dungen sind Glicksache".
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Gegeben ist das folgende Problem
Beispiel 61:

Aus einem bestimmten Kontingent an Rohmaterial kénnen 2 Erzeugnisse (Produkte)
hergestellt werden.

Der Stickgewinn des einen Produkts (Produkt 2) ist doppelt so hoch wie der Stickge-
winn des anderen Produkts (Produkt 1).

Die aus dem gegebenen Rohmaterial mogliche Produktion ist in jedem Fall ganz absetz-
bar.

Wie viel ist von beiden Produkten zu fertigen, wenn ein optimaler Gewinn erreicht wer-
den soll?

Dazu wollen wir versuchen verschiedene Dispositionsregeln aufzustellen.
Dispositionsregel (1):

Es ist nur das Produkt zu fertigen, das den hdchsten Gewinn abwirft.

Das bedeutet:

Nur das Produkt 2 ist zu fertigen. Ist diese Entscheidung richtig? Sie kann auch falsch
sein.

Das vorhandene Rohmaterialkontingent ist:
Rohmaterial 1: 6t

Rohmaterial 2: 10t

Rohmaterial 3: 16t

Davon wird fiir die Fertigung je eines Stiicks bendtigt:
Produkt 1: 1t Rohmaterial 1

2t Rohmaterial 2

1t Rohmaterial 3
Produkt 2: 1t Rohmaterial 1

1t Rohmaterial 2

3t Rohmaterial 3

Fertigt man 5 Stiick von Produkt 2, dann bleiben noch ubrig:
Rohmaterial 1: 1t
Rohmaterial 2: 5t
Rohmaterial 3: 1t

Diese Rohmaterialien reichen zur Fertigung von Produkt 2 nicht mehr aus, wohl aber
zur Herstellung eines Stiicks von Produkt 1.

Dispositionsregel (1) ist zu diesem speziellen Fall falsch.
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Dispositionsregel (2):

Es wird so viel wie moglich von dem Produkt gefertigt, das den hochsten Gewinn ab-
wirft. Vom etwa librig gebliebenem Rohmaterial wird so viel wie moéglich vom anderen
Produkt erzeugt.

Auch diese Regel muss nicht allgemeingiltig sein.

Deshalb versuchen wir es mit einem anderen Beispiel:

Zur Fertigung eines Produkts A bzw. B braucht man
Produkt A: 1t Rohmaterial A
2t Rohmaterial B
1t Rohmaterial C
Produkt B: 1t Rohmaterial A
1t Rohmaterial B
3t Rohmaterial C
Das vorhandene Rohmaterialkontingent ist:
Rohmaterial 1: 6t
Rohmaterial 2: 10t
Rohmaterial 3: 16t

Der Gewinn fir ein Stlck von Produkt 2 ist wieder doppelt so groRR wie fiir ein Stiick
von Produkt 1 (z.B. 200.- Euro gegentiiber 100.- Euro).

Nach Dispositionsregel (2) ist der Gesamtgewinn = 1.100.- Euro. Es konnte ein Hochst-
gewinn von 500.- Euro erreicht werden, wenn 6 Stiick von Produkt A hergestellt wer-
den.

Dispositionsregel (3):
Fertigung des Produkts, das den niedrigeren Stiickgewinn bringt.
Auch hier erhalten wir einen Gewinn von 600.- Euro

Bemerkung 26:

Offensichtlich ist es Glicksache, eine Dispositionsregel zu finden, die zum optimalen
Ergebnis flhrt.

Vom Zufall zur Methode

Eine Methode in jedem Fall eine optimale Dispositionsregel zu finden, besteht aus fol-
genden Schritten:
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Definition 59:

Stelle systematisch samtliche Méglichkeiten (der Fertigung von Produkten) auf unter
Bericksichtigung von

1. Zielfunktion aufstellen, was soll optimiert werden
2. Materialanforderungen
3. Beschrankung der Materialkapazitat, aufstellen der Nebenbedingungen

4. Nichtnegativitatsbedigungen formulieren.

Von der Methode zum praktischen Verfahren
Unbefriedigend an dem bisher entwickelten, methodisch einwandfreien Verfahren ist:

Das Verfahren ist nicht mehr in dieser Form durchfihrbar, wenn mehr als 2 zu ferti-
gende Produkte behandelt werden missen.

Auch bei 2 Produkten kann die Prozedur, die nach den 3 Schritten ablauft, sehr lang-
wierig sein, z.B. dann, wenn die Zahl der grundsatzlich moglichen Fertigungskombina-
tionen sehr grold ist.

Wie muss ein Verfahren beschaffen sein, das diese beiden Schwachpunkte vermeidet,
dennoch systematisch in jedem Fall eine optimale Dispositionsregel bestimmt?

Dazu sind 3 Fragen zu klaren:

Wie stellt man das Problem formelmaRig dar? (Voraussetzung fir die Losung durch ei-
nen formalen Rechenprozess)

Gibt es einen Rechenprozess, der immer, auch bei beliebig vielen Produkten, systema-
tisch zu einer optimalen Losung fiihrt?

Gibt es einen solchen Rechenprozess, der mit moglichst wenigen Rechenschritten aus-
kommt?

Die Klarung der unter 2. und 3. ausgefiihrten Fragen erfordert umfangreiche mathema-
tische Beweisverfahren.

Ergebnis dieser mathematischen Untersuchungen:

Es gibt tatsachlich einen Rechenprozess, der immer zum Ziel fihrt. Dazu brauchen nur
die Punkte eines ,Simplex” fiir die Berechnung des Optimums herangezogen werden.
Eine optimale Losung liegt in dem Punkt eines ,,Simplex”.

Simplex oder n-Simplex (Mehrzahl: Simplexe und Simplizia) ist ein Begriff aus der Geo-
metrie und beschreibt einen n-dimensionalen Koérper (eigentlich ein Polytop).

Das auf diese Weise angedeutete Rechenverfahren heillt Simplexverfahren.
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Die Antwort auf die erste Frage zeigt die folgende mathematische Formulierung des
Problems:

Mogliche Stiickzahl des Produkts 1: x1

Mogliche Stiickzahl des Produkts 2: x»

Allgemein gilt: x1 >=0, x2>=0

Die grafische Darstellung lasst sich dann folgendermaRen beschreiben:
Dazu nochmals die Daten:

Annahme:  Gewinn fir ein Stlick des Produkts 1 ... 1 GE

Gewinn fir ein Stlick des Produkts 2 ... 2 GE

Zur Wiederholung nochmals die Vorgaben
Das vorhandene Rohmaterialkontingent ist:
Rohmaterial 1: 6t

Rohmaterial 2: 10t

Rohmaterial 3: 16t

Davon wird fiir die Fertigung je eines Stiicks bendtigt:
Produkt 1: 1t Rohmaterial 1

2t Rohmaterial 2

1t Rohmaterial 3
Produkt 2: 1t Rohmaterial 1

1t Rohmaterial 2

3t Rohmaterial 3

X1+X2<=6

2x1 + x2<=10

X1+ 3x2<=16
Gewinn: Z = x1 + 2x2

Wahle aus den moglichen Loésungen des Systems von Ungleichungen die heraus, die
den Wert der Zielfunktion Z zu einem Maximum macht. Das Auswahlen erfolgt nach
einem speziellen Rechenformalismus, dem (bereits erwdhnten) Simplex-Verfahren.

Dieses Verfahren werden wir spater noch kennen lernen.
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Lineares Optimierungsproblems
Ein LOP besteht grundsatzlich aus folgenden Punkten:
Definition 60:

die Zielfunktion
den Restriktionen (Nebenbedingungen
den Nichtnegativitatsbedingungen (Vorzeichenbeschrankungen)

Es werden folgende Abkilirzungen verwendet:

LOP: lineares Optimierungsproblem
Z: Zielfunktion

NB: Nebenbedingungen

NNB: Nichtnegativitatsbedingungen

Eine zuladssige Losung, fir die die Zielfunktion einen optimalen (maximalen oder mini-
malen) Wert annimmt, heilt optimale L6sung (Optimallésung) des LOP.

Graphische Lésung

Bemerkung 27:

NNB schranken die Losung auf positive Werte ein.
NB schranken im ersten Quadranten die Lésungsmenge weiter ein.

Mit der Zielfunktion ergibt sich dann die optimale L6sung (minimal oder maximal).

Beispiel 62:
Gegeben sei das LOP

Z: Max z=2.000x1+3.000x;
X, <6
2X, +X, <16

NB: X1 t4X, <36

NNB: X1 X2 >0

Zunachst werden die zu den Restriktionen gehérenden Hyperebenen gezeichnet und
die entsprechenden Halbebenen gekennzeichnet. Unter Berlicksichtigung der NNB er-
halt man den schraffierten Bereich der zuldssigen Losungen.

Jeder Punkt des Losungsbereiches stellt eine zuldssige Losung des LOP dar. Von diesen
Punkten wird derjenige (im Fall einer eindeutigen Optimallosung) bzw. werden dieje-
nigen (im Falle einer mehrdeutigen Optimallésung) gesucht, in dem bzw. in denen die
Zielfunktion einen maximalen Wert Z annimmt.
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Die Zeichnung der Zielfunktion und in der Folge die Ermittlung der Optimallésung ge-
schieht im Allgemeinen in zwei Schritten:

. man zeichnet eine erste Zielfunktion fir einen beliebigen Wert von Z

° man verschiebt diese Zielfunktion so lange parallel, bis Z einen maximalen Wert
annimmt

Diese Vorgehensweise ist deswegen moglich, weil die Zielfunktion fiir alle Werte von Z
die gleiche Steigung hat. Im vorliegenden Fall formt man die Gleichung

Z =2.000x, +3.000x,

in ihre Normalform

2 Z
X, =—=X, +——

3 3.000 ym:
fir beliebige Werte von Z betragt die Steigung -2/3, und die Zielfunktionen verlaufen
fur verschiedene Werte von Z parallel, d. h. die zuerst gezeichnete Zielfunktion kann
parallel verschoben werden.

Vielfach wird fir die erste Zielfunktion der Wert Z=0 vorgegeben. Dann lautet die Nor-

2
X, =——X,

malform 3 7, und die Zielfunktion verlduft durch den Nullpunkt. Eine Parallel-
verschiebung in Richtung zunehmender werte fir Z ist méglich bis zum Punkt P.

Solange die Zielfunktion zwischen dem Nullpunkt und dem Punkt P verlduft, ist die L6-
sung noch nicht optimal; wird die Zielfunktion aber Gber den Punkt p hinaus verscho-
ben, so ist die Losung nicht mehr zuldssig.

Somit stellt der Punkt p die (eindeutige) Optimallosung des gegebenen LOP dar.

AnschlieBend missen die Koordinaten (x1, x2) des Punktes P sowie der Wert Z der Ziel-
funktion ermittelt werden.

Fir den Punkt P(4,8) und die Zielfunktion
Z=2.000-4+3.000 -8=232.000

Eine Alternative fiir die Zeichnung der ersten Zielfunktion ist die folgende. Man ver-
wendet die Achsen-Abschnitts-Form und gibt fiir Z einen solchen Wert vor, dass die
Schnittpunkte mit den beiden Achsen in der Zeichnung eingetragen werden kdnnen;
damit ist der fir Z vorzugebende Wert vom Malistab der Zeichnung abhéangig.

Fir dieses Beispiel lautet die Achsen-Abschnitts-Form der Zielfunktion

Xl X2 _
z tz 7t
2.000 3.000

Gibt man z. B. Z=18.000 vor, so erhalt man
X1 Xy
9 6

Gegenlber der oben praktizierten Verwendung der Normalform mit Z=0 diirfte diese
Vorgehensweise den Vorteil einer hoheren Genauigkeit haben.

=1
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Beispiel 63:

Gegeben ist das LOP

Z: Min  z=3x1+4x2
2x, +5x, =25
4%, +4%x, =32

Ng: OX1+2X; =24

NNB: XXz 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

3%

z. B. Vorgabe Z=12
X

=1

N

+==1

w | N
N

Losung:
Der optimale Punkt ist P(5,3).
Dadurch ergibt sich fiir Z=27
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Beispiel 64:
Gegeben ist folgendes LOP

Z: Max z=x1+3x2
X, <6
X, +X,24
2X, +x, <16

NB: X1 t4X, <36

NNB: XuX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

X X

71 <+ 2 1
Z Z
1 3

z. B. Vorgabe Z=12

ﬁ+&=1

12 4

Losung:

Der optimale Punkt ist P(4,8).

Dadurch ergibt sich fiir Z=28
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Beispiel 65:
Gegeben ist folgendes LOP

Z: Min  z=x1+3x2
X, <6
X, +X,24
2X, +x, <16

NB: X1 t4X, <36

NNB: XuX2 20

Es wird zunachst der mogliche Lésungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

>

_2:
E1

3
z. B. Vorgabe Z=12

+

|—\\N|H><

X X _
12 4

Lésung:
Der optimale Punkt ist P(4,0).
Dadurch ergibt sich fiir Z=4
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Beispiel 66:
Gegeben ist folgendes LOP

Z: Max z=x1+3x2
X, <6
X, +X,24
2X, +x, <16

NB: X1 t4X, =36

NNB: XuX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

>

_2:
E1

3
z. B. Vorgabe Z=12

+

|—\\N|H><

X, %
12 4

Lésung:

Der Bereich der zuldssigen Losungen besteht nur aus einem Geradenstiick.
Der optimale Punkt ist P(4,8).

Dadurch ergibt sich fiir Z=28.
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Beispiel 67:
Gegeben ist folgendes LOP

Z: Min  z=x1+3x2
X, <6
X, +X,24
2X, +x, <16

NB: X1 t4X, =36

NNB: XuX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

>

_2:
E1

3
z. B. Vorgabe Z=12

+

| N

X, %
12 4

Lésung:

Der Bereich der zuldssigen Losungen besteht nur aus einem Geradenstiick.
Der optimale Punkt ist P(0,9).

Dadurch ergibt sich fir 2=27

100-459



Beispiel 68:

Gegeben ist folgendes LOP

Z: Max z=8x1+4x>
3X; +5%, <32
4x, +4x, <32

NB: OXi+2X, <28

NNB: XarX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

X

1 X2
—+==1

£ Z

8 4

z. B. Vorgabe 72=24
ﬁ+&=1

3 6

Lésung:

Dieses LOP unterscheidet sich von den vorangehenden dadurch, dass sich in einem
Punkt mehr als zwei Geraden (hier alle zu den drei Restriktionen gehérenden Gera-
den) schneiden. Solche Probleme werden als ausgeartet, entartet oder degeneriert
bezeichnet.

Der optimale Punkt ist P(4,4).
Dadurch ergibt sich fiir Z=48

101-459



Beispiel 69:

Gegeben ist folgendes LOP

Z: Max z=2x1+3x2
6x, <30
6x, +2x, <36

NB: A%, +6x, <38

NNB: XarX2 20

Es wird zundchst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

X

1 X2
—+==1

£ Z

2 3

z. B. Vorgabe Z=12
ﬁ+&=1

6 4

Lésung:

Verschiebt man nach Ermittlung des zuldssigen Bereichs und Eintragung einer ersten
Zielfunktion, diese in Richtung der Grenzen des Losungsbereichs nach rechts oben, so
stellt man folgendes fest.

Es existiert nicht genau ein Punkt, in dem die parallel verschobene Zielfunktion den
Lésungsbereich gerade noch beriihrt; vielmehr liberdeckt die Zielfunktion exakt eine
der Begrenzungslinien des Losungsbereichs. Damit stellen alle Punkte zwischen den
Eckpunkten P und Q einschlieBllich dieser beiden Punkte eine Optimallésung dar, d.
h. die Optimallosung ist mehrdeutig.

Der optimale Punkt ist P(2,5).
Dadurch ergibt sich fiir Z=19
bis

Der optimale Punkt ist Q(5,3).
Dadurch ergibt sich fiir Z=19
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Beispiel 70:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max z=4x1+2x>
2%, —X, 26
X, —%, <1

NB: —2XtX% 23

NNB: XarX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes umformen der Zielfunktion:

X

1 X2
—+—==1

zZ Z

4 2

z. B. Vorgabe Z=12
3 6

Lésung:

Man erkennt, dass der Bereich der zuldssigen Losungen gleich der leeren Menge ist.
Grund dafiir ist, dass ein Widerspruch zwischen den Restriktionen vorliegt. Den Wi-
derspruch erkennt man deutlicher, wenn man die dritte Restriktion mit (-1) multipli-
ziert.

Man erhalt dann

2X, —%X, <=3

was der ersten Restriktion
2X, —X, =26

widerspricht.

Da die Losungsmenge dieses LOP leer ist, existiert natiirlich auch keine Optimallo-
sung.
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Beispiel 71:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max z=4x1+2x2
2X,—X, <6
X —X, <1

NB: —2Xt+X <3

NNB: XarX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

X

1 X2
—+==1

Z Z

4 2

z. B. Vorgabe Z=12
ﬁ+&=1

3 6

Lésung:

Hier ist der Bereich der zuldssigen Losungen nicht leer. Da sich aber die Geraden (1)
und (3) nicht schneiden, ist er ("nach oben") unbeschrankt. D a er unbeschréankt ist,
existieren unendlich viele Losungen. Da die Zielfunktion zu maximieren ist, existiert

jedoch keine Optimall6sung.
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Beispiel 72:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max z=-3x1+2x;
X, =X, <3
-X, +X,<4

NB: —2X tX,<3

NNB: XarX2 20

Es wird zunachst der mogliche Losungsbereich ermittelt.

AnschlieBendes Umformen der Zielfunktion:

Xl X2
—+—==1
L 2
3 2
z. B. Vorgabe Z=12
X Xy
-4 6
Lésung:

Hier ist der Bereich der zuldssigen Losungen zwar ebenfalls unbeschrankt, aber man
erkennt, dass mit dem Punkt P eine eindeutige Losung existiert

P (1,5) 2=7

Die besondere Bedeutung der Eckpunkte erkennt man ebenfalls an den vorangegange-
nen Beispielen: falls eine Optimallésung existiert, so liegt sie in einem Eckpunkt, falls
mehrere optimale Losungen existieren, so liegen sie zwischen zwei Eckpunkten (ein-
schlieBlich dieser beiden Punkte).
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Allgemeine Vorgangsweise beim graphische Lésen von linearen Optimierungsaufga-
ben:

Bemerkung 28:

Festlegen der Variablen

Nebenbedingungen als Ungleichungen formulieren

Zielfunktion aufstellen

Koordinatensystem zeichnen (geeigneter Malstab)

Alle Restriktionen (Begrenzungen) in das Koordinatensystem eintragen
Zulassigen Bereich markieren

Zielfunktion eintragen

Parallel verschieben der Zielfunktion nach rechts (Maximierung), bis der letzte Punkt
des zuldssigen Bereichs erreicht ist > Koordination dieses Punktes: optimale Kombina-
tion von x und y

Berechnen des optimalen Zielfunktionswerts durch Einsetzen des oben gefundenen
Punktes in die Koordination in die Zielfunktion.

Die optimale Losung eines linearen Optimierungsproblems liegt immer in einer Ecke
des zuldssigen Bereichs.

Falls die Zielfunktion parallel zu einer der den zuldssigen Bereich abgrenzenden Rest-
riktionen liegt, so gibt es mehr als ein Optimum, aber unter diesen Optima ist auch
mindestens eine Ecke.

Es gilt daher auf jeden Fall: sofern ein lineares Optimierungsproblem Ulberhaupt ein
Optimum besitzt, so wird dieses in einer Ecke des zuldssigen Bereichs angenommen.
Dies nutz der Simplex-Algorithmus aus.

Mit dem Simplex-Algorithmus durchwandert mit hoherem Zielfunktionswert so lange,
bis es keine Nachbarecke mit hoherem Zielfunktionswert mehr gibt. Dann hat man das
Optimum erreicht.
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Rechnerische Losung von LOP’S

Das Simplex-Verfahren (auch Simplex-Algorithmus) ist im Operations-Research ein Op-
timierungsverfahren zur Losung linearer Programme (LPs).

Es 16st ein solches Problem nach endlich vielen Schritten exakt oder stellt dessen Un-
|[6sbarkeit oder Unbeschranktheit fest.

Die Grundidee des Simplex-Verfahrens wurde 1947 von George Dantzig vorgestellt.
Seitdem hat es sich durch zahlreiche Verbesserungen zum wichtigsten Lésungsverfah-
ren der linearen Optimierung in der Praxis entwickelt.

Historie

Die Grundlagen der linearen Optimierung wurden 1939 von dem russischen Mathema-
tiker Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch in seinem Buch ,Mathematische Methoden
in der Organisation und Planung der Produktion” gelegt.

Kurz danach prasentierte der Amerikaner F.L. Hitchcock eine Arbeit zu einem Trans-
portproblem.

Im Jahre 1947 veroffentlichte George Dantzig das Simplex-Verfahren, mit dem lineare
Programme erstmals systematisch gelost werden konnten. Eine der ersten dokumen-
tierten Anwendungen der neuen Methode war das Didten-Problem von G.J. Stigler,
dessen Ziel eine moéglichst kostenglinstigste Nahrungszusammensetzung fir Soldaten
war, die bestimmte Mindest- und Hochstmengen an Vitaminen und anderen Inhalts-
stoffen erfillte. An der optimalen Losung dieses linearen Programms mit neun Unglei-
chungen und 77 Variablen waren damals neun Personen beschaftigt, die zusammen
etwa 120 Manntage Rechenarbeit benétigten.

Interesse an dieser Arbeit zeigte zunachst das amerikanische Militar, speziell die US Air
Force, die militdrische Einsdatze optimieren wollte. In den Folgejahren entwickelten
John von Neumann und Oskar Morgenstern das Verfahren weiter.

Mit dem Aufkommen von Computern Mitte der 1950er Jahre konnte man auch gréRRere
Probleme l6sen. Man entwickelte spezielle Varianten der Simplexmethode wie das re-
vidierte Simplex-Verfahren, das sehr sparsam mit dem damals knappen und teuren
Hauptspeicher umging. Im Jahre 1954 brachte William Orchard-Hays die erste kommer-
zielle Implementierung dieses Verfahrens auf den Markt. Im selben Jahr veroffentlich-
ten Lemke und Beale das duale Simplex-Verfahren, das sich heute — nach weiteren Ver-
besserungen — zu einer der Standardmethoden zur Losung linearer Programme entwi-
ckelt hat.

Die theoretische Komplexitat des Simplex-Verfahrens war lange Zeit unklar. Erst im
Jahre 1972 konstruierten V. Klee und G.J. Minty ein Beispiel, bei dem der Algorithmus
alle exponentiell vielen Ecken eines Polyeders ablauft, und zeigten damit die exponen-
tielle Laufzeit des Verfahrens. Ahnliche Beispiele wurden bisher fiir alle bekannten Va-
rianten des Verfahrens gefunden.

Ab den 1970er Jahren profitierte der Simplex-Algorithmus — wie auch andere Verfahren
der Linearen Optimierung — von algorithmischen Fortschritten der numerischen linea-
ren Algebra, insbesondere bei der Losung groRer linearer Gleichungssysteme. Vor allem
die Entwicklung numerisch stabiler LR-Zerlegungen fiir diinnbesetzte Matrizen trug
maBgeblich zum Erfolg und der Verbreitung des Simplex-Verfahrens bei.

107-459



Seit Mitte der 1970er bis Anfang der 1990er Jahre wurde das Verfahren durch die Ent-
wicklung neuer Pivotstrategien deutlich verbessert. Vor allem die wachsende Bedeu-
tung der ganzzahligen linearen Optimierung in den 1980er Jahren sowie die Entwick-
lung des dual steepest edge pricing in der Implementierung von Forrest und Goldfarb
(1992) machten das duale Simplex-Verfahren zum ernsthaften Konkurrenten flir andere
Losungsmethoden. Umgekehrt hatte diese Verbesserung des dualen Simplex-Algorith-
mus einen mafigeblichen Anteil am Erfolg von Schnittebenenverfahren und Branch-
and-Cut zur Losung ganzzahliger linearer Programme. Dariber hinaus sorgten neue
Preprocessing-Methoden in den 1990er Jahren dafiir, dass immer groBere LPs geldst
werden konnten. Unter der — in praktischen Anwendungen fast immer erfillten — Vo-
raussetzung, dass die auftretenden LP-Matrizen diinn besetzt sind, kénnen heute line-
are Programme mit mehreren Hunderttausend Variablen oder Ungleichungen inner-
halb weniger Stunden optimal gel6st werden.
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Der primale Simplex-Algorithmus bei bekannter zuldssiger Basislosung
Beispiel 73:
Wir gehen von unserem Gartnerproblem aus:

Ein Gartner mochte einen 100 gm groRen Garten mit Rosen und/oder Nelken bepflan-
zen.

Er mochte max. 720 Euro an Arbeits- und Materialkosten investieren und hdochstens
60qm flir Nelken reservieren.

Folgende Tabelle enthédlt weitere Daten des Problem:s.

Rosen Nelken
Arbeits- und Materialkosten (in Euro/gqm) 6 9
Gewinn 1 2

Wie viele gm sollen mit jeder Sorte bepflanzt werden, damit ein maximaler Gewinn
erzielt wird?

Lésung: P(30,60) Z=150

X1: mit Rosen zu bepflanzende Flache
x2: mit Nelken zu bepflanzende Flache
Damit erhalten wir folgendes Modell

Max  Z=x1+2x>

X, +X, <100

6Xx, + 9%, <720

X, <60

Schrittl:

Durch die Schlupfvariablen wird aus dem linearen Ungleichungssystem ein LGS ge-
macht.

Definition 61:

Die Schlupfvariablen sind die nicht geniltzten Kapazitaten der einzelnen Restriktionen. ‘

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

X, + X, + X, =100

6X, + 9%, + X, =720

X, + X =60

zZ=X%X+2X,=0
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Durch Umformung ergibt sich folgende Darstellung:
X; =100 -x%, — X,

X, = 720-6X, —9X,

Xs =60 —X,

z=0+Xx,+2X,

Daraus folgt die erste zuldssige Losung:

X; =100
X, =720
X; =60
X, =X,=0
Z=0

Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoéht wird, und wachst um 2GE,
wenn x2 um 1 ME erhoéht wird.

Schritt 2:
Definition 62:

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grolte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht.

In unserem Beispiel wird daher x; neue Basisvariable.

x2 kann maximal den Wert 60 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x3=40 > 0; x4=180 > 0; xs wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x1 bleibt
Nichtbasisvariable.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:

Man erhdlt sie durch einsetzen von x2=60-xs in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

X; =100 — X, — (60— x;) =40 — X, + X,

X, =720—-6%, —9-(60—x;) =180 —-6Xx, +9X%
Xs = 60— X, <> X, = 60— X,
Z=0+Xx+2-(60—x;) =120+ X, —2X,
Damit ergeben sich folgende Zwischenl6sungen:
Xy =40 =X, + Xq

X, =180 —6x, +9X

X, = 60— X,

z2=120+ X, — 2X,

Vergleichen wir die gefundene Zwischenlésung

‘ (x1=0; x2=60; x3=40; x4=180; x5=0)
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Im Simplex-Algorithmus wandern Sie entlang der Ecken, bis Sie die optimale Losung
gefunden haben.

Bemerkung 29:

In dieser Form kann dieses Verfahren nur angewandt werden, wenn der Punkt (0|0)
innerhalb der L6sungsmenge liegt.

Jetzt beginnt der Algorithmus wieder von vorne.

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoht wird, und fallt um 2GE, wenn
xs um 1 ME erhoht wird.

X1 wird somit neue Basisvariable mit dem Wert 30, damit ergibt sich

x1=30; x2=60; x3=10; x4=0; x5=0,

wobei xs Nichtbasisvariable bleibt).
Dritte zuldssige Basislosung:

Man erhalt durch einsetzen von

X, =180 -6X, + 9%,

6X, =180—-x, + 9%,

xl:30—%x4+gx5

in die Gleichungen der zweiten Basislosung:
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1 3 1 1
X =40 - X + X5 =40—(30—€x4+§x5)+x5 =10+€x4—5x5

X, =180-6x, + 9%, < X1=30—%X4+gx5
X, =60 - X,

1 3 1.1
2=120+ %, —2X, :120+(30_§X4 +§x5)—2x5 :150—€x—5x5

Zusammengefasst:

X, =60 —Xg
1 3 1 3
X; =40 —X + X, :40—(30—gx4+§x5)+x5 :10+EX4_§X5

z:150—1x—lx5
6 2
Diese Basislésung mit x1=30; x2=60; x3=10; x4=0; x5=0 und Z=150 ist optimal, denn eine

Erhohung von x4 bzw. x5 wirde zu einer Verminderung des Gewinns fiihren.

Definition 63:

Die optimale Losung ist gefunden, wenn in der Zielfunktion nur noch negative Variablen
enthalten sind. Das Ergebnis kann nicht mehr weiter verbessert werden.

Da x3 Schlupfvariable ist (taucht nicht mehr auf), kann sie vernachlassigt werden.

Vergleichen Sie jetzt bitte die gefundene Zwischenlésung (x1=30; x2=60; x3=10; x4=0;
x5=0) mit der im vorherigen Kapitel ermittelten graphischen Losung.
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Jetzt sind wir bei dem Maximum angekommen.
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L ={x, =30;x, =60; Z=150}
Beispiel 74:

Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.

Z: Max Z=x1+3Xx2
4x, +5X, <60
NB: X <10
X, <8
NNB: x,x,>0

Losung: x1=5; x2=8; Z=29

Losung:

4x, +5%, <60

X <10

X, <8

Z=X +3X,

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

4X, +5X, + X, =60

X +X, =10

X, +X; =8

Z=0+X, +3X,

Durch Umformung ergibt sich folgende Darstellung:

X, =60 —4x, —5X,

X, =10-X%;

Xs =8—X,

Z=0+X +3X,

Dadurch folgt die erste zulassige Losung:

X; =60
X, =10
X =8
X =X%X=0
Z=0

Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoht wird, und wachst um 3 GE,
wenn x2 um 1 ME erhoht wird.

Schritt 2:
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Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grolRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x2 neue Basisvariable.

x2 kann maximal den Wert 8 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x3=20 > 0; x4=10 > 0; xs wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x1 bleibt
Nichtbasisvariable.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:

Man erhalt sie durch einsetzen von x;=8-xs in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

Xg =60 —4x —5X, =60—-4x, —5(8—x;) =20 - 4x, +5x,
X, =10-X,

Xg =8—X, & X, =8-X;
Z=0+X+3B8-X)=24+Xx, —3%

Damit ergeben sich folgende Zwischenl6sungen:

X, =8-Xs

Xy =20—-4X%, +5X%;
X, =10-X;
Z=24+X —3X,

Vergleichen wir die gefundene Zwischenldsung (x1=0; x2=8; x3=20; xa=10; x5=0)
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Im Simplex-Algorithmus wandern Sie entlang der Ecken, bis Sie die optimale Losung
gefunden haben.

In dieser Form kann dieses Verfahren nur angewandt werden, wenn der Punkt (0|0)
innerhalb der Losungsmenge liegt.
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Jetzt beginnt der Algorithmus wieder von vorne.

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoéht wird, und fallt um 3GE, wenn
xs um 1 ME erhoht wird.

x1 wird somit neue Basisvariable mit dem Wert 5 (damit ergibt sich x1=5; x2=8; x3=0;
Xx4=5; x5=0, wobei x5 Nichtbasisvariable bleibt).

Dritte zuldssige Basislosung:

Man erhélt durch einsetzen von x; =5—%x3 +%x5
X, =8—Xg
1 5
x3=20—4x1+5x5<:>x1:5—zx3+zx5
1 5 1 5
X, =10-0B——=X;+—X;) =0+ —X; ——X
=10-(B- X+ ) =5 X=X

1 5 1 7
Z:24+5_ZX3 +ZX5 —3X; :29—Zx3—zx5

Zusammengefasst:

1 5
x1:5—Zx3+Zx5

X, =8—-X;
1 5
X, :5+ZX3—ZX5

1 7
Z:29—ZX3 —ZXS
Diese Basislosung mit x1=5; x2=8; x3=0; x4=5; x5=0 und Z=29 ist optimal, denn eine Er-
héhung von x3 bzw. x5 wiirde zu einer Verminderung des Gewinns fihren.

Da x3 Schlupfvariable ist (taucht nicht mehr auf), |..!
kann sie vernachlassigt werden.

Vergleichen Sie jetzt bitte die gefundene Zwi- 12]1\
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Beispiel 75:

Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.

Z: Max Z=120x1+90x2
X, +X, <1000
X, <600

NB:
X, <800

3x, + 2%, <2400
NNB: Xx,x,=0
Lésung: x1=400; x,=600; Z=102.000

Losung:

X, +X, <1000

X, <600

X, <800

3%, +2x, <2400

Schritt 1:

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

X, + X, +X; =1000

X, +X, =600

X, +X; =800

3X, +2X, + X, = 2400

Z=0+120x, +90x,

Durch Umformung ergibt sich folgende Darstellung:
X; =1000-x, =X,

X, =600-Xx;

X; =800-X,

Xg =2400-3X, —2X,

Z=0+120x, +90x,

Dadurch folgt die erste zuldssige Losung:

X; =1000
X, =600
Xs =800
Xs = 2400
X, =%,=0
Z=0
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Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 120 GE, wenn x1 um 1 ME erh6ht wird, und wachst um 90 GE,
wenn x2 um 1 ME erh6ht wird.

Schritt 2:

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grofRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x1 neue Basisvariable.

x1 kann maximal den Wert 600 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x3=20 > 0; x4=10 > 0; xs wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x2 bleibt
Nichtbasisvariable.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:

Man erhalt sie durch einsetzen von x1=600-x4 in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

X3 =1000—-(600-x,)— X%, =400—X, +X,

X, =600-Xx,

X =800-X,

Xg = 2400-3(600-x,)—2x, =600—-2x, +3X,
Z=0+120(600-x,)+90x, =72.000+ 90x, —120x,

Damit ergeben sich folgende Zwischenldsungen:

X, =600-x,
Xy =400-X, +X,
Xs =800-X,

Xg =600 -2x, +3X,
Z=72.000+90x, —120x,

Vergleichen wir die gefundene Zwischenlosung (x1=600; x2=0; x3=400; x4=0; x5=800;
X6=600)
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Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grolRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x2 neue Basisvariable.

x2 kann maximal den Wert 300 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x1=600; x3=100 > 0; x4=0 > 0; x5=500; x6=0 wird 0 und neue Nichtba-
sisvariable, x1 bleibt Nichtbasisvariable.

Man erhadlt sie durch einsetzen von x, =300 +%x4 —%XG in die Gleichungen der ersten

zulassigen Basislosung.
X, =600-X,

3 1 1 1
X = 400—(300+§x4 —§X6)+X4 :100—§x4 +§x6

3 1 3 1
X5 = 800—(300+§x4 —Exﬁ):soo_ax4 +§Xe

X =600-2X, +3X, & X, :300+§x4 —%xa
Z=72.000+ 90(300+gx4 —%x6)—120x4 =99.000+15x, — 45X,

Damit ergeben sich folgende Zwischenl6sungen:

X, =600-X,

3 1
X, =300+§x4 —§x6

1 1
X3 :100—§x4 +§x6

Xs :SOO—gx4 +%x6

Z=99.000+15x, —45x;
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Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grolRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her xa neue Basisvariable.

xa kann maximal den Wert 200 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x1=400; x,=600; x3=0; x4=200 > 0; x5=200; x6=0) wird 0 und neue Nicht-
basisvariable, x> bleibt Nichtbasisvariable.

Man erhdlt sie durch einsetzen von x, =200-2x,+ X, in die Gleichungen der ersten
zulassigen Basislosung.

X, =600 — (200 — 2%, + Xg) = 400 + 2%, — X

X, =3OO+g(200—2x3 +x6)—%x6 =600-3X%; + X4

X3 :100—%x4 +%x6 & X, =200-2%; + X4
3
2
Z=99.000+15(200 - 2x, + Xs) — 45%x, =102.000 — 30x, — 30X,

Xs =500 —-— (200 —-2x, +x6)+%x6 =200-3X; — X4

Damit ergeben sich folgende Zwischenldésungen:

X, =400+ 2X; — X

X, =600 —-3X%; + X,

X, =200 2%, + X4

Xs =200+ 3%, — X,

Z=102.000-30x, —30x,

Diese Basislosung mit x1=400; x2=600; x3=0; x4=200; x5=200; x6=0 und Z=102.000 ist

optimal, denn eine Erhéhung von x3 bzw. xs wiirde zu einer Verminderung des Gewinns
fihren.
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Beispiel 76:

Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.

Z: Max Z=3x1+2x>
2X,+X, <100
NB: X +X,<80
X, <40
NNB: x,X,>0

Losung: x1=20; x2=60; Z=180

Losung:

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

2%, + X, + X3 =100

X, + X, +X, =80

X, +% =40

Durch Umformung ergibt sich folgende Darstellung:

X; =100-2x, — X,

X, =80—-X —X,

Xg =40-X,

Z=0+3x,+2X,

Dadurch folgt die erste zulassige Losung:

Xy =100
X, =80
X, =40
X, =X,=0
Z=0

Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 3 GE, wenn x1 um 1 ME erhoht wird, und wachst um 2 GE,
wenn x2 um 1 ME erhoht wird.

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grofRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x1 neue Basisvariable.

x1 kann maximal den Wert 40 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x3=20 > 0; x4=10 > 0; x5 wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x2 bleibt
Nichtbasisvariable.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:
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Man erhélt sie durch einsetzen von x1=40-xs in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

X, =100-2(40—-X;)—X, =20—X, +2X,
X, =80—-(40-X%,)—X, =40+ X, — X,

Xs =40-X, & X, =40-X
Z=0+3(40-x;)+2x, =120+ 2x, — 3X;

Damit ergeben sich folgende Zwischenldsungen:
X, =40 - X

Xy =20—X, +2X,

X, =40+ X, — X,

X, =% =0

Z=120+2X, —3X;

Vergleichen wir die gefundene Zwischenldsung (x1=40; x2=0; x3=20; x4=40; x5=0)
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Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grolBte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x2 neue Basisvariable.

x2 kann maximal den Wert 20 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (x1=40; x2=20; x3=0; x4=20; x5=0) und neue Nichtbasisvariable, x3 bleibt Nichtbasis-
variable.

Man erhadlt sie durch einsetzen von X, =20—X; +2X%; in die Gleichungen der ersten zu-
lassigen Basislosung.

X, =40-X,

X3 =20—-X, +2X; <& X, =20 —X; +2X;

X, =40+ X, — (20— X; +2%;) =20+ X5 — X,

X, =% =0

Z=120+2(20 - X; + 2X;) — 3%, =160 —2X; + X,
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Damit ergeben sich folgende Zwischenldsungen:

X, =40-Xg

X, =20 —X; +2Xg

X, =20+ X3 =X

X, =% =0

Z=160-2x, + X

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die

grolRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her xs neue Basisvariable.

xs kann maximal den Wert 20 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (x1=20; x2=60; x3=0; x4=0; xs=20) und neue Nichtbasisvariable, x4 bleibt Nichtbasis-
variable.

Man erhadlt sie durch einsetzen von X =20+X,;—X, in die Gleichungen der ersten zu-
lassigen Basislosung.

X, =40—-(20+ X%, —X,)=20—-X; — X,

X, =20—X; + 220+ X; — X,) =60+ X; — X,

X, =20+ X, =X <& X, =20+ X, +X,

X, =X, =0

Z=160-2x; +20+X; — X, =180-X%; — X,

Damit ergeben sich folgende Zwischenl6sungen:
X, =20-X%X; =X,

X, =60+X; —X,

Xs =20+ X, +X,

X;=X,=0

Z=180-x, - X,

Diese Basislosung mit x1=20; x2=60; x3=0; x4=0; x5=20 und Z=180 ist optimal, denn eine
Erhéhung von x3 bzw. x4 wiirde zu einer Verminderung des Gewinns fiihren.
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Beispiel 77:

Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.

Z: Max Z=x1+3x2
X +X, <15
X, <12
NB:
3%, +2X, <36
X, <10
NNB: x,x, =0

Losung: x1=3; x2=12; Z=39
Losung:

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

X, +X, +X; =15

X, +X, =12

3X, +2X, +X; =36

X, +X; =10

Durch Umformung ergibt sich folgende Darstellung:

X; =15-X —X,

X, =12-X,
Xs =36 —3X, —2X,
X, =10—-X;

Z=0+X +3X%,

Dadurch folgt die erste zulassige Losung:

X, =15
X, =12
X; =36
Xs =10
X, =%, =0
Z=0

Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoht wird, und wachst um 3 GE,
wenn x2 um 1 ME erh6ht wird.

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grofRte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x1 neue Basisvariable.
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x2 kann maximal den Wert 12 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x1=0; x2=12; x3=15; xa=; x4 wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x:
bleibt Nichtbasisvariable xs=36; x6=10.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:

Man erhdlt sie durch einsetzen von x2=12-xs4 in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

X =15-X% -(12-X,)=3-X,+X,

X, =12-X, & X, =12-X,

Xs =36—-3x, —2(12-x%,)=12-3x, +2X,

X =10-X;

Z=0+Xx+302-x,)=36+X%x —3X,

Damit ergeben sich folgende Zwischenlésungen:
X, =12-X,

Xy =3—=X +X,

Xg =12-3X, +2X,

Xs =10-X,
Z=36+Xx,—3X,
Vergleichen wir die gefundene Zwischenldsung (x1=0; X2=12; x3=3; x4=0; x5=12; x6=10)
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Aus den obigen Gleichungen wird ersichtlich:

Der Gewinn Z wachst um 1 GE, wenn x1 um 1 ME erhoht wird, und wéachst um -3 GE,
wenn x2 um 1 ME erh6ht wird.

Als neue Basisvariable wahlt man diejenige bisherige Nichtbasisvariable, die pro ME die
grofBte Verbesserung des Zielfunktionswertes verspricht. In unserem Beispiel wird da-
her x1 neue Basisvariable.

x1 kann maximal den Wert 3 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden
soll (damit bleibt x1=3; x2=12; x3=15; xa=; xa wird 0 und neue Nichtbasisvariable, x»
bleibt Nichtbasisvariable xs=36; x6=10.

Damit erhalten wir eine zweite zuldssige Basislosung:

Man erhalt sie durch einsetzen von x1=3-x3+x4 in die Gleichungen der ersten zuldssigen
Basislosung.

X, =12-X,

X;=3=-X+X, © X, =3-X;+X,

Xg =12-3(3—X; +X,)+2X, =3+3x%; —3X,
Xe =10—-(3B—X; +X,)=7+X%X; — X,
Z=36+(3—X; +X,)—3%X, =39—-X, —2X%,
Damit ergeben sich folgende Zwischenl6sungen:
X, =3-X;+X,

X, =12-X,

Xg =3+ 3%, —3X,

Xg =1+ X3 =X,

Z=39-X,—-2X,

Diese Basislosung mit x1=3; x2=12; x3=0; x4=0; x5=3; X¢=7 und Z=39 ist optimal, denn
eine Erhéhung von x3 bzw. x4 wiirde zu einer Verminderung des Gewinns fiihren.

Beispiel 78:
Gegeben sei das LOP

Z: Max z=2.000x:+3.000x:
X, <6

NB:  2X,+X, <16
X, +4x, <36

NNB: X;,x, =0

Losung: x1=4; x2=8; z=32.000
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Beispiel 79:

Eine Jugendgruppe beschlieRt, Zelte einzukaufen. In einem Sonderangebot werden
zwei verschiedene Sorten von Zelten fir jeweils 10 und 15 Personen preiswert angebo-
ten.

Von den 10-Personenzelten sind noch 5 und von den 15-Personenzelten nur noch 4
vorratig. Die Zelte flir 10 Personen kosten 200 Euro je Stick und diejenigen fir 15 Per-
sonen insgesamt 400 Euro je Stlck. Die Jugendgruppe kann insgesamt hochstens 1800
Euro flr die Zelte ausgeben.

Wie viele 10- und 15-Personenzelte kann die Jugendgruppe kaufen, damit eine mog-
lichst grolRe Anzahl von Jugendlichen in den Zelten untergebracht werden kann?

Losung: P(5,2)

Losung:
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Der Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform

Zur Veranschaulichung des Verfahrens und fir Handrechnungen benutzt man ein Simp-
lex-Tableau.

Das Tableau wollen wir uns wieder mit dem Gartner-Beispiel anschauen.

Wahlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x1 und x; (die
Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste zu-
lassige Losung:

X, + X, + X, =100

6X, + 9%, + X, =720

X, + X =60

zZ=X%X+2X,=0

Die letzte Zeile des Tableaus, ist die so genannte Ergebnis oder Z-Zeile (auf eine Seite
gebracht).

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 X4 Xs b

X3 1 1 1 0 0 100

X4 6 9 0 1 0 720

Xs 0 1 0 0 1 60

Z -1 -2 0 0 0 0
Definition 64:

Die anfangliche Eintragung der Zielfunktions-Koeffizienten fir die Nichtbasisvariablen
mit negativen Vorzeichen fiihrt dazu, dass (im Gegensatz zu unserer vorherigen Dar-
stellung) eine Losung stets dann verbessert werden kann, wenn eine Nichtbasisvariable
mit negativer Eintragung in der Z-Zeile vorliegt.
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Das Iterations-Verfahren fiir den Simplex-Algorithmus
Voraussetzung:

Es existiert eine zuldssige Basislosung.

Durchfiihrung:

Jede lteration des Simplex-Algorithmus besteht aus folgenden Schritten.
Schritt 1:

Enthalt die Z-Zeile nur nichtnegative Werte, so ist die aktuelle Basislésung optimal und
das Verfahren wird abgebrochen.

Sonst suchen Sie nach derjenigen Spalte mit dem kleinsten (negativen) Wert in der Z-
Zeile (sind mehrere vorhanden, wahlen Sie eine beliebige aus). Die zugehorige Nicht-
basisvariable wird neu in die Basis aufgenommen. Diese Spalte nennt man Pivot-Spalte.

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

N\
BV X1 /Xz \ X3 X4 Xs b
X3 1 1 1 0 0 100
Xa 6 9 0 1 0 720
Xs 0 \ 1 } 0 0 1 60
z -1 \-2 / 0 0 0 0
N
Schritt 2:

Sind in der Pivot-Spalte alle Eintrage < 0 so kann flr das betrachtete Problem keine
optimale Losung angegeben werden. Abbruch des Verfahrens.

Sonst bestimmen Sie die Zeile, fir die gilt:

Definition 65:

(b . /100 720 60 _
Min ™ in unserem Fall Min (T;T;T> = Min(100; 80; 60) = 60
P

Hierbei sind nur positive Quotienten erlaubt.
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Nun wahlt man die Zeile aus, mit dem kleinsten nichtnegativen Quotienten und erhalt
am Schnittpunkt zwischen dieser so genannten Pivot-Zeile und der Pivot-Spalte das
Pivot-Element.

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa X5 b
X3 1 1 1 0 0 100
Xa 6 9 0 1 0 720
N
Xs 0 Q) 0 0 1 60
Z 1 -2 0 0 0 0

Dieses Pivot-Element sehen Sie in der obigen Tabelle abgebildet.

Schritt 3:
Berechnung der neuen Basislosung, des neuen Simplex-Tableaus.

Definition 66:

Durch lineare Transformation des Nebenbedingung-Systems wird unter der neuen Ba-
sisvariablen ein Einheitsvektor mit dem Pivot-Element=1 geschaffen.

Durch vertauschen der Spalten der beiden beim Basistausch beteiligten Variablen ein-
schlieBlich der Variablenbezeichnung kann ein neues Tableau ermittelt werden.

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa X5 b

X3 1 1 1 0 0 100 (1)-(3)
Xa 6 9 0 1 0 720 (2)-9%(3)
Xs 0 [1] 0 0 1 60

4 -1 -2 0 0 0 0 2%(3)+Z

Damit ergibt sich:

BV X1 Xs X3 Xa Xs b

X3 1 0 1 0 -1 40
X4 6 0 0 1 -9 180
X2 0 1 0 0 1 60
z -1 0 0 0 2 120
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Hier wird jetzt wieder mit dem Schritt 1 begonnen,

BV X1 Xs X3 Xa Xs

X3 1 0 1 0 -1 40
X4 [6] 0 0 1 -9 180
X2 0 1 0 0 1 60
z -1 0 0 0 2 120

Bemerkung 30:

Eine Multiplikation/Division darf nur mit der Pivot-Zeile durchgefiihrt werden

b darf nicht negativ werden

keine anderen Zeilen multiplizieren

Wieder den Einheitsvektor fiir das Pivot-Element erstellen

BV X1 X2 X3 Xa Xs b
X3 1 0 1 0 -1 40 (1)-(2)/6
X4 [6] 0 0 1 -9 180 :6
X2 0 1 0 0 1 60
z -1 0 0 0 2 120 (2)/6+2
Damit ergibt sich:
BV X4 X2 X3 Xa Xs b
X3 0 0 1 1 1 10
6 2
X1 1 0 0 1 3 30
6 2
X2 0 1 0 0 1 60
y4 0 0 0 1 1 150
6 2
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Enthalt die Z-Zeile nur nichtnegative Werte, so ist die aktuelle Basislosung optimal und
das Verfahren wird abgebrochen.

Die Losung lautet:

BV X1 X2 X3 Xa X5 b
X3 0 0 1 1 1 10
/~\ 6 2 N\
X1 1 0 0 1 3 30
6 2
X2 0 1 0 0 1 60
y4 0 0 0 1 1 150
6 2
T =

L= {x, =30;X, = 60; Z=150}
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Beispiel 80:

Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellen-
Form.

Z: Max Z=x1+3x2
X, +X, <15
X, <12

NB:
3X, +2X, <36
X, <10

NNB: x,x, >0

Losung: x1=3; x2=12; Z=39

Losung:

BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X3 1 1 1 0 0 0 15 | 0@
Xa 0 [1] 0 1 0 0 12

Xs 3 2 0 0 1 0 36 (3)*2-(2)
X6 1 0 0 0 0 1 10

z 1 3 0 0 0 0 0 32)2
BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X3 [1] 0 1 -1 0 0 3

X2 0 1 0 1 0 0 12

Xs 3 0 0 2 1 0 12 | e=m
X6 1 0 0 0 0 1 10 | @@
z 1 0 0 3 0 0 36 | 2+
BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X1 1 0 1 -1 0 0 3

X4 0 1 0 1 0 0 12

Xs 0 0 -3 1 1 0 3

X6 0 0 -1 1 0 1 7

z 0 0 1 2 0 0 39

L={x =3;%x,=12,Z=39}
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Beispiel 81:
Folgendes Problem der Produktionsprogrammplanung:

Auf zwei Maschinen A und B werden zwei Produkte 1 und 2 gefertigt. Die technischen
Produktionskoeffizienten, Maschinenkapazitdten und Deckungsbeitrage (DB) pro ME
jedes Produktes sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Technische
Produktionskoeffizienten
Produkt 1 Produkt 2 Maschinen-
kapazitat
Maschine A 1 2 8
Maschine B 3 1 9
DB/ME 6 4

Gesucht sei unter den gegebenen Restriktionen das Produktionsprogramm mit dem
maximalen Deckungsbeitrag. Wenden Sie hier fiir den Simplex-Algorithmus in Pivot-
Darstellung an.

Losung:
Losung:
BV X1 X2 X3 Xa b
X3 1 2 1 0 8 (1)-(2)/3
Xa [3] 1 0 1 9 /3
4 -6 -4 0 0 0 2¥(2)+2
BV X1 X2 X3 Xa b
X2 0 [5/3] 1 -1/3 5 *3/5
X1 1 1/3 0 1/3 3 (2)-(1)/5
A 0 -2 0 2 18 (1)*6/5+2
BV X1 X2 X3 Xa b
X2 0 1 3/5 -1/5 3
X1 1 0 -1/5 6/15 2
4 0 0 6/5 8/5 24

L={x =2x, =3,Z=24}
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Beispiel 82:

Es ist ein Produktionsproblem mit folgenden Bedingungen gegeben:

Z: Max Z=120x1+90x:
X, +X, <1000
X, <600
NB:
X, <800
3x, + 2%, <2400
NNB: x,x, =0

Lésung: x1=400; x2=600; Z=102.000

Losung:
BV X1 X2 X3 X4 Xs X6 b
X3 1 1 1 0 0 0 1000 | (1)-(2)
X4 [1] 0 0 1 0 0 600
Xs 0 1 0 0 1 0 800
X6 3 2 0 0 0 1 2400 | 4-3%(2)
z -120 -90 0 0 0 0 0 120%(2)+z
BV X1 X2 X3 X4 Xs X6 b
X3 0 1 1 -1 0 0 400 (1)-0,5%(4)
X1 1 0 0 1 0 0 600
Xs 0 1 0 0 1 0 800 3-0,5%(4)
X2 0 [2] 0 -3 0 1 600 /(2)
z 0 -90 0 120 0 0 72.000 45%(4)+2
BV X1 X2 X3 X4 Xs X6 b
X3 0 0 1 [1/2] 0 -1/2 100 *2
X1 1 0 0 1 0 0 600 2-2%(1)
Xs 0 0 0 3/2 1 -1/2 500 (3)-3*(1)
X2 0 1 0 -3/2 0 1/2 300 (4)+3*(1)
z 0 0 0 -15 0 45 99.000 30%(1)+2z
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BV X1 X2 X3 X4 Xs X6 b

X4 0 0 2 1 0 -1 200
X1 1 0 -2 0 0 1 400
Xs 0 0 -3 0 1 1 200
X2 0 1 3 0 0 -1 600

z 0 0 30 0 0 30 102.000

L= {x, =400; x, =600; Z=102.000}
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Beispiel 83:

Ein Maximumproblem mit folgenden Bedingungen ist gegeben:

Z: Max  Z=2x1+X2+3X3+Xa
2%, +4X,+X, <20

NB: X +X,+5X;+X, <30
X, + X3 +X, <10

NNB: X, X,,X;3,X, =0

Losung: x1=10; x2=0; x3=4; x4=0; Z=32

Losung:
BV X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 b
Xs 2 4 0 1 1 0 0 20
X3 1 1 [5] 1 0 1 0 30 | /5
X7 0 1 1 1 0 0 1 10 | @75
yA -2 -1 -3 -1 0 0 0 0 (2)73/5+2
BV | x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 b
Xs [2] 4 0 1 1 0 0 20 /2
X6 1/5 1/5 1 1/5 0 1/5 0 6 2:0.1%(1)
X7 -1/5 4/5 0 4/5 0 -1/5 1 4 340,1%(1)
VA -7/5 -2/5 0 -2/5 0 3/5 1 18 0.7*(1)+2
BV | x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 b
X1 1 2 0 1/2 1/2 0 0 10
X6 0 -1/5 1 1/10 -1/10 |1/5 0 4
X7 0 6/5 0 9/10 1/10 -1/5 1 6
VA 0 12/5 0 3/10 7/10 3/5 1 32

L={x, =10;x, =0;Z2=32}
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Beispiel 84:

Ein Maximums-Problem mit zwei Variablen

Z: Max Z=x1+3Xx2
4x, +5%, <60
NB: X <10
X, <8
NNB: x,X,=0

Losung: x1=5; x2=8; Z=29
Losung:

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 4 5 1 0 0 60 1-5%(3)
X4 1 0 0 1 0 10

X2 0 [1] 0 0 1 8

z -1 -3 0 0 0 0 3*(3)+2
BV X1 X2 X3 Xa X5 b

X1 [4] 0 1 0 -5 20 |/

X4 1 0 0 1 0 10 (2)-(1)/4
X2 0 1 0 0 1 8

Z -1 0 0 0 3 24 (1)/4+2
BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X1 1 0 1/4 0 -5/4 5

Xa 0 0 1/4 1 5/4 5

X2 0 1 0 0 1 8

z 0 0 Ya 0 7/4 29

L={x,=5;%,=8,Z2=29}
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Beispiel 85:

Ein Maximums-Problem mit zwei Variablen

Z: Max

Z=4000x1+3000x;
X, +X, <100

NB:  2X +X, <160
X, + 2%, <160

NNB: X,X,>0

Losung: x1=60; x2=40 Z=360.000

Losung:

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 1 1 1 0 0 100 (1-(2)/2
X4 [2] 1 0 1 0 160 /2

Xs 1 2 0 0 1 160 (3)-2)/2

z -4000 -3000 0 0 0 0 20007(2)+2
BV X1 X2 X3 Xa X5 b

X3 0 [1/2] 1 -1/2 0 20 *2

X1 1 1/2 0 1/2 0 80 (2)-(1)
Xs 0 3/2 0 -1/2 1 80 (3)-3*(1)
z 0 -1000 0 2000 0 320.000 | 2000%(1)+z
BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X2 0 1 2 -1 0 40

X1 1 0 -1 1 0 60

Xs 0 0 -3 1 1 20

z 0 0 2000 1000 0 360.000

L= {x, =60; x, = 40; Z=360.000}

142-459




Beispiel 86:

Ein Maximums-Problem mit zwei Variablen
Z: Max  Z=5x1+2x+4x3

X, + X, + 2%, <28

2%, + 3X, + X3, <50

X, <12

X, +X; <13

NB:

NNB: X;,X,,X; =0
Losung: x1=12; x2=0; x3=8 Z=92
Losung:

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 X7 b

Xa 1 1 2 1 0 0 0 28 | w®

Xs 2 3 1 0 1 0 0 50 | @xw®

X6 [1] 0 0 0 0 1 0 12

X7 0 1 1 0 0 0 1 13

Z -5 -2 -4 0 0 0 0 0 s*(3)+2

BV X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7 b

Xa 0 1 [2] 1 0 -1 0 16 |72

Xs 0 3 1 0 1 -2 0 26 Ei;/z

X1 1 0 0 0 0 1 0 12

X7 0 1 1 0 0 0 1 13 | @
(1)/2

4 0 -2 -4 0 0 5 0 60 | >z

BV X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7 b

X3 0 1/2 1 1/2 0 -1/2 0 8

Xs 0 5/2 0 -1/2 1 -3/2 0 18

X1 1 0 0 0 0 1 0 12

X7 0 1/2 0 -1/2 0 1/2 1 5

4 0 0 0 2 0 3 0 92

L={x,=12x,=0;x, =8;Z=92}
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Beispiel 87:

Ein Maximums-Problem mit zwei Variablen

Z: Max Z=x1+3xz
X +X, <15
X, <12

NB:
3X, +2X, < 36
X <10

NNB: x,x, =0

Losung: x1=3; x,=12; Z=39
Losung:

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X3 1 1 1 0 0 0 15 (1)-(2)
Xa 0 [1] 0 1 0 0 12

Xs 3 2 0 0 1 0 36 (3)-2%(2)
X6 1 0 0 0 0 1 10

z -1 -3 0 0 0 0 0 3%(2)+z
BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X3 [1] 0 1 -1 0 0 3

X2 0 1 0 1 0 0 12

Xs 3 0 0 2 1 0 12 |e
X6 1 0 0 0 0 1 10 (4)-(1)
z -1 0 0 3 0 0 36 |2
BV X1 X2 X3 Xa Xs X6 b

X1 1 0 1 -1 0 0 3

X2 0 1 0 1 0 0 12

Xs 0 0 3 1 1 0 3

X6 0 0 -1 1 0 1 7

z 0 0 1 2 0 0 39

L={x=3;x,=12,Z=39}
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Multiple Losungen

Mehrdeutige Losungen kénnen auftreten, wenn die Zielfunktion parallel zu einer den
zuldssigen Bereich begrenzenden Hyperebene verlauft.

Dazu betrachten wir wieder eine Variante des Standardmaximumproblems:
Beispiel 88:
Z: Max Z=200x1+100x>
2X, +2X, <24
2X, +X,<24

NB:

NNB: X,X,>0

Die Mehrdeutigkeit der Losung ist in der Grafik erkennbar:

Multiple Lisungen
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In der rechnerischen Losung zeigt sich die Mehrdeutigkeit im Endtableau.

BV X1 X2 X3 X4 b
X1 2 2 1 0 24
X2 2 1 0 1 24
VA -200 -100 0 0 0

Wie man hier sehr leicht sieht, erhdlt man kein eindeutiges Pivot-Element. Dann kann
man mit einer Pivotzeile weiterrechnen und erhalt dann eine optimale Losung. Das
gleiche waére passiert, wenn man die andere Pivot-Zeile genommen hatte. Es gibt also
mehrere optimale Losungen.
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Degeneration
Definition 67:

Das Phdanomen der Degeneration tritt auf, wenn im Verlauf des Simplexalgorithmus
gleiche charakteristische Koeffizienten auftreten, so dass eine Auswahlmaoglichkeit fiir
die Pivotzeile entsteht.

Dadurch entsteht im nachsten Tableau mindestens eine Basisvariable, die den Wert
Null erhalt.

Eine Basislosung heillt degeneriert, wenn mindestens eine Basisvariable Null ist.

Anschaulich tritt die Degeneration in einem Problem mit n Kontrollvariablen immer
dann ein, wenn sich in einer Ecke des zuldssigen Bereiches mehr als n Hyperebenen
schneiden.

Z: Max Z=240x1+160x:
2X, +2%X, <24

NB: 2X +X,<16
4x, +3%, <40

NNB: X,,X, >0

Degeneriete Ecke

Eal
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Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 2 2 1 0 0 24 (1)-(2)

Xa [2] 1 0 1 0 16 /2

Xs 4 3 0 0 1 40 3-2%(2)

Z -240 -160 0 0 0 0 120%(2)+z
BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 0 1 1 -1 0 8

X1 1 1/2 0 1/2 0 8 /2

Xs5 0 1 0 -2 1 8

Z 0 -40 0 120 0 1920

Hiermit ergibt sich kein eindeutiges Pivot-Element. Die Probe jeweils mit einem Pivot—
Element.

Pivot-Element 1:

BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 0 [1] 1 -1 0 8

X1 1 1/2 0 1/2 0 8 2-0,5%(1)
Xs 0 1 0 -2 1 8 (3)-(1)

Z 0 -40 0 120 0 1920 40*(1)+Z
BV X1 X2 X3 Xa X5 b

X2 0 1 1 -1 0 8

X1 1 0 -1/2 1 0 4

Xs 0 0 -1 -1 1 0

z 0 0 40 80 0 2240

L={x, =4,;x, =8;Z2=2240}
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Pivot-Element 2:

BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 0 1 1 -1 0 8 (1)-(3)

X1 1 1/2 0 1/2 0 8 (2)-0,5*(3)
Xs 0 [1] 0 -2 1 8

Z 0 -40 0 120 0 1920 40%(3)+z
BV X1 X2 X3 Xa Xs b

X3 0 0 1 1 -1 0

X1 1 0 0 1 -1/2 4

X2 0 1 0 -2 1 8

z 0 0 0 40 40 2240

L={x, =4;x, =8;Z=2240}

Im bisher geschilderten Verfahren ist garantiert dass der Wert der Zielfunktion (bei der
Maximierung) nicht kleiner wird. Sind degenerierte Basislésungen vorhanden, dann ist
es theoretisch nicht ausgeschlossen, dass das Verfahren lGiber mehrere Basisldsungen
(Tableaus) fiihrt, ohne die Zielfunktion zu verbessern, um schlieBlich wieder auf eine
zuvor berechnete Basislosung zu gelangen. Auf diese Weise konnen Zyklen entstehen,
die verhindern, dass das Verfahren zum Optimum gelangt.

Der Algorithmus gelangt in eine "Endlosschleife".

In solchen Fallen muss der Zyklus erkannt werden; der Algorithmus wird dann durch
Wahl einer anderen Pivotzeile und damit eines anderen Pivot-Elementes fortgesetzt.
Er verlasst damit den Zyklus und arbeitet mit einer anderen Ecke weiter.

Es existiert eine zuséatzliche Pivotauswahlregel, die sicherstellt, dass bei jedem Schritt
eine neue Basislosung berechnet wird und damit Zyklen verhindert. In der Praxis hat
sich jedoch eine geringe Relevanz dieses Problems herausgestellt. So zeigt es sich, dass
die bei der numerischen Berechnung innerhalb eines Computers unvermeidlichen Run-
dungsfehler dazu fiihren, dass sich im Verfahren, nach dem Durchlaufen hinreichend
vieler Zyklen, ein Wert in den Nachkommastellen soweit verandert hat, dass der Simp-
lexalgorithmus ein anderes Pivotelement auswahlt und den Zyklus verldsst.

Daher wird hier lediglich das Problem als solches dargestellt und auf die Behandlung
der zuséatzlichen Pivotauswahlregel verzichtet.
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Beispiel 89:

Ein Maximums-Problem mit vier Variablen

Z:

NB:

NNB:

Max Z=17x1+9x2 + 20x3 +8x4

2X; +3X, +4x, + %, <87

X, + X, +5X; + 2%, <55
3X, + X, +2X; + X, <61

X1, X5, X5, X, 20

Losung: x1=12; x2=13; ; x3=6; x4=0; Z=441

Losung:

Dies stellen wir in einem Tableau dar:

BY Xy Xy X3 Xy s Xs Xz b

Hs 2 3 4 1 1 ] 1] 87| (1H2)*4/s

Hg 1 1 2 1] 1 o 555

¥ 3 1 2 1 ] ] 1 61|[2)2)*2/5

z -17 -q -20 -3 0 0 0 0 [2)"a+z)

BV Xy X Xs Xy X Xs Xz ‘b

Hs 1,2 2,2 o -0,6 1 -0,8 o 43 ([1Hz)2,6%1,2
X3 0,2 0,2 1 0,4 o 0,2 0‘ 11|[213)/2,6%0,2
X 2,6 0,6 0 0,2 0 -0,4 1 39|28

7 13 5 0 0 0 a 0] 220|3y2,6°13+402
BV Xz X X3 Xy X Xs Xz ‘b

Xg 0 1,92307692 0 -0,69230769 1 -0,61538462 -0,46153846 25(:1,923

X 0,00 0,15 1,00 0,38 0,00 0,23 -0,08 8,00|[2}(1)/1,32%0,15
*y 1,00 0,23 0,00 0,08 0,00 -0,15 0,38 15,00((3+(1)/1,323%0,23
7 | 0 2 0 1 0 2 5 215/ (1)/1,923%2+02)
BY ‘x]_ Ky X3 Xy s X . b

Xz 0 1 0 -0,36 0,52 -0,32 -0,24 13

X 0,00 0,00 1,00 0,44 -0,08 0,28 -0,04 6

Hy 1,00 0,00 0,00 0,16 -0,12 -0,08 0,44 12

zZ 0,00 0,00 0,00 0,28 1,04 1,36 4,52 441,00
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Verfahren zur Bestimmung einer zuldssigen Basislosung

Wir beschreiben Verfahren zur Bestimmung einer ersten zuldssigen Basislosung. Ein
Verfahren dieser Art ist erforderlich, wenn in einem LOP keine zuldssige Basislosung
erkennbar ist. In unseren bisherigen Fallen, haben wir jeweils die Basislosung 0 ange-
nommen.

Der duale Simplex-Algorithmus

Schauen wir uns die folgende Problematik an.

Beispiel 90:

Z: Max Z=2x1+x2
X, +X,28

NB:  3x,+X,2>12
X, + X, <10

NNB: Xx,X, =0

Losen wir als erstes diese Problematik mit der grafischen Methode:

13

Fa

/
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Wir bekommen als Loésung x1=10, x2=0 und Z=20.

Dabei sehen wir, dass an dieser Stelle nicht unsere sonst gewahlte erste gililtige Basis-
[6sung (0,0) in der moglichen Lésungsmenge enthalten ist.

Es fehlt uns jetzt diese Losung.

Aufgabe des nachfolgenden Verfahrens ist es eine gliltige Basislosung zu bestimmen,
oder auch ohne giiltige Basislosung ans Ziel (Lésung) zu gelangen.

Ablauffolge des Algorithmus:
Definition 68:
1. Schritt:

Jede 2-Bedingung transformieren zunachst durch Multiplikation mit -1 in eine <-Bedin-
gung. Erganzen nun wie bereits bekannt jede dieser Ungleichungen durch Hinzunahme
einer Schlupfvariablen zu einer Gleichung. Dabei erhalten wir das unten dargestellte
Tableau und die dort ausgewiesene nicht zuldssige Basislosung.

BV Xy X X Xy Xg b

X -1 1 1 0 0 -8
X, -3 1 0 1 0 -12
X 1 1 0 0 1 10
Zz -2 1 0 0 0 0

Nicht zuldssige Basislosung x1=x2=0, x3=-8, x4=-12 x5=10, Z=0.

Definition 69:

Im Gegensatz zum primalen beginnt der duale Simplex-Algorithmus mit der Wahl der
Pivotzeile. Daran schlielRen sich die Spaltenwahl und die Tabellentransformation an.

Im Folgenden wird lhnen eine detaillierte Beschreibung gegeben.
2. Schritt:
Definition 70:

Gibt es kein b'i<0, so liegt bereits eine zuldassige Basislésung vor; Abbruch des dualen
Simplex-Algorithmus und Weiterfihrung mit dem primalen Simplex-Algorithmus.

Sonst wahlen Sie diejenige Zeile s mit dem kleinsten b's<0 als Pivot-Zeile. Stehen meh-
rere Zeilen mit dem kleinsten Wert zur Auswahl, so wahlen Sie unter diesen eine belie-
bige.

3. Schritt:

Findet man in dieser Pivotzeile kein Element a'j<0, so besitzt das Problem keine zulas-
sige Basislosung. Abbruch des Verfahrens.
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Definition 71:

Sonst wdhlen Sie die Spalte t mit max {aZ—,t} als Pivot-Spalte. ag; ist dann Pivot-Element.
St
BV Xy X5 X Xy X b
X3 -1 1 1 0 0 -8|(2)*-1+1
*y -3 -1 0 1 0 -12((-1)
Xs 1 1 0 0 1 10((2)+(3)
z -2 1 0 0 0 0|(2)*-1+42
0,67 1 0
4. Schritt:
Definition 72:
Tabellentransformation wie beim primalen Simplex-Algorithmus.
BV Xy X X Xy s b
X3 2 0 1 1 0 4
X, 3 1 0 1 0 12
X5 - 0 0 1 1 -2
z 1 0 0 1 0 12
Nicht zuldssige Basislosung x1=x4=0, x3=4, x2=12 x5=-2, Z=12.
Wieder Wahl der Pivotzeile und anschlieBend des Pivot-Elements.
BV Xy X X Xy X5 b
X3 2 0 1 1 0 4
b 3 1 0 1 0 12
X5 -2 0 0 1 1 2
z 1 0 0 1 0 12
-0,5 1
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Transformation nach dem primalen Simplex-Algorithmus.

BV Xy X Xy Xy Xg b

X 2 0 1 -1 0 4|(1)+(3)

X, 3 1 0 -1 0 12|(2)+{3)*3/2

Mg -2 0 0 1 1 -2|/f-2

z 1 0 0 -1 0 12|(3)*0,5+Z
-0,5 -1

BV X, X, X X, X5 b

% 0 0 1 0 1 2

X 0 1 0 0,5 1,5 9

Xy 1 0 0 -0,5 -0,5 1

z 0 0 0 -0,5 0,5 11

Nicht zuldssige Basislosung x5=x4=0, x3=2, x2=9 x1=1, Z=12.

Die vorliegende Losung ist noch nicht optimal, aber ist eine zuldssige Basislésung. Nun
kann mit dem primalen Simplex-Algorithmus weitergerechnet werden.

Verfolgt man den Lésungsweg anhand der oben dargestellten grafischen Lésung, so
wird ersichtlich, dass beginnend im Ursprung, zunachst eine erste unzuladssige Basislo-
sung erreicht wird. Danach gelangt man an die erste zuldssige Basislosung. Jetzt muss
nur noch mit dem primalen Simplexalgorithmus die optimale Losung gefunden werden.

BV Xy X Xy Xy X b

% 0 0 1 0 1 2
Xy 0 2 0 1 3 18
X, 1 1 0 0 1 10
Z 0 1 0 0 2 20

Optimale L6sung: x2=09 x1=10, Z=20
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Vektoren

Die Vektorgleichung einer Geraden

Wir betrachten eine Gerade als eindimensionale Punktmenge im 3-dimensionalen affi-
nen Raum. Dies bedeutet, dass wir alle Punkte einer Geraden Uber ihre Ortsvektoren
erreichen kénnen. Doch die Lage der Geraden muss fixiert werden. Im ersten Fall tun
wir dies durch einen Punkt A, der auf der Geraden liegen muss, und durch einen Vektor
U, dessen Richtung die Richtung der Geraden vorgibt.

In dieser Abbildung steckt das ganze Geheimnis der vektoriellen Geradengleichung.

. Die Gerade ist festgelegt durch den Aufpunkt A, d.h. durch dessen Ortsvektor

04 = d, den man auch Stiitzvektor der Geraden g nennt, und durch ihren Rich-
tungsvektor .

° Da wir Vektorrechnung betreiben und nicht Punktrechnung kénnen wir nie direkt
einen Punkt berechnen, sondern immer nur dessen Ortsvektor.

Die Abbildung enthalt nun 5 Punkte von g, die wir der Reihe nach ansehen:

b-OB=0OA+AB=2a+1
c=0C=0A+AC=2a+3i
d=OD=0A+AD=2a-20
X=0OP=0A+AP=2a+rl

Nun erkennt man das Prinzip: Entlang des Pfeiles 0A kommen wir zunéchst einmal auf
die Gerade. Dann verwenden wir als weiteres Transportmittel den Vektor 1, und zwar
so oft, wie wir wollen, so bleiben wir auf g und gelangen zu einem weiteren Punkt der

Geraden g. Addieren wir also OA mit einem beliebigen Vielfachen des Richtungsvektors,
also mit 71, dann erhalten wir den Ortsvektor des neuen Geradenpunktes.
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Mathematische Operationen fiir Vektoren

Addition
-+ E 1y by ay + by
[25) —+ by = as + by
ag b3 ag + by
Subtraktion
(_1'75 (5] {)1 (5] —bl . br 7]7
a9 — IJQ = as — bQ b
ag b az — bg
Skalare Multiplikation R -
@ 2a
\-d ay A aq i::::::::;////”"
A oas | = Aoag —i
a3 A-ag //
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Definition 73:

Als vektorielle Geradengleichung bezeichnet man diese Vorschrift zur
Berechnung der Ortsvektoren der Geradenpunkte:

X=a+ru

wobei u der Richtungsvektor ist und a der Ortsvektor des Aufpunktes
A der Geraden, a nennt man auch Stiitzvektor von g.

Beispiel 91:
F 10
Gegeben ist der Punkt A(4|-2|1) von g und der Richtungsvektor u=| 1
=2
4y (1)
Dann lautet die Gleichung von g: X = -2 |+ r| 1
P12

Bemerkung 31:

Was andert sich, wenn man fir dieselbe Gerade einen anderen Aufpunkt wahlt?
Wir nehmen einfach einen neuen Aufpunkt P,(6|0]|-3).

Dann sieht die Gleichung natirlich anders aus:

( 6 (1
g x=| 0 |+r| 1
| =3 2

Vom neuen Aufpunkt aus erreicht man natirlich ebenfalls alle Punkte von g, nur eben
mit einem anderen Parameterwert.
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Bemerku

ng 32:

Kann man auch einen anderen Richtungsvektor verwenden? Aber sicher!

Jeder Vielfache von i hat dieselbe Richtung und legt damit auch die Richtung von g

fest.

Also konnten wir

i 2 Y

2u

2

\ -4 /

verwenden. Dessen Pfeile sind doppelt so lang. Dies wirkt sich dann wieder bei der

Wahl des Parameters r aus. Vergleichen wir also die erste Gleichung mit dem Richtungs-
vektor % mit der neuen mit dem Richtungsvektor 2u:
Fy 4 \ Fi 1 Y i 4 1Y f 2 '\
Gleichung 1: x=|-2|+r| 1 Gleichung 2: x=| -2 |+r| 2 |
1) =2 1) -4
I!,' 4 A} I 1 Y :,- 6 y I!,- 4 Y :,- 2 \ Iy 6 i
r=2 Xx=-2|+2] 1|=| 0 r=1 X=-2|+1 2 |= Ul
!‘. 1 s 5 _2 A “. _3 ! !‘- 1 s “_‘4 / ~/
4y (1) (-2 (4Y (2 (-2)
r=-86 x= -2|-6/ 1 |= -8 r=-3 x=|-2 -3 2 =—8|
(1) =2 113 1) 4] 113
Beispiel 92:
Gegeben sind 3 Gleichungen:
(1) x=]0 (+r -2, (2) Xx={ 0 |+r 1], (3) Xx={0|+r -3
-1) 18 -1 14 (1) 112
a) Beweise, dal alle drei Gleichungen dieselhe Gerade darstellen.
b)  Fur welchen Wert von r erhalt man den Geradenpunkt D(15|-6|23)
aus jeder dieser drei Gleichungen ?
L&sung: Erste Beobachtung: Alle drei Gleichungen verwenden denselben Stitz-

vektor, d.h. die zugehérigen Geraden gehen alle durch den Punkt
A(3|0|-1).

Zweite Beobachtung: Die drei Richtungsvektoren sind kollinear (d.h. sie
sind Vielfache voneinander):

(4 o\ 6
U= -2|, G,= 1|, @§=-3| Undesgilt & =-2,, U,=-30,=30,.
| 8 4 12

\ 1<)

Daher haben alle Richtungsvektoren dieselbe Richtung, d.h. alle drei
Geraden geben dieselbe Gerade an.
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b) D{15|-6|23) liegt auf dieser Geraden. Doch weil diese hier drei verschiedene
Darstellungen besitzt, kann man D auch mit unterschiedlichen Parametemn

berechnen:
3% 74
(1) J+r =2, Setzt man den Ortsvektor von D ein, folgt:
-1 8
15 (3 [ 4 4r=12
SGi=0 |+ -2 = -A=-6; =r=3
23

~1) |8 8r=24

fay (2
(2) E=LD J+r{ 1 J Setzt man den Ortsvektor von D ein, folgt:
4

15 -2 -2r=12
6=
23

3y [
0|+ 1
-1 —4
i3

™ f B ™
(3) { J+r{—3J Setzt man den Ortsvektor von D ein, folgt:
1 12

= r=-6
—dr—IE:I

{6 Er=12
—6|= +rN-3| < «-A=-—-H; =r=2
12 12r=24
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Das vektorielle Zugmodell

Dieser Tatbestand, dass man vollig verschieden aussehende Gleichungen fir dieselbe
Gerade aufstellen kann, ist flir den Anfdanger verwirrend, weil er es gewohnt ist, immer
irgendwie eindeutige Ergebnisse in der Mathematik zu bekommen.

Man muss aber daran denken, dass die Geradengleichung ja nur ein Hilfsmittel zur Be-
rechnung der Ortsvektoren ist, und somit noch nicht das Ergebnis.

Beispiel 93:

Gegeben sind 2 Punkte A(2|5|-2) und B(5|-1-3).
Stelle die Gleichung der Geraden g = (AB) auf.

Lasung: Wir verwenden den Vektor, der zum Pfeil AB gehdrt als
Richtungsvektor und berechnen ihn so:

N
~1|-| 5 |=| -6
3} (2] (-1

4 e A

i=AB=b-3-= -

Dann folgt:
AN
g X=| 5 |+r-6| oder X=|-1|+r|-6
ie nachdem, ob man A oder B als Aufpunkt verwenden will |

ra 5 ". ra 3 ".

Beispiel 94:
Prufe nach, ob die Punkte P(2[3(-2) bzw. Q(11-3|2) aufder
‘8 g
11+r| 2

Geraden g liegen mit g X=

1. Ldsung: Wir setzen fir ¥ die Ortsvektoren von P ein und Gberprifen
die Gultigkeit der entstandenen Gleichung:

"2 (8) (-3 2=8—3rl 3r=5}

5 1/+r| 2 | bedeutet B=1+2r% dh. d2r=4.

~2) |6} |4 —2=6-4r _4:=BJ

Man stellt fest, dal alle drei Koordinatengleichungen mit r = 2 geldst werden.
‘g /3
1(+2) 2

Also giltauch  OP= dh. P liegt auf der Geraden g.

Dasselbe mit Q:

11y (& (=3 11=8—3rl Ir=-3
=3|=|1|+r 2 ‘ bedeutet < -3=1+2r: dh. r=-4
.2/ 18} \H4)  2=6-4r dr= 4

Fur die erste Gleichung wirde man r= -1 bendtigen, fir die zweite r=-2
und fir die dritte r= 1. Es gibt also keinen (einheitlichen) Wert fur r, so dai
man damit OQ dber die Geradengleichung berechnen kénnte |

2 liegt also nicht auf der Geraden g.

Die Uberpriifung, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt, kann durch Einsetzen
seines Ortsvektors in die Geradengleichung erfolgen. Er liegt auf der Geraden,
wenn man fur den Parameterwert (r) einen einheitlichen Wert findet.
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Es gibt eine viel elegantere Methode, die wir als 2. Lésung erproben wollen.
Dazu eine Abbildung.
u P

—_— g

"""""LQ .

Die Geradengleichung enthalt den Ortsvektor des Aufpunkies A a

1
o = 0

Also ist der Aufpunkt A(8[1)6).
Nun Berechnen wir durch Abziehen der Ortsvektoren den Vektor AP

e

‘2 (8 (-6) 3
AP=|5 |-[1]|=| 4 Iunr:i vergleichen ihn mit dem Richtungsvektor tu=| 2 ‘
-2} |6) |8} | —4 )

der Geraden g. Man sieht, dai AP =720 qilt, dal also AP und T kollinear sind.
Daher liegt P auf g.

(11 (8 (39
Analog dazu berechnen wir AQ =| -3 |- 1|=|-4 - Weil dieser Vekior kein
12)16) (-4}

Vielfaches des Richiungsvektors U ist, verlduft der Pfeil AQ nicht parallel zu g, d.h.
Qgg !

Ein Punkt P liegt auf einer Geraden g, wenn der Vektor AP zum
Richtungsvektor der Geraden kollinear ist (wobei A ein Punkt von g ist).

Beispiel 95:
Gegeben ist der Punkt C(2|-1|0) und die Gerade g durch

10 3
g: X=| 1 |+r|1|. Welche Gleichung hat die Parallele h zu g durch C ?
_2»" '\4/

Losung:

Parallele Geraden haben dieselbe Richtung, also kann man jedes Vielfaches des
Richtungsvektors der Geraden g als Richtungsvektor fir h nehmen, also auch
denselben. Da C auf h liegt, nehmen wir ihn als Aufpunkt. Sein Ortvektor tritt dann in
der Geradengleichung als Stutzvektor auf:

(2) (3}
h: X= —1;+r 1;
\.0;’ \.4;J

Beispiel 96:

Gegeben sind zwei Geraden. Uberpriifen Sie, ob sie parallel sind.

(27 (8) ‘ay ()
g: :Tc=; 1 1+r =3 h: X={5|+s| 2
\-5) (12 1) 1-8)

Losung:
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(6 4
Die Richtungsvektoren der Geradengund hsind - 3| und y-| 2 l
12 -8

Da u=-3v oder v=-%u ist, sind die Richtungsvektoren kollinear (d.h. sie
haben dieselbe Richtung - wozu auch die Gegenrichtung zahlt 1! ): g|lh

ACHTUNG: Die Lésung ist noch nicht fertig! Wenn zwei Geraden parallel sind,
kénnen sie auch gleich sein. Diesen Sonderfall mu? man stets noch untersuchen.

Dazu gibt es drei Wege. Um diese exakt beschreiben zu kdnnen, gibt man den
Aufpunkten von g und h Namen. Se seialso A(2/1-5) und B(4|5[1).

1. Lésungsweg: Man uberprift, ob der Aufpunkt B von h auf g liegt. (Wenn ja,
dann sind die parallelen Geraden sogar identisch). Dazu setzt man den Ortvektor
von B in die Gleichung von g ein und rechnet nach, ob es dazu eine passende
L&sung fur r gibt:

(4y (2Y [8) (2 (6 Br=2 ‘ J r=21]
g: S|=|1|+r -3 < |4|=r-3| < 3r=4, & r=-%1
1) \-5) 112) \6) 12) 12r=6.‘ ‘\r=%'

Nur wenn es einen einheitlichen Wert fur alle drei Gleichungen gibt, 1aRt sich damit
der Ortsvektor von B aus der Gleichung von g berechnen. Also liegt B nicht auf g,
d.h. g und h sind nicht gleich.

2. Losungsweq: Man Uberprift, ob der Aufpunkt A von g auf h liegt. Dazu setzt
man den Ortvektor von B in die Gleichung von g ein und rechnet nach, ob es dazu
eine passende Losung fur s gibt:

(2 (4 (-4 (=2 [(-4) (-4r = -2] [r=% ]
g: | 1 |=|5|+s 2|c>‘—4 =r| 2 @1'2r=—4 o Jr=-2
!'\ _5," Y 1 A _8 ! Y _6/’ Y _8 A \._Br = _BJ ]\ r= % J

Da es keinen einheitlichen Wert fur alle drei Gleichungen gibt, liegt B nicht auf g, d.h.
g und h sind nicht gleich.

3. Losungsweq: Man Uberpruft, ob der Vektor AB ein Vielfaches von T oder V ist.

(4\" ( 2 ) ( 2 ) ( _4 ) . . . .
AB-b-a=|5-| 1 ‘: 4 _ik,‘ » | Dadies nicht der Fall ist, gilt g=h
\1)' \_5,-' .6) _8; B 7 _ X
— < v '
Ware AB ein Vielfaches von einem ““\\
der Richtungsvektoren, dann wiirde ~ - g
der Pfeill AB auf der Geraden g N u A
liegen, also auch B, also ganz h !

Beispiel 97:

Berechnen Sie den Schnittpunkt der folgenden Geraden.
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Losung:

Wenn es einen Schnittpunkt gibt, dann liegt dieser auf g und auf h, d.h. man kann
seinen Ortsvektor Xg aus beiden Gleichungen berechnen. Fir den Schnittpunkt

liefern also die beiden Gleichungen dasselbe. Daher setzen wir gleich.
i hY Y lr 17
1 2|=| 11
-2) 4} \2)

10 [r=s=—=1 ()]
= 12r+s=10 (2)1
([ar-2s=14 (3)J

+T

+5| -1
L2

h A

Man sieht, dal sich daraus ein System aus 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten r und
s ergibt. Da in der Regel 2 Gleichungen ausreichen, um 2 Unbekannte zu
berechnen, ist dieses System ,Uberbestimmt®, d.h. wir missen eine Gleichung flr
die Probe reservieren.

Hier rechnet man ganz einfach: (1) + (2) und erhalt: 3r=9 also r=3.
Aus (2) folgtdann s=10-2r=10-6=4.

Probein (3): 12 -8 =4 ist eine wahre Aussage. Also existiert ein Schnittpunkt.
Diesen (d.h. dessen Ortsvektor ! )kdnnen wir mitr = 3 aus der Gleichung von g
berechnen, oder mit s = 8 aus der Gleichung von h.

Normalerweise reicht eine Rechnung. Hier sehen wir uns zur Ubung beide an:

R (1) ( 2+3 ) (5) :_/1\‘- _.-’ 1 :_,1_4-\ Th
% =| 1|+3|2|=| 146 |=| 7| b2V ES—'11'+4'—1‘—'11—4 -7/
\_2/ {4/ |\_2+ 12/' 1 D I'\ 2 ,] I'\ 2 A I'\ 2_ 8 Vi \10

Man sieht, dal} beide Gleichungen denselben Ortsvektor liefern. Der zugehdrige
Schnittpunkt lautet also $(5|7(10).

Beispiel 98:

Berechne den Schnittpunkt dieser Geraden.

F2Y (1) F1Y (10
g: Xx=| 1 [+r]|2 h: X=111|+s] -1
—2) 4 —2) 12
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Gegenuber dem Beispiel (5) wurde nur eine Zahl verdndert, ndmlich die 3. Koordi-
nate des Aufpunktes von h. Sie heil3t jetzt —2 statt 2. Schnittpunkisberechnung:

-,
[R%]

C1Y 1) (r—s=-1 ()]
M|+s|-1| & {2r+s=10 (2)}
-2 2} {4r—2s:0 (3)]

A

+r|2|=

Die Berechnung von r und s aus Gleichung (1) und (2) liefert genau wie auf Seite 8
die Werte r=3 und s =4. Nur- die Probe in Gleichung (3) stimmt nicht mehr:
12-8=0 istfalsch!

Also schneiden sich g und h nicht. Ja, aber parallel sind sie auch nicht, denn
ddie beiden Richtungsvektoren sind nicht kollinear (d.h. sie haben verschiedene
Richtungen, weil sie nicht Vilefache voneinander sind ). Diese Situation kennt man in
der Ebene nicht. Dort sind zwei Geraden parallel oder nicht parallel, und dann aber
schneiden sie sich garantiert.

Es gibt im Raum Geraden, die nicht parallel sind und sich
auch nicht schneiden. Sie heilen windschief.

Definition 74:

Nachweismethode fiir windschiefe Geraden

Wenn sich zwei nicht parallele Geraden des Raumes nicht schneiden
(die Probe stimmt nicht), dann sind sie windschief.

Wenn die Richtungsvektoren von g und h zusammen mit dem
Verbindungsvektor AB der Aufpunkte nicht komplanar sind (also linear

unabhangig sind), dann sind g und h windschief.
Nachweis etwa durch ‘G Y A_B" =0

Beispiel 99:

Uberpriifen Sie die Lage der folgenden Geraden.

s 1 ™, .I_/ 2 " ' O \II. - 2 "
g: x=|0|+r 1 und h: Xx=/-2 +s -3
1) -7, 4 L1
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1. Schritt: Da die Richtungsvektoren keine Vielfachen voneinander sind, sind
sie nicht kollinear, also sin.d die Geraden nicht parallel.

: : (2} (2 \
2. Schritt: Es sei G={ 1 v=|-3 und A(10[-1), B(0[-2/4)
\_T,’ k1

Untersuchung der Determinante
2 2 1 2 2

Dz‘ﬂ v E\: 1 3 2/ 1 3=-30+28-1+21:4-10=0
-7 1 5| -7 1
d.h. die Vektoren U, Vv und AB sind nicht komplanar, also sind sie linear
unabhangig, d.h. g und h sind windschief.

ACHTUNG

Schiler neigen erfahrungsgeman zu dieser vereinfachten Lésung: Sie untersuchen
nur diese Determinante D=[U Vv AB|. Das Problem tritt dann auf, wenn sie den
Wert O hat. Dies heil3t namlich, daR die drei Vektoren komplanar sind. Und dies ist
auf zweierlei Arten maglich:

Sie sind komplanar wenn die Geraden parallel sind,
und sie sind komplanar, wenn sie sich schneiden.

Wer also eine Lagebeziehung mit dieser Determinante macht, und wenndann D =0
vorkommt, dann sollte man nicht vorschnell folgern: Sie schneiden sich! Sie kénnten
auch parallel sein. Dazu muf® man anschauen, ob die Richtungsvektoren kollinear
sind oder nicht.

Beispiel 100:

Uberpriifen Sie die Lage der folgenden Geraden.

{ 1 ) i 2 N ¢ ? " . 2 N
g: X=| 0 |+r| 1 und h: X=|-5|+s|-3
=1 =7 —6) 1)

Wenn sie sich schneiden, dann berechnen Sie auch noch den Schnittpunkt.

Losung:
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Wahrend in G7 alles offen bliebt, kann man der Fragestellung in G8 entnehmen, dal
sie sich wahrscheinlich schneiden, denn wieso sollte man dann die Frage nach dem
Schnittpunkt stellen.

Wahrend also in G7 die Berechnung der Determinante ausreicht, (weil die
Entscheidung D =0 uns sagt, dal die Geraden windschief sind, und weil das
Ergebnis D=0 sagt, dal® die Geraden parallel sind oder sich schneiden), missen
wir in G8 ja im Schnittfalle zusatzlich den Schnittpunkt ausrechnen.

Also: Bei der Fragestellung (G8) verzichten wir auf die Determinantenrechnung und
suchen gleich den Schnittpunki!

(1Y (2Y (7Y (2) r-2s=6 (1))
Ol+r 1T =5 +s/-3| = r+3s=-5 {2)}
\_1.»’ Ik._Y.»' I\._E'z' \ 1 / —fr-s=-5 {3)
Elimination vonrdurch  (1)-2-(2): -8s=16 = s=-2
Eingesetzt in (2): r=-5-3s=-5+6=1
Probe in (3): -T+2=-5

Die Probe stimmt, also schneiden sich die Geraden.

Berechnung des Schnittpunkts z.B. aus der Gleichung von g:
[ 1)

X =) 0 [+

5
=11
Y.

(2% (3)
1= 1
-7} -8

N A

= S(3/1]-8)

Hatten wir also zuerst mittels Determinante festgestellt, da sie nicht windschief sind,
und dal sie nicht parallel sind, dann hatten wir diese Schnittrechnung trotzdem
machen missen. Es lohnt sich also, die Fragestellung gut zu iilberdenken und
den Rechenweg dann erst festzulegen !
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Schnittpunkte einer Geraden mit den Koordinatenebenen

zoier X,
Pl
7k
/E
~ D
> F /
A
/(; ycrder X,
B

K Ve
X oder X, \g

Charakterisierung der Punkte auf den Koordinatenachsen

Wir haben gelernt, dal® die Koordinaten von Punkten nichts anders sind, als die
Koordinaten ihrer Ortsvektoren. Denn mit Vektoren kénnen wir rechnen, mit Punkten
aber nicht.

Nun legen wir einen Punkt auf der x-Achse fest. Dazu bendétigen wir vom Ursprung

aus einen Ortvektor, der ein Vielfaches des Basisvektors in x-Richtung ist. Dieser ist
4 1 N AN

& =|0. DerOrtsvektor OP,=4& =0

0) .0
zum Punkt P,(4|0|0). Entsprechend fuhrt uns OP, =7e, um 7 iny-Richtung
zum Punkt P,(0|7]0) usw.

bringt uns in x-Richtung um 4 weiter

Definition 75:

Ein Punkt mit den Koordinaten (x,|0/0) liegt auf der x- oder x; —Achse.

Ein Punkt mit den Koordinaten (0|x,|0) liegt auf der y- oder x, —Achse.

Ein Punkt mit den Koordinaten (0|0|x,) liegt auf der z- oder x; —Achse.

Charakterisierung der Punkte in den Koordinatenebenen

Nun sehen wir uns die Abbildung an. Die Punkte B und C liegen ganz in der x; X, —
Ebene, alsoist x; =0, D und E liegen in der x;x; — Ebene und haben x, =0,
wahrend A und F in der xix3-Ebene liegen mit x, =0
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Definition 76:

In der x;X> - Ebene haben alle Punkte x; =0.
in der x-X5 - Ebene haben alle Punkte x, =0.

In der XX - Ebene haben alle Punkte x; = 0.

Schnittpunkte von Geraden mit den Koordinatenebenen
Diese Punkte heiBen auch DurchstoRpunkte oder Spurpunkte der Geraden.
Die folgenden drei Beispiele entsprechen nur ungefahr der Abbildung!

Beispiel 101:

(5 (A Diese Gerade durchstdRt natlrlich alle drei Koordinaten-
ebenen, auch wenn nur zwei Schnittpunkte in der
- Abbildung zu sehen sind:
Ain der x1xs —Ebene und B in der xixz-Ebene.

g: X=[4 +r| -2
1 L1

J

Bedingung flr den Schnitt mit der x,x.-Ebene: x, = 0.
Die x, — Koordinate steht in der Geradengleichung in der 2. Zeile:

7 RN I
X S -1 Also lautet diese Bedingung ausfuhrlich: 4 —=2r=0

g: | Xy | =|4|+r| 2 und daraus folgt r = 2.
xs) (1) |1 Setzt man dies in die Geradengleichung ein, erhalt

man den Spurpunkt A(3|0|3)

Bedingung fur den Schnitt mit der x;xz-Ebene: x3 =0.
Dies heiBt 1+r=0 also r=-1 ergibtden nachsten Spurpunkt B(6|6|0)

Und nun noch den 3. Spurpunkt, der nicht eingezeichnet ist:

Bedingung fur den Schnitt mit der x2xs-Ebene: x; =0.
dh. 5-r=0 also r=5 ergibt R(0|-6|-4).
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Beispiel 102:

"'2\\ |"I4\.
h: X=8|+r] -2
\.5;' \0/'

Diese Gerade hat eine spezielle Lage !

Wir machen eine Reise und beginnen im Ursprung.
Dann folgen wir dem Richtungsvektor des
Aufpunktes und landen auf der Geraden im Punkt

P,(2/8/5). Von da aus lassen wir uns durch den
Richtungsvektor so wie tragen wie wir wollen.

Dieser Richtungsvektor orientiert sich wie folgt: Seine Pfeile zeigen um 4 in Richtung
der x; -Achse und um -2 in Richtung der x; —Achse, d.h. um 2 nach links. Aber es
gibt keine Komponente in die x3 —Richtung. Das bedeutet, da® wir entlang der
Geraden stets in derselben ,Héhe" Uber der x;x» — Achse bleiben, wie der Punkt A,
und der hat x3 = 5.

Unsere Gerade h verlduft also parallel zur x;x. — Ebene im Abstand 5 !!!
Damit kann sie die xsx2-Ebene nicht schneiden !

Schnitt mit der xixs-Ebene: x2=0 d.h. 8-2r=0 alsor=4 — F(18/0/5)

Schnitt mit der xoxa-Ebene: x; =0 d.h. 2+4r=0 also r=-4 = E(0/9|5)
Beispiel 103:
(5N (o

2 +r| 2
-3/ (3
Schnitt mit der x:x2-Ebene: x3=0: -3+3r=0 = r=1 = C(3]4]|0)
Schnitt mit der xox:-Ebene: x1=0: 5-2r=0 = r=3 = D(0|7|3)

Schnitt mit der x;x;-Ebene: x,=0: 2+2r=0 = r=-1 = Q[?|D|—6]
Q ist nicht in der Abbildung dargestellt. Er liegt in der x;x.-Ebene links unten.

k: X=

Besondere Lagen von Geraden

Ein Vektor, der zur x41X2-Ebene parallel ist, hat keine Komponente in xs-Richtung
und somit die 3. Koordinate 0. Wird er als Richtungsvektor einer Geraden
verwendet, ist diese zur x;x,-Ebene parallel.

u,
g: X=a+r|u, | istparallel zur x,x,-Ebene
0
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Die beiden Komponenten sind

u, 0
ue, =/ 0| und ue,=|u,
0 0
AX;
Q\
A
|
L
: >
"ﬂ\\ I| x2
~
\.

Ky

1

und die Abbildung zeigt: u=ueg, +u,e,. Dies ist der Grund fur die Parallelitat |

0
h: X=a+r|u, | istparallel zur x,x;-Ebene
u3

Die beiden Komponenten sind

0 0
u,e,=|U, | und u,e,=|0
0 u,

und die Abbildung zeigt: u=u,e, +u,e,. Dies ist der Grund fur die Parallelitat |
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u1
k: x=a+r| 0 | istparallel zur x;x;-Ebene
u3

Die beiden Komponenten sind

i u, i 0 >,
ue,=| 0| und u,e;=| 0
0 Uy

und die Abbildung zeigt: u=u.e, +u,e,.
Dies ist der Grund fur die Parallelitat |

Geraden kénnen auch zu einer Achse parallel sein. Dann ist ihr Richtungsvektor
Vielfaches einer der Basisvektoren

1 0 0
e,=0| e =|1]|, e=|0
0 0 1
x2A
g
Diese Gerade g ist parallel zur x,-Achse:
1 3
g: x=| 5 |+r|0
) 0 > X,

denn ihr Richtungsvektor zeigt
nur in X;-Richtung, ist also ein
Vielfaches des Basisvektors ¢€,.

Die Gerade h ist parallel zur x,-Achse

2 0
h: X=| 6 [+r| 3
-5 0

und K ist parallel zur x; Achse:
2 0
K: X= +r| 0

1
2) (-1
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Gegeben sind P41 und P;.
Gesucht ist der Mittelpunkt
der Strecke P1P> .

Herleitung der Mittelpunkisformel

Flr die Gleichung der Geraden (P4P2) verwende ich P4 als Aufpunkt und
u=PP, =X, - X, als Richtungsvektor. Damit erhalt man diese Gleichung:

JES—

r-PF,
(X, —Xy)
Der Mittelpunkt halbiert die Strecke, also auch den Pfeil PP,

>
xl I

X, +
+

Es gilt: PM=1PP,

Man erhalt also den Ortsvektor des Mittelpunktes M, indem man fir r die Zahl 1
einsetzt:
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Beispiel 104:

Beispiel:  Ein Dreieck ist gegeben durch A(2/1-3), B(5|-3|2). C(4/0|8).

Die Mittelpunkte der Dreiecksseiten sind dann:

2) (5) 7 z
me=3| 1 |+[-3||=4] 2= -1| = Mg(Z-1-2)
3) |2 1) -4

Man kann dies sofort im Kopf rechnen: Man addiert die Koordinaten paarweise und halbiert das
Ergebnis:

Mec (31-315). Mac(31313)

Beispiel 105:

Gegeben sind eine Strecke AB durch A(12|3|—9} und ihren Mittelpunkt
M{E —2/2). Berechne den Endpunkt B der Strecke.

Losung:

Wir verwenden die Mittelpunksformel und stellen sie um. Da die Punkte jetzt Aund B
heillen, passen wir die Formel so an:

m=

%(5+5) — d+b=2m = b=2m-2a
5 (12} (=2
Mit Zahlen: b=2.|2|-| 3 |=|-7| = B(-2|-7]13)
2) |-9) (13
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Teilpunkte einer Strecke.

Gegeben sind Py und P;.
Gesucht ist der Punkt, der
die Strecke P4P2 im
Verhaltnis x @y teilt.

Dies geht im Prinzip genauso wie bei der Berechnung des Mittelpunkts. Dort hatten
wir das Teilverhditnis 1:1, und dies ergab PM=1PP,

Wenn wir jetzt wie in der Abbildung 3:1 nehmen, dann sind es im ganzen 4 Teile
und es gilt PT=2-PP,.

Hatten wir ein Teilverhélitnis von 5:2, dann bendtigten wir 5 der 7 Teile: P, T =3- %

Haben wir ganz allgemein das Teilverhaltnis xy, dann liegen insgesamt x+y Telle
vor, von denen wir x Teile bendtigen. (oder y — je nach Orientierung der Teilung)

Wenn man sich die Formel merken will, mul? man folgendes festhalten:
In der Abbildung sind beim Vektor X, x Teile, beim Vektor X, y Teile.

In der Formel ist dies genau umgekehrt. Dort stehty bei X, und x bei X,.

Doch ich empfehle, sich diese Formel keinesfalls zu merken. Es wird schnell zu viel!
Das entscheidende ist, dalk man die Fahigkeit gewinnt, die Losung ochne Formel zu
finden. Wichtig ist Methodenwissen, nicht Faktenwissen!
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Beispiel 106:

Gegeben sind die Punkte P,(3|-2|5) und P, (9|? 2). DerPunktT
teile AB im Verhalinis 1:2. Berechne seine Koordinaten.

Musterldsung: . — —

Man soll solche Aufgaben nie ohne
eine Skizze lGsen wollen !

Das Verhéltnis 1:2 ergibt 1 Teil vorne, 2 Teile
hinten, also insgesamt 3 Teile, von denen 1 brauchen:

(3 9-3) (3 5
OT=0PR, +1PP, =| -2 |+21[7+2|=|-2|+1]| 9
5 2-5) |5 -3
3} (2) (5)
t=|-2|+| 3 |=|1| = T(5/14)
5. "\_1. 4
Beispiel 107:

Gegeben sind die Punkte A(1|-3|-2), B(-7|-15(6), P(-5/-12[4).

Prufe nach, ob der Punkt P auf der Strecke AB liegt.
In welchem Verhaltnis teilt er sie ?

Losung:

Zunéchst prufen wir nach, ob P auf g=(AB) liegt.
Dazu vergleichen wir den Vektor AP mit AB:

_? |'z 1 |'z _8 |", _5 fz‘] _6
AB=b-a=|-15|-|-3|=| 12 AP=|-12|-|-3|=|-9
6 2 8 4 2 6

Man erkennt, da® AP =2AB ist, d.h. P liegt auf der Strecke AB und teilt die

Strecke AB im Verhéltnis 3:1 (denn er bendtigt 3 der 4 Teile, 1 Teil liegt dann
zwischen P und B.
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Beispiel 108:

Gegeben sind die Punkte A(1]-3|-2), B(-7|-15|6), Q(-9|-18|8).

Prife nach, ob der Punkt Q auf der Strecke AB liegt.

In welchem Verhaltnis teilt er sie ?

Hier wurden dieselben Punkte A und B gewahit, wie in Aufgabe (2). Aber Q ist neu.
Losung:

Zundachst prifen wir nach, ob Q auf g=(AB) liegt.

-7 1 8 [(—9) (1) [-10)
AB=b-a=|-15 tsJ_ 12|  AQ-= 18J -3 |=|-15
6 -2 8 ) -2) {10
Wir haben jetzt AQ =SAB A 3 'Q
Also liegt Q auBerhalb der Strecke AB Ve
Ve
Also ist P gar kein wirklicher Teilpunkt von AB. /

d.h. wir haben auch kein Teilverhaltnis.
o
Bemerkung:
Die Mathematiker nennen einen solchen Punkt verriickterweise einen duBeren Teilpunkt von AB.

Beispiel 109:

Gegeben sind die Punkte A(1|-3|-2), B(-7|-15|6), R(9|-188).

Prufe nach, ob der Punkt R auf der Strecke AB liegt.
In welchem YVerhaltnis teilt er sie 7

Losung:

Nun haben wir nochmals die Strecke AB und einen neuen Punkt R:
Wir Ubernehmen sofort die Geradengleichung flir g = (AB) und setzen ein

(1) (-8 (9 (1) (-8) (8 [-8) r=-1 1
g: X=|-3|+r 12 = -18|=-34r -12| = |15|=r -12| & r=2=3;
l‘_z'J . 8 L 8 A I‘_z L 8 A '\10 L 8 A r=?n—%J

Da es keinen einheitlichen Wert fur r gibt, liegt R nicht auf g, also auch nicht auf AB,

ist also kein Teilpunkt der Strecke AB.
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Ebenen

Erreichbarkeit von Punkten auf einer Ebene

Eine Ebene ist ein zweidimensionaler affiner Raum, d.h. die Vektoren innerhalb der Ebene
beziehen sich auf zwei Basisvektoren U, V . Genau wie bei der Geraden benétigen wir

einen Aufpunkt A, um vom Ursprung erst einmal auf die Ebene zu kommen.
Von dort aus ben(tzen wir das ebenen-interne Koordinatensystem, das durch U, V

installiert wird: In der Abbildung ist
— |5
AP =50+ 2V = {2} also hat P innerhalb dieser Ebene die Koordinaten P [5|2] .

Die Ebene enthalt auch die r-Achse und die s-Achse, ganz analog zu dem was wir in der
Ublichen Zeichenebene als x-Achse und y-Achse kennen.
Vom Aufpunkt A aus hat ein Punkt P der Ebene 2 ,Ebenenkoordinaten® :

P[r|s]. und das heilt, daB AP =rli+sv ist

Nun ist aber die Ebene Teil des Raumes und somit eingebettet in das raumliche, nunmehr
dreidimensionale Koordinatensystem. In ihm hat jeder Punkt und jeder Vektor 3 Koordinaten

und dies wenden wir nun so an:
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Die Berechnung von Punkten geschieht im affinen Raum stets durch die Ortsvektoren
der Punkte. Also kénnen wir nie P berechnen, sondern immer nur X = OP .

Und dies geschieht durch die einfache Vektorsumme: X = OP =0A + AP
Wenn P in der Ebene E mit den Basisvektoren U, Vv liegt, dann kénnen wir diese

Berechnungsvorschrift so schreiben: X = OA + AP =@ +ru + SV

—

X =a+ru+sv

Diese Berechnungsvorschrift fiir Ebenenpunkte nennen wir Ebenengleichung.

Sie enthalt den Ortsvektor eines Aufpunktes (genannt Stitzvektor) und zwei linear
unabhangige (Basis-)Vektoren der Ebene, man nennt sie auch die Richtungsvektoren der
Ebene.

Die ebenen-internen Koorinaten P[S\Z] wurden deshalb in eckige Klammern

gesetzt, um anzudeuten, dal® es nicht die wirklichen Koordinaten sind. Es ist wie in
einer Pension: Die Zimmernummer 52 bedeutet 5. Stock, 2. Zimmer. Aber damit
ist ja Uber lie Lage des Zimmers in der Stral3e nichts gesagt. Wir brauchen noch
weitere Angaben Uber Strae und Hausnummer.

Die tatsachliche Lage liefert uns das raumliche Koordiunatensystem.

Nehmen wir an, der Aufpunkt A unserer Ebene ist A(2|3|-4), und die
Richtungsvektoren der Ebene sind durch diese Koordinaten im Raum festgelegt:

ZB 2
U=|-3| und V=
A 2 / \1,’
dann verandert sich unsere Ebenengleichung so:
2 1) (2]
E: X=| 3 |+r -3|+s|5
—4 2) 1

Tja, und unser Punkt P[5\2} d.h. mit r=5 und s =2 erhalt diese raumlichen
Koordinaten:

2y (1) (2 [ 2+5+4 ) [11)
X=| 3 |+5/-3|+2|5/=|3-15+10 =|-2| = P(11]-2(8).
—4) (2) 1) {(4+10+2) (8

Hier noch eine Abbildung, die ein grau eingefarbtes Ebenenstick im 3-dimensionalen
Achsenkreuz zeigt. Da der Ursprung verdeckt wird, sieht man auch nicht den
Ortsvektor des Punktes A.
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z oder x,

y oder x,

»
X oder x,

Grundaufgaben zur Ebenengleichung

Beispiel 110:
Gegeben sind 3 Punkte einer Ebene E. Stelle die Gleichung der Ebene auf.
Losung:
Gegeben sind: A(4/0(3), B(1/-2(3) und C(5|3|1).
(1) (4) (-3 (5) (4) (1 (B) (1) (4
E:;_z —-lo|=|-21 E=;3 ~|0(=| 3 | BC=|3|-|-2|=| 5
\3)(3) 10 L1 |3 -2

(3) -2 §l
Da AB=k-AC sind diese Vektoren nicht kollinear, d.h. A Bund C
liegen nicht auf einer Geraden sondern bilden ein Dreieck.

Jeder der Punkte A, B oder C kann als Aufpunkt gewéahlt werden.

Und in jedem dieser 3 Falle kann man je zwei der drei Vektoren als
Richtungsvektoren auswéhlen. Das gibt bis jetzt schon 9 Mdglichkeiten
fur die Gleichung von E. Zwei seien angeschrieben:

4y (-3} (1 (5) (3 (4
E: Xx=|0|+r -2|+s| 3 E: x=/3|+r{2|+s| 5
3) L0 -2 \1) (0 -2

In der zweiten Gleichung habe ich auRerdem —AB als Richtungs-
vektor verwendet.

Beispiel 111:

Gegeben ist eine Ebene E durch ihre Gleichung. Berechne die Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen.

Losung:
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Punkte auf der xs-Achse haben die Koordinaten S,(x,|0|0). Fir die Ebene der GA2

folgt damit:

(%) 3y 71 (44 J)ﬁ =3+r+4s (1]
;{] ;=;D +r| 2 |+5 -1 < r—-s=0 (2}}
o) la) (a3 [ | -Fres=—4 (3)]
Schnitt mit der x>-Achse: SQ{D X,|0):
(0 (3) (17 (4) r+4s=-3 (1}]
| Xz | = D;—r 2 +s|-1| & ¢ %=2r—-5 (2);
(o) \4) (=3) (1] [—3r+s=—4 (3)J

Schnitt mit der xa-Achse:  S,(0[0[x,):

(2) + (3) liefert r=4 _Aus (2) folgt dann
s=2r=8. Und damit aus {1); x:=39.
S,(390/0)

3(1)+(2) liefert s = - 1. Aus (1) folgt dann
r=1. Und damit erhélt man aus (2} x2 =3

s,(0]3/0)

(oY (3) (1) (4 [ r+4s=-3 (1}] (1)+ 4(2) liefert r = —1/3 _ Aus (2) folgt
10 |=|0+r 2 |+s|-1| &4 2r-s=0 (2); dann s=2r=-2/3
\x,) 14} (-3) 11 [x3=4—3r+5 (3)J Damit erhalt man aus S, (0[0[4 1)
Beispiel 112:
Gegeben ist eine Ebene E durch ihre Gleichung. Liegt ein gegebener Punkt P in der
Ebene?
1) (4) (-2
E: %= —3J—r 2J—s 1] und P(-12/0)
2 1)
Losung:
1. Lésung: 2. Loésung:

Einsetzen des Ortsvektors von P in die Gleichung der
Ebene E zur Bestimmung seiner [r|s] - Koordinaten

bzgl. u, v.

1 (1Y (4 (-2) [4r—25=—2 {1}]
2= 3|+r2+s| 1| & +s=5  (2);

e { r-s=-2(3)

(2) +(3) ergibt 3r=3 also r=1.

Aus (2) folgtdann s=5-2r=3

Probe in (1): 4 -6 =-2 wahre Aussage.
Also hat P die ebenen-internen Koordinaten
P[1/3] dh. PliegtinE.

P liegt genau dann in E, wenn die Vektoren
u, v und AP komplanar sind:

4 2 -2 4 -2
D=|ﬂﬁm=2 1 5|2 1
1 -1 201 -1

D=-8-10+4+2+20-8=0

Also sind diese Vektoren linear abhangig,
d.h. Pliegtin E.

Diese Rechnung ist kirzer, liefert aber nicht r
oder s.

Die rechte Lésung ist die elegantere, weil hier eine Aussage wie die lineare
Abhéngigkeit dreier Vektoren Uber das Ergebnis entscheidet.
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Beispiel 113:

Gegeben ist eine Ebene E durch ihre Gleichung. Liegt ein gegebener Punkt P in der

Ebene?
1) (4) (-2

E: x= —3]—r 2J—s 1| und Q(3[14)
2 1 -1

Losung:

1. Lésung: 2. Lésung:

Einsetzen des Ortsvektors von Q in die Gleichung der

Untersuchung, ob u, v und .EJ
Ebene E zur Bestimmung seiner [r |s] - Koordinaten

komplanar sind:

bzgl. u, v.
1=—3—r2+51 o =|”“' |=1 A
4 '2 lr =2

(2) +(3) erg|bf 3r= Galsor 2. D=8-8-4-2+16+8=0

Aus (2) folgtdann s=4-2r=0
Probe in (1): 8—0= 2 Falsche Aussage !
Q liegt also nicht in E.

Also sind diese Vektoren linear unabhangig,
d.h. Q liegt nichtin E.

Der Pfell AQ ragt aus der Ebene heraus !

Beispiel 114:

Gegeben sind die Punkte A(6]3|-1), B(-6/19]7), C(14[11]19), D(26|-5/11)

a) Zeige, dalt ABCD ein Parallelogramm ist.

b) Stelle eine Gleichung der Ebene E durch ABCD auf.

c) Gib die Gleichungen der Diagonalen g =(AC) und h=(BD) an

d) Untersuche, wo die folgenden Punkt relativ zum Parallelogramm bzw.
zu den Diagonalen AC und BD liegen:
Z(12[9[14), F(18[1]10), G(13|3|7), H(7[1111), J(23|-1/13),
K(16/13/124). L(42|-17]13).M(10(7|9) . N(2|27|27) Q(-1/17|10)
R(8[12-24)
D, cC

M
A B
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Losung.
) (6 (-12) 14\ (26) (-12) M

a) AB=|19 |- 3]:; 16 |- DC= 11——5]: 16 A B
? _14J !‘ 8 1\191. \11rj LS 8 /l

Da AB=DC liegt ein Parallelogramm vor.
ACHTUNG: Die Eckenbezeichnungen sind jetzt wie lblich angeordnet,
also nicht so wie auf Seite 8.

b) Fur die Gleichung der Ebene wahlen wir u= AB und V=AD als Richtungs-

vektoren:
12 (20 (6) (-12] (20)
i=AB=| 16 |, V=AD=-8| = E: X=| 3 |+r1| 16 |+s5/ -8
. 8 (12 -1) | 8 112)

c) Fir die Gerade g = (AC) qilt s =r, also folgt:

6\ (12) (20 (6 (8)
g: X=|3|+r 16 |+r-8| = X=/ 3 |+r 8
1) (8 ) |12 \-1) {20
Fur die Gerade h = (BD) qilt s=1-r, also folgt:
B (—12) S0 (B (200 (—12\ (20 96y (-3
h: %= 3 |+r 16 |+(1-1)|-8| =| 3 |+|-8|+r| 16 |-r|-8|= X=|-5|+r| 24
-1 Le ) l2) () li2) Le) 2} (1) (4]

d) Die Lage dieser Punkte bestimmen wir dadurch, daf} wir ihre ebenen-internen
[ r|s |- Koordinaten ermitteln.

(1) Lage des Punktes Z: -
(6) (=12} (20 l'—12r+2Us=6 (2)-2(3): ergibt s =3 und
AZ=Tl+5V < | 6 |=r| 16 |+5 8| < | 16r-85=6 aus (2) folgt dann r=3.
(15) (8 ) (12 1 8r+12s=15 Die Probe in (1) stimmt !

Interpretation:
Z[%EJ liegt in der Ebene, weil die Probe stimmt.

Weil r = s ist, liegt Z auf der Diagonalen (AD), weill 0 <r=s <1 ist, liegt Z zwischen
A und D, und weil r + s > 1 ist, sogar oberhalb von BD, also auf MD.
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(2) Lage des Punktes F:

M2 (=12} (20) —12r+205=12l
AF=rli+sV < |-2|=r| 16 |+s|-8| < | 16r-8s5=-2
1) | 8 12) 8r+12s =11 J

Interpretation:

(2)-2(3): ergibt s =2 und
aus (2) folgtdann r=1=.
Die Probe in (1) stimmt I

FHE} hatr+s =1, d.h. F liegt auf der anderen Diagonalen (ED) und wegen

0 <r,s <1 liegt F sogar zwischen B und D.

(3) Lage des Punktes G:

(2)-2(3): ergibt s=2 und
aus (2) folgtdann r =1
Die Probe in (1) stimmt !"!

(7 (-12) (20) (—12r+20s=7)
AG=rli+sV < |0|=r| 16 |+s| 8| < ¢ 16r-8s=0 |
18 . 8 12 | Br+12s=8 |
Interpretation:
G[} %] liegt im Innern des Parallelogramms ABCD und wegen r+s<1 sogar im

Innern des Dreiecks ABD und wegen s > r oherhalb der Diagonalen AC.

(4) Lage des Punktes H:

1Y (=12 (207 l'—12l’+205=1-'
AH=rl+sV < | 8 |=r 16 |+s| 8| & | 16r-85=8
112) L8 ) (12 }_8r+125=12}|

Interpretation:

H[i‘i] liegt im Innern des Parallelogramms ABCD und wegen r+s>1 im Teildreiec

4|2

(2)-2(3): ergibt 5=1% und

aus (2) folgtdann r==.
Die Probe in (1) stimmt M

BDC, wegen s <r unterhalb der Diagonalen AC, alsc im Dreieck BCM.

(5) Lage des Punktes J:
(7Y (=12} [(20) [—12r+205=1?"
Al=ri+sV < | 4 |=r| 16 |+s| 8| © { 16r-85=—4 |>
14 |8 ) l14) 1 8r+125-14 |

A J

Interpretation:

(2)-2(3): ergibt s=1 und
aus (2) folgt dann r=1.
Die Probe in (1) stimmt !

J[$/1] liegt auf dem Rande des Parallelogramms ABCD auf der Strecke CD.

Wer Probleme hat, das zu erkennen, sehe sich die Abbildung auf Seite 8 an. Wenr

man dort von A aus [ u+ Vv abtrédgt kommt man zum Punkt J.

(6) Lage des Punktes K:

(10 (=12} (20) —12r +20s =10
AK=rli+sV < (10 |=r| 16 [+s| 8| < { 16r-8s=10 }
\25) | 8 14 8r+12s=25 |

Interpretation:

(2)-2(3): ergibt s=2 und
aus (2) folgt dann r=2%.
Die Probe in (1) stimmt !!

K[ﬂﬂ liegt auf der Geraden (AC) aber aulterhalb des Parallelogramms, also

aulierhalb der Strecke AC hinter C.
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(7) Lage des Punktes L:

(36) (-12) [20) _”—12r+205=361 (2)-2(3): ergbt s =3 und
AL=rli+sV < | -20 =1 16 |+s —B] & 1 16r-8s=-20 aus (2) folgt dann r=—-1.
V14 Ls ) L14) L&+ﬁ&ﬂ4J Die Probe in (1) stimmt !

Interpretation:

L[% —%] liegt auRerhalb des Parallelogramms in der Ebene, da

r+s=1 ist, liegt L auf der Geraden (BD), aber aul’erhalb der Strecke BD (,links oben®)

(8) Lage des Punktes M ] 1
(4 (-12) (20) —12r+205=4l (2)-2(3): ergibt s = und
AM=ri+sV < | 4 |=r| 16 |+s/ 8| & | 16r-8s=4 aus (2) folgt dann r=1.
\10) L 8 \14) 3f+125=1DJ Die Probe in (1) stimmt "
Interpretation:

M[1[Z] ist der Mittelpunkt des Parallelogramms.

(9) Lage des Punktes N -
(-4} (<12} (20 f—12r+2t]s=—41 (2)-2(3): ergibt =1 und
AN=rl+sV < |24 =1 16 |+5/ 8| = {1 16r-8s=24 %L_Jslgz) Lolgt d?nn_r=12”.l
\28) (8] (14) | 8r+125-28 | ‘¢ Probe in (1) stimmt 12

Interpretation:
N[1|2] ist zwar ein Punkt der Ebene, liegt aber auRerhalb des Parallelogramms.

Er ist das Spiegelbild von B an C.

(10) Lage des Punktes Q (2)2(3): ergibt s =2 und

T\ (-12)  (20) —12r+205=—?1 )
AQ=rii+sV < |14 |=r| 16 l+s 8| e | 16r-8s=14 aD‘.’Sé}LU'Qtd?””t.rzsnl
1) Ls) (14 8r+12s=11 J e Probe in (1) summ 1!

8 4 A

Interpretation:
Q[1}4] liegt auf dem Rand des Parallelogramms, und zwar auf der Strecke BC:

AQ=u+1V=AB+1BC

11 Lage des Punktes 5
(1) J (2)-2(3): ergibt s=-2 und

F 2% (—12) (20} —12r+20s =2 aus (2) folgt dann r =1
AR=rli+sV < | 18 |=r| 16 |+5/-8| = 16r—85=18|> Die Probe in (1) stimmt
\-23) | 8 114 ) Br+125=—23J| nicht, also liegt R nicht in E'!

Interpretation
Das vielleicht wichtigste Beispiell! Man wird nachlassig, wenn die Probe immer
stimmt und &Rt sich weg. Und gerade dann liefert sie eine falsche Aussage, d.h. der
Punkt R liegt nicht einmal in der Ebene, denn der Vektor AR 14Rt sich gar nicht als
Linearkombination von u und v darstellen H1I11,,.]
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Umrechnung: Koordinatengleichung in die Parametergleichung
Parametermethode
Beispiel 115:
Gegeben ist folgende Ebene in Koordinatengleichung:
X, —5%, +2x, =24
Formen Sie diese Ebene in die Parameterform um.
Losung:

a) Wahle x,=r=R und x,=s<R, dannfolgt x,=24+5r-2s.
Allgemeiner Lésungsvektor:

/x1' (24 +5r—2s (24 5y (-2
X=|%|= r = E: x=!0|+r/1]|+s 0
\x-'!-. 5 . 0 4 D/’ \ 1 s

Wir erhalten somit den Aufpunkt A, (24|U|D) und zwei Richtungsvektoren

i f_z
0,1} ¥,={0
\.Dz' \1}

Nun hat man auch andere Wahlméglichkeiten, etwa diese:

b) Wahle x,=reR und x,=seR, dann folgt:
2%, =24 - X, +5%, = X;=12-3x,+3%X,=12-Jr-3s.

Eingesetzt ergibt das diesen allgemeinen Losungsvektor:

E? r 3 [0y (1} (0
X=X, |= s = E: X=|0 |+r[0|+s 1|
%z 1 12-4r+3s) 12 13 13

Dieselbe Ebene wird nun mit dem Aufpunkt A,(0|0[12) und diesen

Richtungsvektoren dargestellt:
i .1\,

0

/D'
1

1 5
WIS W3

Man kann die Briche in den Richtungsvektoren umgehen, indem man eine
geschicktere Wahl trifft. Wenn man nach x; auflésen will, sieht man daf? der Term
2X3 = 24 — x4 + Bx,> die Division durch 2 erfordert, und man sieht auch, daf dies bei
den Koeffizienten =1 uns 5 zu Briichen fihren muf. Daher wéhlt man zum Beispiel:

U, = Wy =

]

Wahle x,=2reR und x,=2seR, dann folgt:
2%, =24 -X,+5%, = X;=12-1x,+3X,=12-r+5s.
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Eingesetzt ergibt das diesen allgemeinen Losungsvektor:

(%, ) r [0V [2) (0)
X=|%, |= 25 ;Z)E: >_<=;D;—r 0 +S;2;'
\ %) (12-r+5s) 12) 1) 15}

Jetzt haben sich dabei einfach die Richtungsvektoren verdoppelt. Damit éndert sich
ja nicht deren Richtung, und die Lange spielt keine Rolle !

Beispiel 116:
Gegeben ist folgende Ebene in Koordinatengleichung:
4%, + 5%, —6x; =2
Formen Sie diese Ebne in die Parameterform um.
Losung:

1. Méglichkeit:

Auflésen nach Xy : 4x,=2-5X,+6X, = X, =1-2X,+3X,
Wahle daher x,=4r, reR und x,=2s, seR, = x,=1-5r+3s
Allgemeiner Losungsvektor:

(1-6r+3s) (3y (-5 (3
X = 4r | = E: :_-{=;[I +r;4 +s;D
25 ) o) Lo/} |2

2. Méglichkelt:

-- . _ _ 2 4 i}
Auflosen nach x2: 95X, =2-4X,+6X; = Xy =£—cX;+2X,
Waéhle daher x,=5r, reR und x,=5s seR, = X,=2-4r+6s

Aligemeiner Losungsvektor:

5 ) [0y (5 [0
X=|3-4r+6s| = E: X=|Z|+r|4|+s/6
55 ) o) (o) \5)

3. Méglichkeit:

Aufldsen nach X3 : BX; =-2+4X,+5%X;, = Xy =—a+3X;+2X,
Wéhle daher x,=3r, reR und X,=6s, seR, = X,=-1+2r+5s
Allgemeiner Lésungsvektor:

Ir ) (0 (3} (0)
¥ = Bs = E: x=|0 +r;D +s;6;
| —3+2r+ 55 ) ~._?1I,' 12 15)
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Parametergleichung in die Koordinatengleichung (Eliminationsmethode)

Umrechnung
Beispiel 117:

Gegeben Sei eine Ebene durch

20 3
+r 5 |+s] -1

k_1/' 1 A

."_.1'
2
4.

¥ =

5,

Stellen Sie die Koordinatengleichung auf.
Losung:
Diese Vektorgleichung besteht aus drei Koordinatengleichungen:
X, ==1+2r+3s (1)
X,=2+5r-s (2)
Xy=4-r1+85 (3)

Rechenweg: Wir berechnen r und s aus (2) und (3) und setzen die
Ergebnisse dann in (1) ein. So bleiben nur xi, X2, X3
ibrig:

(2) + (3): o+ Xy =68+4r = 4r=%,+X;-6 = r=1X,+1X,—3

Eingesetztin (2): x,=2+5(1x,+1X;-3)-s

ergibt X, =2+ 32X, +2X; -5 -5

s=-+Ix, +3x,
rund s in (1) eingesetzt:

Xp=—1+2(3%X, +3%X; —3)+3(-F + 3%, + §X3)
Xy ==1+2X,+ 2%, -3 -F+3x, + X,
X, =—+5x,+1Ix, |4
4%, =-82+5%, +17x,

4X,—5X, — 17X, =82

Dies ist die gesuchte ,Koordinatengleichung” unserer Ebene E.
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Beispiel 118:

Gegeben Sei eine Ebene durch

(7Y (31 (1)
Xx=| 3 +r| -2 |+s 0
| -2 1) 12

Stellen Sie die Koordinatengleichung auf.
Losung:
Umwandlung in Koordinatenform:

[x1=7+3r—s (1)

X, =3+2r (2)
lxs =-2+r+2s (3)

Aus (2) folgt sofort: 2r=X%X,-3 = =

X =3

[

Setzen wir dies in (1) ein, folgt:
X =7+3(1x,-3)-s = x,=7+3x,-2-s 2> s=5—x,+3x,

rund s in (3): Xy =—2+(1%, —3)+2(5-% +3x%,)

-
£
Il

2+ 31X, —3+5-2X%,+3X,

X, +X% =2 |2

E: 4x,—-7x,+2x,=3
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Die Achsenabschnittsform
Die Koordinatengleichung einer Ebene hat gegeniiber der Parameterform viele Vor-
teile. Einer soll hier gezeigt werden.
1. Losung:
Wissen: Die Punkte auf den Koordinatenachsen habe zwei Koordinaten 0.
Punkte auf der x, —Achse haben diese Koordinaten: P,(x,|0|0)
Punkte auf der x; —Achse haben diese Koordinaten: P,(0|x,|0)
Punkte auf der x3 —Achse haben diese Koordinaten: P,(0[0|x,).

Schnittpunkt mit der x4-Achse:  Wir setzen %2 = x3 =0 in E ein und erhalten:
6X,=24 = X, =4 = F‘,(4|D|U)

Schnittpunkt mit der x,-Achse:  Wir setzen x; = x3 =0 in E ein und erhalten:
4x,=24 = X, =6 = P1(D|6|D]

Schnittpunkt mit der x3-Achse:  Wir setzen x4 = x2 =0 in E ein und erhalten:
3x;=24 = x,=8 = P,(0/0/8).

2. Losung: Wir dividieren die Ebenengleichung durch 24, so dal rechts 1 steht:
BX,+4x,+3x, =24 |:24

ﬁ+ﬁ+ﬁ:1
4 6 8

Wenn wir jetzt die Nenner ansehen, dann entdecken wir dort genau die Koordinaten
der Schnittstellen: Die x4-Achse wird bei 4 geschnitten, die xz-Achse bei 6, und die
Xa-Achse bei 8.

Definition 77:

Die Achsenabschnittsform der Ebenengleichung:
aX,+a,X; +azX; =cC |:u: (falls c = 0)

a da d
c c

Oder weiter umgeformt: s B S W
d d, d,

Die Achsenabschnittspunkte sind dann

c c c

P|d,=—|0|0|, P,|0|d,=—|0]|, P;|0/|0|ldy=—

1[1a1||] 2[|2a2|] 3[||sa]

3
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Beispiel 119:
Berechne die Schnittpunkte der Ebene E: 4x + 8z = 16 mit den Koordinatenachsen.
Losung:

Losung: Jetzt habe ich die Variablen einmal mit X, y und 2 bezeichnet.

Allerdings fehlt y, besser gesagt: der Koeffizient vony ist 0 !ll
Division durch 16 liefert die Achsenabschnittsform:

4% +8z2=16 k15
X z

—+—=1
4 2

Die Ebene E schneidet also die x-Achse in F'1(4|D 0), die z-Achse in P, (D|D 2)
und sie ist parallel zur y-Achse! (Man sollte dies kiinftig gleich erkennen !)

Ein Normalenvektor

Ohne Angabe von Beweisen (das kommt viel spater), soll noch eine wichtige
Eigenschaft der Koordinatengleichung der Ebene angegeben werden.

Beispiel: Der Ebene E: 6X, +4X, + 3X; =24 entnehmen wir links die drei
6
Koeffizienten und bilden einen Vektor daraus: n=| 4
3

A

Er hat die unglaubliche Eigenschaft, dal er senkrecht zur Ebene
steht. Damit heil3t er Normalenvektor zu E. Ubrigens sind dann
auch alle seine Vielfachen Normalenvektoren.

Mit diesen Normalenvektoren kénnen wir spéater ganz viel berechnen.

Hier wollen wir damit nur eine kleine Anwendung starten:
Wir kénnen jetzt spontan von jedem Punkt aus die Lotgerade zu E aufstellen.

Beispiel 120:
Welche Gleichung hat das Lot von C(3|-1|2) auf die Ebene
E: x+2y -z=4 ?

Losung:

e 1 &Y
2

1)

Wir verwenden den Normalenvektor n= von E als

Richtungsvektor der Lotgeraden L:
i 3 A i 1 A

L: x=|-1|+r

-1

J \ J
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Schneiden von Geraden und Ebenen

Wir kbnnen nun eine Ebene sowohl! in Parameterform, wie auch in Normalenform
verwenden und diese Ebene mit einer Geraden schneiden. Dabei kann dreierlei
passieren: Es kann genau einen Schnittpunkt geben, die Gerade kann echt parallel
zur Ebene verlaufen, dann ist die Schnittmenge leer, oder die Gerade kann ganz in
der Ebene liegen (was ein Sonderfall zur Parallelitét ist). Wir werden alle Félle mit
beiden Ebenengleichungen durchrechnen. Dazu verwenden wir eine Ebene in
beiden Gleichungsformen:

N
1 1

Of+r
\1 A _1'

2

und E: 3X,-9X,+X,=4

E: x= +5s

\

Gerade und Ebene schneiden sich in einem Punkt

Die Gerade g habe diese Gleichung:

5% (1)
X=0 |+t 2
-3 5

!

Gleichsetzungs- und Einsetzungsverfahren

E in Parameterform: E in Koordinatenform:
1y 1y (23
E: X=|0|+r|1|+s| 1 E: 3x,-9%x,+%,=4
b1 2] 1=
.Gleichsetzen von E und g*“: zEinsetzen von g in E™:
‘N (1) (21 (5] (-1 o /
0|+ 1]+s| 1|= 0 |+1] 2 sy [y
1) L) =) L) (s S Ll i
x;) -3 15

{ r+2s+t=4 (1)1 \

r+s-2t=0 (2 ) ) o _
1_2r—5—5t=—4 {3}J 3(5-1)-5(2t)+(-3+5t)=4

Mun kann man dieses System durch Elimination 13sen 15-2t-10t-3+5t=4
(Gaulk-Verfahren) oder mit Determinanten wie hier: 12-8t=4
Nennerdeterminante: t=1
1T 2 11 2
D={1 1 2|1 1=._.=-8 Eingesetzt in die Geradengleichung:
2 -1 -5(2 —1 S
Weil diese Determinante ungleich 0 ist, gibt es eine B 51 (-1 (4}
eindeutige Losung. Es geniigt jetzt die Berechnung Rg=] 0 |+1 2 =1 2| = S5(42]2)
der Variablen t, um den Schnittpunkt aus der 3] L8) 12]
Geradengleichung errechnen zu kénnen !!! . o
1 2 411 2
D=1 1 0|1 1=_=-8
2 -1 4z Wenn die Koordinatengleichung
Nach der Cramerschen Regel folgt: t=E=1 einer Ebene vorliegt, gelingt
o o D damit die Schnittrechnung am
In g (2 (-1 4] schnellsten
9z =0 |+1|2]|=|2]| = s(422)
-3/ 15) |2
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Gerade und Ebene sind echt parallel

Die Gerade g habe diese Gleichung:

5 3
X=| 0 |+t 2
3] (1

E in Parameterform:

1 (20

E: ¥x=0|+r[1 1

1) l2) -

«Gleichsetzen von E und g*:
f 1'. !.-1-. !.- 2-. !.- g S .-3-.

‘ﬂ—r1+s1‘= 0|+t 2

A2l =) =) L

+5

|’r— 25-3t=4 (1))
fr+s—2t=0 (2!
|~2r—5—t=—4 (3)}

Num kann man dieses Systemn durch Elimination 19sen
{Gaul-Verfahren) oder mit Determinanten wie hies:
Nennerdetermmante:

1 2 3|11 2
D=1 1 =21 1=..=0
2 -1 1|2

Weil dizze Determinants gleich 0 ist. gibt ez keine
endeutige Losung. Die in der Determinante
stehenden Vektoren sind nun komplanar, d.h.
E und g sind paraliel.

Hum mull rur gekldrt werden, ob g echt parallel zu E ist,
oderob g in E Begt. Dazu Oberprifen wir, ob der

hufpunkt B{5|0|- 3 )in E lisgt.

Dies kann man umsandlich mit der Punkiprobe machen,
oder man pritt nach, ob 0, v und AB komglanar
zing:
1 2 4(1 2
D=|ﬂiﬁ|=1 1 01 1=
2 -1 -4 2 1
Weil dieze Determinante ungleich 0 ist, sind die

-B

Yektoren U, ¥ und AB nicht komplanar,
also liegt g nicht in E.

E in Koordinatenform:
E: 3x,-5X,+X,=4

-Einsetzen von g in E*:

(x7 (5] (3
E=|n, = 0 [+t 2
ix) |3 1,

3(5+31)-5(21)+(-3+1)=4
1549t-10t-3+t=4
12=4

Dieser Widerspruch besagt, dal es
keinen Wert fur t gibt, d.h. gund E
besitzen keine gemeinsamen Punkte.
Mit anderen Worten:

g ist echt parallel zu E !
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Die Gerade ist Teil der Ebene

Die Gerade g habe diese Gleichung:
2 3
X=1]+t 2
3 1

E in Parameterform:

1 (20
E: x=0]|+r|1|+s| 1
1) 2 1
~leichsetzen von E und g*:
(1 (2 (21 (3
O+r|1|+s 1‘=1—t2
1) l2f (=) 3] 14

|’r+23—3t=1 1y
r+s-2t=-1 (2)
|\ Zr-s—-t=2 (3}

Num kann man digses System durch Elimination [Gzen

{Gaulk-Verfahren) cder mit Determinanten wie hier:
Wennerdeterminante:

1 2 =31 2
=1 1 =21 1=_.=0
2 -1 112 -1

Wei dizee Determinants ungleich 0 ist, gibt es keine
eindeutige Lécung. Die in der Determinante
stehenden Yektoren sind nun komplanar, d.h.

E und g sind parallel.

HWum mul nur gekldrt werden, ob g echt parzllel zu E ist,
oderob g in E Begt. Dazu dberprifen wir, ob der

Aufpunkt B(21)3 ) in E liegt

Dies kann man umstandich mit dzr Punkiprobe machen,
oder man prift nach, ob U, v wnd AB komglanar
sing:
1 2 112
D=|Gﬁﬁ|=1 111 1=0
2 -1 212 -

Weil diese Determinante 0 ist, sind die Yektoren

u, v und AB komplanar, d.h. B und somit
g liegen in E.

E in Koordinatenform:
E: 3%, -5%,+X, =4

-Einsetzen von g in E*:

(%) 2y (3}
A= x, = 1[4t 2‘
Lmg } 43 11

3(2+3t)-5(1+2t)+(3+1)=4
6+91-5-10t+3+1=4
4=4

Diese Gleichung ist allgemeingultig,
also fir jedes t=R erfllit. Dies

besagt, dai jeder Punkt von g auch in
E liegt.

Mit anderen Worten:

g ist Teilmenge von E !
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Es gibt eine reduzierte Fragestellung, in der es nicht darum geht, einen
vorhandenen Schnittpunkt zu berechnen, sondern lediglich zu
Uberpriifen, welche Lage eine Gerade und eine Ebene zueinander
haben.

Liegt die Ebene in der Koordinatenform vor, dann kénnen wir derzeit nichts anderes
tun, als so zu rechnen, wie es zuvor dargestellt worden ist.

Liegt aber die Ebene in der Parameterform vor, dann kdnnen wir vor allem mit
Determinanten schnelle Entscheidungen treffen. Hier die Ubersicht dazu:

Dazu mussen wir die Bezeichnungen festlegen. Es sei

E: X=a+ru+sv und g: X=b+tw

Dann gilt:

Berechne die Determinante
D=[0 v W|

g und E schneiden
sich in 5.

G ist parallel zu E

g ist echt

g liegtin E parallel zu E
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Lage von zwei Ebenen
Beide Ebenen in Koordinatenform (mit Schnittgerade)
Eliminationsverfahren, wenn beide in Koordinatenform vorliegen.

Beispiel 121:

Gegebensind E,: 3x,-5%,+X,=4 und E,: 2X,+3X,+X,=16.

Die Schnittgerade besteht aus allen Punkten, die in beiden Ebenen liegen. Sie ist
also die Lésungsmenge des aus beiden Gleichungen bestehenden Systems.

2%, + 3%, + X, =16 (2)

Durch Subtraktikon kann man X3 eliminieren:
(1)=(2): X, —8x, =-12

Nun haben wir eine Gleichung mit 2 Unbekannten, und somit kdnnen wir flr eine
dieser beiden eine beliebige Zahl frei wahlen:

Waéhle X, =r, reR = x,=8r-12
In (1): Xy =4-3x,+5x, =4 -3(8r-12)+5r=40-19r

Allgemeiner Lésungsvektor:

x,) [ 8r—12 —12) [ 8 )
X=|X,|= r = X=| 0 [+r] 1
Xs ) 140-19r 40 \-19

Und dies ist die Gleichung der Schnittgeraden.

Man verwendet auch gerne die mengentheoretische Schreibweise: E,~E, =g.
(das heil’t: g ist die Schnittmenge der beiden Ebenen E, und E; ).

Ohne Beweis sei angegeben, wie man eine Probe machen kann:

Setzt man den Aufpunkt der Geraden in die linke Seite der beiden Ebenen-
gleichungen ein, muf sich die rechte Seite ergeben. Setzt man aber die
Koordinaten des Richtungsvektors ein, muf? immer 0 heraus Kommen!
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Beide Ebenen in Koordinatenform (echt parallele Ebenen)

Beispiel 122:

Gegebensind E,: 3x,-5X,+x,=4 und E,: —-3X,+5X,-%,=12

(3 -3
Normalenvektor von E1: n,=| -5| NormalenvektorvonEz: n,=| 5
1 -1
\

Weil n, ein Vielfaches von n, ist, sind diese Richtungsvektoren kollinear. Die
Ebenen haben also gemeinsame Lotgeraden, also sind sie parallel.

Nun kénnte der Sonderfall eintreten, dal} sie sogar identisch sind. Dazu betrachten
wir das aus beiden Ebenengleichungen gebildete Gleichungssystem:

3%, —5%,+X%, =4 (1)

Es gibt zwei Mdglichkeiten, wie man weiter machen kann.
1. Man multipliziert die zweite Gleichung mit (-1), so daf die linken Seiten
Ubereinstimmen:
3X, — 9%, + X, =12 (4)
Dann aber stimmen sie rechts nicht mehr Uberein, also sind es verschiedene
Ebenen |

2. Man addiert: (1) + (2) ergibt 0=16.
Dieser Widerspruch zeigt, dalk das system keine Losungen hat.
Mit anderen Worten:
Weil beide Ebenen keine gemeinsamen Punkte haben sind sie parallel.

Beide Ebenen in Koordinatenform (identische Ebenen)

Beispiel 123:
Gegebensind E,: 6x+4y-22=6 und E,: 9x+6y-3z=9

Nun mul man erkennen, daR die zweite Gleichung das £ - fache der ersten ist.

Daher liegt gar keine neue Bedingung vor, also sind die Losungsmengen, also die
Punkte identisch !

Oder: Man dividiert die erste Gleichung durch 2 und die zweite durch 3. Dann liegt
dieselbe Gleichung vor. Also sind die Ebenen identisch.

195-459



Beide Ebenen in verschiedenen Formen (mit Schnittgerade)
Einsetzungsverfahren wenn beide in unterschiedlichen Formen vorliegen.

Beispiel 124:

1 1 2
Gegebensei Ei: X=|0|+r[1|+s| 1| und E,: 2X,+3X,+X,=16
1 2 -1

Nun solite man sich daran ennnern, dall die Parametergleichung eine Berechnungs-Vorschnft fir die Ortsvektoren der
Ebenenpunkte ist. Und ausfihrich geschrieben sind dies ja sogar drei Gleichungen fiir die einzelnen Koordinaten:

1 1 2 X,=1+r+2s (1)
X=|0|+r|1|+s8| 1| & 4x,= r+ s (2)
1) 2] |- X;=1+2r—s (3)

Jede dieser Gleichungen setzt man nun in die Koordinatengleichung ein:

2(1+r+2s)+3(r+s)+(1+2r-s)=16

2+2r+4s+3r+3s+1+2r—-s=16
r+6s=13
s=—fr+¥ ()

\/

v WAN

. 4

Die linke Abbildung zeigt die Gerade mit der Gleichung y = —% % +42 im (blichen ebenen
Koordinatensystem. Die rechte Abbildung zeigt eine Ebene mir einem Aufpunkt und den zwei
Basisvektoren U und Vv, die damit ebenen-intern das r-s-Koordinatensystem erzeugen

Und in dieses System wurde die Gerade mit der Gleichung s = —Zr + eingezeichnet

Bezogen auf unsere Aufgabe heillt dies: Die gezeichnete Ebene konnte Eq sein, und die
eingezeichnete Gerade ist dann die Schnitigerade.

Setzen wir ihre Gleichung (*) in E1 ein, erhalten wir die Ubliche Parameterform der
Schnittgeraden:

1 (1 2 142) (1o
R=|0|+r| 1|+(-Fr+2) 1| dh X=| £ |4r|1-1
1) |2 1 1-8) |2+1

18 _8

3 3

9: X=| § |+r|—%

19

@l

Da sich an der Gerade nichts &ndert, wenn man ihren Richtungsvektor durch ein
Vielfaches ersetzt, tun wir das und wahlen als neuen Richtungsvektor das (-6 )fache:

) (8
g: x= B |+r| 1
-1) \-19

Ich habe nun eine kleine Uberraschung parat: Dies waren genau die beiden Ebenen
aus (1a), nur eben E4 in Parameterform. Daher mufte sich dieselbe Schnittgerade
ergeben. Dal deren Gleichung anders aussieht, ist normal. Wir haben eben einen
anderen Aufpunkt flr die Gerade.
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Beide Ebenen in verschiedenen Formen (echt parallele Ebenen)

Beispiel 125:

1 1 2
Gegeben: E,: x=|0|+r{1|+s 1| und E,: —3x,+5x,—x, =12
1) 12} =1
Einsetzungsverfahren:  —3(1+r+2s)+5(r+s)—-(1+2r-s)=12
—3-3r-6s+9r+95s-1-2r+s=12
—4=12

Diese Widerspruch besagt, dal die beiden Ebenen keine gemeinsamen Punkte
haben, also sind sie echt parallel.

Beide Ebenen in verschiedenen Formen (identische Ebenen)

Beispiel 126:
1 1 2
Gegebensind E,: X=[0|+r|1|+s| 1| und E,: 3x,-5x,+X%X,=4
1 2 -1
Einsetzungsverfahren: 3(1+r+2s)-5(r+s)+(1+2r-s)=4
3+3r+6s-5r-5s+1+2r-s=4

4=4

Diese Gleichung ist fur jedes r und s erfillt, d.h. alle Punkte aus E4 erflillen
auch die Gleichung von E; . Somit sind E4 und E; identisch !
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Beide Ebenen in Parameterform (mit Schnittgerade)

Beispiel 127:
4 0 -2 -2 0 2
E,: X=| 0 |+r[-1|+s| O |, E,: X=| 3 |+a| 0 |+b] -1
-3 o 3 o) (-1 (3

Da die gemeinsamen Punkte auf beiden Ebeneb liegen, gilt fiir sie auch jede der
beiden Gleichungen. Daher darf man flr sie gleichsetzen:

4 0 -2y (=2 ‘0 2
O |+r|-1|+s| 0 |=| 3 |+a] 0 |+b| -1
-3 0 3 0 -1 3

Dies sind nun 3 Gleichungen mit 4 Variablen:

4-2s=-2+2b (1)
r =3-b (2)
_3+3s=-a+3b (3)

Nun mulz man sich ganz tUber Ziel und Methode klar werden. Wir brauchen flr eine
der beiden Ebenen eine ebenen-interne Geradengleichung, also etwa eine
Gleichung mit r und s oder eine mit a und b. Damit kbnnen wir dann aus der
entsprechenden Ebene die vektorielle Geradengleichung berechnen.

Zur Methodik. Wir haben eine Unbekannte mehr als Gleichungen. Also diirfen wir
eine VVariable frei wéhlen.

Da b in allen drei Gleichungen vorkommt, wahle ich b =t

Aus (1) folgtdann 4-2s=-2+2t = 2s=6-2t = s=3-t (4)
Und aus (2) folgt: +=3-t=r=t-3 (5)

Wir addieren (4)+(5): s+r=0 = s=-r
Dies ist die Gleichung der Schnittgeraden in E; !

Mun ersetzen wir s in E1 und erhalten fur diese Gerade diese Vektorgleichung:

4 0 (-2 4 2
g: X=| 0 |+r|=1|=r] O |[=| O |+r] -1
-3 0 3 -3 -3

Man ahnt, dal} diese Rechnung bei komplizierteren Vektoren in E1 und E; deutlich
untbersichtlicher werden kann, wie das nachste Beispiel zeigt.

Bemerkung: Wir haben Gleichung (3) nicht mehr verwendet, weil sie das Ergebnis
flr a gebracht hatte, was aber nicht mehr bendtigt worden ist.
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Beispiel 128:

1 1) —1) 2 2 [0
Gegeben sind die Ebenen E,: x=|2|+r|0|+s| 1|; E,: X=| 0 |+a 1 |+b| 1
1 2 2 -1 -1 1

Wir wollen nun zunéchst die modifizierte Aufgabe l6sen: Uberprife, ob sich die
Ebenen schneiden.

Jetzt ist also nur nach der Lage gefragt.

1
_ Vo
Viw : R
2 = U,

Diese Abbildung soll zwel parallele Ebenen mit ihren Richtungsvektoren zeigen.
Wenn Sie parallel sind, dann gibt es in der jeweils anderen Ebene auch Pfeile der
anderen Richtungsvektoren. So ist unten in E; gezeigt, dall man dort auch die

Pfeile der Richtungsvektoren U, und v, von E; findet.

Umgekehrt: Wenn diese vier Vektoren kollinear sind, dann sind die Ebenen parallel.

Dies ergibt eine gute Mdglichkeit, mit Determinanten die Lage zweier Ebenen zu
kontrollieren. Wir brauchen aber leider 2 Determinanten fur 4 Vektoren:

Wenn |t, V, 0,|=0 ist und wenn auch noch [d, v, V,|=0 ist,
dann sind E; und E, parallel (und vielleicht sogar identisch).

Ist aber schon eine dieser beiden Determinanten ungleich Null, dann
sind diese vier Vektoren nicht komplanar und die Ebenen besitzen
eine Schnittgerade.

Sehen wir uns also unser Beispiel an:

1 -1 2|1 -1
U, V, Uy|=0 1 1]{0 1=-1-2-4-2=0
2 2 1|22

Also sind wir sicher, daf sich diese Ebenen schneiden |
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Schnittgleichung: g=E,nE,:

(1 1 -1 2 (2 0
2|+r|0|+s| 1 |=|0 |+a] 1 |[+h|1
1 2 2 -1 -1 1

Dies sind nun 3 Gleichungen mit 4 Variablen:

1+ r—-s=2+2a (1)
2 +s= a+b (2)
1+2r+2s=-1-a+b (3)

Nun mulz man sich wieder (iber das weitere Vorgehen klar werden. Wir brauchen fiir
eine der beiden Ebenen eine ebenen-interne Geradengleichung, also etwa eine
Gleichung mit r und s oder eine mit a und b. Damit kbnnen wir dann aus der
entsprechenden Ebene die vektorielle Geradengleichung berechnen.

Da in (1) bereits b fehlt, eliminieren wir b auch noch aus (2) und (3) durch
Subtraktion. Dann haben wir 2 Gleichungen, die nur noch r, s und a enthalten. Durch
Elimination von a erhalten wir die r-s-Geradengleichung, die wir dann in E, einsetzen.

Also nun: (2)=(3): 1-2r-s=1+2a (4)
Hier also das System mirr, s und a:

1+ r- s=2+2a (1)
1-2r—-s=1+2a (4)

Jetzt spielt der Zufall eine wichtige Rolle: Durch (1) — (4) eliminieren wir a und
erhalten die r-s-Geradengleichung:

r=1=r=1

Dabei ist nun aber (und dies war der Zufall) auch s weggefallen.

Im gelaufigen x-y-Koordinatensystem héatten wir jetzt die Gerade mit der Gleichung
x=1
Und wliten dann, daf diese Gerade parallel zur y-Achse ist.

Diese Analogie-Vorstellung brauchen wir jetzt um zu wissen, dal3 r =1 in der

Ebene E; ebenso eine Gerade ist, die dort aber parallel zur s-Achse ist, also parallel
zum Richtungsvektor v,. Wir setzten dies nun in E; ein und erhalten die
vektorielle Form der Geradengleichung:

1 1 -1 r’%“\ F—1
X=|2|+30[+s| 1| = g: X=[2|+s| 1
1 2 2 % 2

Und wie vorhergesagt ist v, auch der Richtungsvektor der Schnittgeraden !
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Beide Ebenen in Parameterform (echt parallel)

Beispiel 129:
(1) 1 2 4) 3) 4)
Gegeben sind E,: x=|3|+r| 0 |+s| 1| E,: x=|4|+a|1|+b| 3
0 —1 1 1 0 5
Losung:

Untersuche die Lage der Ebenen E; und E- .

Es wird dringend davor abgeraten, den Versuch zu unternehmen, ,die Ebenen gleich
zZu setzen® (wie Schuler gerne unkorrekt formulieren). Der Versuch, eine
Schnittgerade zu berechnen, warim Fall 1b, in dem beide Geraden in Koordinaten-
form vorlagen, und auch im Fall 2b, in dem die Ebenengleichungen verschiedenartig
waren, ein guter Weg. Wir erhielten damals einen Widerspruch und folgerten daraus,
dall es keine gemeinsamen Punkte gibt.

Wenn wir hier gleich setzen, erhalten wir 3 Gleichungen mit den 4 Parameternr, s, a
und b. Dies ist unibersichtlich und birgt Gefahren. Wer die Determinantenrechnung
beherrscht und die Uberlegung von Seite 8 im Kopf hat, der kommt schnell zu einem
Ergebnis. Sehen wir uns diesen Weg ausfihrlich an:

1. Determinante: Wir {berpriifen, ob der Richtungsvektor u, von E; zu den
Richtungsvektoren U, und Vv, von E; komplanar ist:

1 2 3|1 2
11 0[-11

Dies ist offenbar der Fall. Die Ebenen kénnten also parallel sein.

2. Determinante: Wir Gberpriifen, ob der Richtungsvektor v, von E» zuden
Richtungsvektoren u, und Vv, von Ei komplanar ist:

1 2 41 2
D,=[U; V, V,]=|0 1 3|0 1=5-6+4-3=0
-1 1 5[-11

Dies ist auch der Fall.

Nun ist sicher, dalt (wie in der Abbildung auf Seite 8) alle vier Richtungsvektoren
komplanar sind. Ergebnis: E; und E; sind parallel.

Nun ist es denkbar, dalt dann die Ebenen sogar identisch sind. Dazu mufz man nun
Uberprifen, ob der Aufpunkt B von E; in der Ebene E; liegt. Dazu priufen wir nach, ob

der Vektor AB auch nochzu U, und ¥, von E; komplanar ist:

1 2 4|12
D,=i, V, AB|=[0 1 1[0 1=1-2+4-1=2+0 Alsogilt E, #E,.
11 111
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Beide Ebenen in Parameterform (und sogar identisch)

Beispiel 130:
(1) (1 2 3) (3) (4)
Gegebensind E,;: x=|3|+r| 0 [+s 1| E,: x=|4|+a| 1 +b|3
0 -1 1 1 0 5
Losung:

Untersuche die Lage der Ebenen E4 und E> .

Jetzt kdnnen wir es kurz machen. Dieses Beispiel unterscheidet sich gegentber

dem von Seite 10 nur durch eine einzige Zahl im Stutzvektor der Ebene E, . Die hat
also einen neuen Aufpunkt bekommen.

Weil die Richtungsvektoren unverandert geblieben sind, haben wir also folgende
Ergebnisse:

1 2 3|12

D, =[G, ¥, G]={0 1 1|0 1=-2+3-1=0
-1 1 0[-11
1 2 4|12

D,=[0, ¥, V,]=|0 1 3|0 1=5-6+4-3=0
-1 1 5[-11

Also liegen parallele Ebenen vor.

1 2 2|12
D3=|ﬁ1 v, ﬁ‘: 0 1 1|0 1=1-2+2-1=0
11 1)1

Also liegt B in E4 und die Ebenen sind sogar identisch !
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Ubersicht

1. Fall:

Sind beide Ebenen in Koordinatenform gegeben, berechnet man den
allgermeinen Lésungsvektor des Gleichungssystems.

(1}  Wenn er existiert, stellt er die Gleichung der Schnittgeraden dar.

(2}  Wenn sich emn Widerspruch ergibt, dann sind die Ebenen echt parallel.
(3}  Wenn sich emne allgemeingoltige Aussage ergibt, folgt E, = E..

2. Fall:

Eine Ebene ist in Koordinatenform, die andere in Parameterform gegeben.
Cann setzt man die drei Koondnatengleichungen aus der Parameterformn in die
Koordinatengleichung der ersten Ebene ein
(1}  Wenn sich emne r-s-Geradengleichung engint, setzt man diese in die
Parameter-Ebenangleichung en und erhalt die vektorielle Geraden
Gleichung.
Wenn sich en Widerspruch ergibt. dann sind die Ebenen echt parallel.
Wenn sich eine allgemeingultige Aussage ergibt, folgt E. = E..

3. Fall:

Sind beide Ebenen in Parameterform gegeben, empfiehit es sich, eine davon
in Farameterform wmzurechnen, wenn die Schnitigerade berechnet werden soll.
Soll lediglich die Lage der beiden Ebenen relativ zusnandsr ermittelt wenden,
dann kann man mit drei Determinanten folgende Aussagen treffen:

Berechne O, =|u, ¥,

l l

st E'::E'I T’Z’:F"E st D,=0 oder D, =0
dann sind gie Vektoren O, ¥, .U,
l oder u, ¥, .V, nicht komplanar,
also sind die Ebenen nicht
Ist auch noch D =0, parallel, es existiert =ine

dann git E, |IE; Schnitigerade!

l

Berechne E,|E, b.rp.- 5
l A N
.".

b
ist auch noch D = [, /“:':y,y’
dann gilt E, =E. L,
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Spiegelungen
Spiegelungen an einem Punkt

Beispiel 131:

Gegeben ist das Zentrum Z(4|-2|3) und ein Punkt A(1/4|-7).
Das Spiegelbild von A an Z sei A’. Berechne die Koordinaten von A'.

Losung:

In der Vektorrechnung werden
keine Punkte sondern deren
Ortsvektoren (d_h. die bei O
beginnenden Pfeile) berechnet.
Das mul® man beachten !

Gesucht ist also OA'=2a" und gegeben sind die Vektoren a und Z.
Da eine Punktspiegelung den Abstand zum Spiegelungszentrum Z beibehalt, gilt
ganz einfach diese Gleichung:
OA'=0A+2-AZ d.h. a' =é+2-(2—§)
Durch Umformung folgt daraus:

a'=a+2z-2a
a'=2z-a
Mit Zahlen:
4 1 7
a'=2-|-1|-1 4 |=|-6| = A'[?|—5|13]
3 7 13

Spiegelung einer Geraden g an Z

Beispiel 132:

Gegeben ist das Zentrum Z(4|-2|3) und eine Gerade g: X=a+ru.
Das Spiegelbild von g an Z sei g'. Berechne die Gleichung von g'.

Losung:

Diese Aufgabe ist unverandert das Beispiel 1. Man sollte hier folgendes wissen: Die Gleichung einer
Geraden ist im Grund nur eine Berechnungsvorschrift fir die Ortsvektoren der Punkte dieser Geraden.
Also verwenden wir jetzt einfach X fiir den Ortsvektor, der oben a hief3 |

Dann folgt die Rechnung von oben und das Ergebnis:

X'=2Z-X
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1 3
Wir setzen nun fiir X das ein, was die Geradengleichung angibt: X=| 4 |+r| -2

-7 0
4 1 3 7 3 7 -3
X'=2|-2|—|| 4 |+r|-2||=|-8|-r-2| = g': X'=|-8|+r]| 2
3) |l-7) Lo 13 0 13 0

Beobachtung: Die Bildgerade ist parallel zum Urbild!
Dies kann man ganz allgemein nachrechnen, indem man ohne Zahlen arbeitet:

g: X=a+ru eingesetzt in die Spiegelungsgleichung X'=2Z-X ergibt
X'=22-X=2Z—(a+rl)=(22-3)-rli=a"+r-(-U)

Wie man sieht, hat die Gerade den Richtungsvektor —u, was die Parallelitat ergibt.
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Spiegelung einer Ebene E an Z

Beispiel 133:

a)

Gegeben sei das Zentrum Z(4|-2|3) und eine Ebene E in Parameterform:

etwa X=a-+ru+sv

Die Punktspiegelung wird durch die Gleichung X'=2Z-X durchgefihrt.
Setzt man hier den Ortsvektor eines beliebigen Ebenenpunktes ein, folgt
fir dessen Bildpunkt:
E'=22—(é+rﬂ+sﬁ)={'22—é)+r-{—G)+s-{—ﬁ]

{__v_;

Ergebnis:  Das Bild einer Ebene ist bei der Punktspiegelung eine zum
Urbild parallele Ebene.

Mit Zahlen:
1 0 -2
E: Xx=|4 |[+r|1|+s| 5
-7 2 13
4 ) 1) 0 -2 7 0 (2 )
Bildebene: E': Xx=2-2|-|| 4 |+r|1|+s| 5 ||=|-8|+r|-1|+s] -5
3 -7 2 13 13 -2 =13
b) Ist die Ebene in Koordinatenform gegeben, greift man zu folgendem Trick:

Da bekannt ist, dal die Bildebene E’ zu E parallel ist, haben beide Ebenen
dieselben Normalenvektoren. Also sieht die linke Seite der Ebene E’
wie die von E aus:

E: 2X,+%X,—5%;, =18 also E" 2x,+X,-5%;=K.

Die rechte Seite k ist noch zu bestimmen. Dazu wahlen wir einen maglichst
einfachen Punkt auf E, etwa fUrxs =0 und x3 =0, ergibt x; = 18, also
A(0[18|0) und berechnen mit der Spiegelungsgleichung X'=2Z X seinen
Bildpunkt:

4) (0) (8)
a'=2z-a=2|-2-|18|=|-22| = A'(8|—22|5]
3)10) L8

Nun wird A eingesetzt und man erhélt k=2-8-22-5-6=16-22-30=-36

Ergebnis: E- 2%, + X, - 5%, =-36.
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Lotebenen zu Geraden

Vorbemerkungen:

1. Wenn eine Ebene durch ihre Koordinatengleichung gegeben ist, etwa
E: 2x,-5%,+4x, =20, dann geben die Koeffizienten 2, -5 und 4 die
Koordinaten eines Vektors an, der auf der Geraden senkrecht steht, man sagt, zu
ihr orthogonal ist, und man nennt ihn einen Normalenvektor. Alle Vielfachen von
ihm sind natdrlich auch Normalenvektoren.

2. Nimmt man nun einen Punkt von E, etwa F(5|2 5) (ichhabex;=2und x3=5
vorgegeben und dann x; berechnet) dann kann man die Lotgerade in F so
aufstellen:

5 2
L: X=f+rf & X=[2|+r| -5
5 4

Lot L und Ebene E sind jetzt orthogonal. Damit ist auch L zu jeder Geraden in E
durch F orthogonal ! L

P

2 1)
3. Nun gehen wir von deiner Geraden L aus: L: X=| 7 |+r| 2 |. Diese Gerade
-1 -2

betrachten wir Lotgerade einer noch nicht bekannten Ebene. Von dieser Ebene
kennen wir jedoch einen Normalenvektor, ndmlich den Richtungsvektor von E.
Daher kennen wir auch die Linke Seite der Koordinatengleichung der Ebene:

X, +2X, —2X; =K
Die rechte Seite der Ebenengleichung erhalt man, wenn man einen Punkt der
Ebene kennt, etwa A(8]|-2|5). Setzen wir seine Koordinaten in die Linke Seite
der Ebenengleichung ein, folgt k=8-4-10=-6
Somit hat diese Ebene die Gleichung X, +2x,-2X,=-6

Von L aus gesehen nennt man die sogenannte Ebene auch LOT-EBENE zu L,
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Spiegelungen an einer Geraden

Spiegelung eines Punktes an einer Geraden im Raum

Wenn man von einer Spiegelung spricht meint man in der Regel eine Spiegelung
senkrecht zur Geraden (sonst wiirde man es Schrigspiegelung nennen).

Eine solche Geradenspiegelung ist in der
Zeichenebene schnell konstruiert. Man fallt
Das Lot von P auf die Gerade, das ergibt den
Lotfulpunkt F, dann verdoppelt man den
P P ! Abstand von P nach F und erhalt den

Fi Bildpunkt P".

Dach wie geht dies im Raum ? Wie findet
man von P aus die Richtung senkrecht zu
einer Geraden g ?

a Dieses Problem wird noch oft auftauchen.
Die L&sung ist die sogenannte Lot-Ebene

a Wir verwenden den Richtungsvektor der
Spiegelachse a als Normalenvektor einer
A Ebene E; durch P .

Schneiden wir nun a mit E; , erhalten wir

/LJEI/ P’ den LotfuRpunkt F, mit dem wir nun die
P F Spiegelungsgleichung aufstellen kdnnen.

Beispiel 134:
1 2
Gegeben: a: X=| 0 |+r|-2| und P(4/2|8). Berechne P'.
-1 1

Losung: Lotebene E_ zu a durch P: 2%, —2X, + X5, =K.
P wird eingesetzt: k=8-4+6=10
Die Lotebene hat somit die Gleichung: 2x,-2x,+x, =10.

Schnitt: L~a={F}: 2(1+2r)-2(-2r)+(-1+r)=10
2+4r+4r-1+r=10
=9 also r=1

Setzt man dies in die Gleichung von a ein, folgt F(3|— 20)

Nun kommt die Spiegelungsrechnung:

—_

OP'=0OP+2-PF & X'=X+2(f-X)=2f-X

3) (4) (2
dh. x'=2[-2|-|2|=|-6| = P'(2|-6/-6)4
0) \s) |-6
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Spiegelungen an einer Ebene
Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

Beispiel 135:

Wenn die Ebene durch ihre Koordina-
tengleichung gegeben ist, kennen wir
L ihre Normalenvektoren. Einen davon
verwenden wir als Richtungsvektor fiir

E
'F das Lot von P auf E. Schneiden wir Lot
und Ebene, erhalten wir den Lotfull-

punkt F. Und dann hat man in
\ gewohnter Art schnell den Bildpunkt.
P |

O

Gegeben ist die Ebene E durch 2x+y-3z=10 sowie P(0[-1[1).

0 2
Lotgerade LvonPaufE: L: X=|-1[+r| 1
1 -3

Schnitt von Ebene und Lot ergibt den Lotfullpunkt F (hurch Einsetzen):

2(2r]+[—1+r]—3(1—3r)=10
4r—1+r-3+9r=10
14r=14 = r=1

Berechnung des Lotfullpunktes durch Einsetzen von r =1 in die Lotgerade:

0) (2 2
f=|-1|+| 1|=| 0| = F(2/0]-2)
1) 1-3) (-2

Nun kommt der Spiegelungsvorgang wie schon mehrfach gesehen:

OP'=OP+2.PF < i'=i+2(f—i) o X'=2f-X
2 0 4
Eingesetzt: X'=2-| 0 [-| 1 [=| 1| = P'(4|-1-3)
—2 —1 -3
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Spiegelung einer Geraden an einer Ebene

. dies hier alles nicht mehr weil} — davon

\E ausgehen, dall eine Gerade durch 2
L Punkte festgelegt ist

Also solltete man zwei Punkte von g

N\
=
\/ 4 — auswahlen, etwa den Aufpunkt A und
S F einen zweiten Punkt B. Beide spiegelt

/g Zunachst einmal kann man — wenn man
A

man nach Beispiel 5 und stellt dann die

N\ Gleichung der Bildgerade durch A’ und B’
N auf

A L)
‘ \ Das ist sicher zu umstandlich. Schneidet
\ man namlich die Gerade durch Einsetzen
mit der Ebene E und berechnet den
Schnittpunkt, dann ist dieser als Punkt auf der Ebene ein Fixpunkt, der also mit seinem Bild identisch
ist Dann genagt also die Spiegelung des Aufpunktes A. Diese Methode rechnen wir durch:

Beispiel 136:

1
Gegeben: g: x—{ 6

1
}H{ } E: 3x,-2%,+x%,=0 Spiegle ganE.
-5

1.
Losung:

1. SchnittvongmitE:  3(1+r)-2(6+r)+(-5+r)=0
3+3r-12-2r-5+r=0
2r=14 = r=7 = 5(8|13|2) Fixpunktvon g.

1 3
2. Lotvon A(16|-5) auf E: L: X=| 6 |+s/ -2]|.
-5 1

Schnitvon L mitE:  3(1+3s)-2(6-2s)+(-5+8)=0
3+98-12+48-5+5=0
14s=14 = s=1= F(4/4|-4)

3. Spiegelung von A an E: X'=2f % istdie Spiegelungsgleichung, also
4 1 7
a'=2/4 |- 6= 2= A'(7]2]-3)
—4) {-5) |3
7 8 -1
4. Bildgerade g'=(SA'): Richtungsvektor i'=SA'=| 2 |-[13|=|-11].
-3 2 -5
8 —1
g': X=[13|+s|-11| wobei man auch A’ als Aufpunkt nehmen kénnte,
2 5

210-459



Spiegelung einer Geraden an einer Ebene

Beispiel 137:
' 5\ (4
Gegebensei: g: Xx=| 0 |+r| 3 | und E: 3x,-2x,+X,=0 SpiegleganE.
-1 -6
Losung:

Beginnen wir damit, den Schnittpunkt von G und E zu berechnen, er wird der
Fixpunkt der Spiegelung, liegt also auf der Bildgeraden:

Eng={S}: 3(5+4r)-2(3r)+(-1-6r)=0
3+12r—6r-1-6r=0 ergibt 14=0

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, daf} sich g und E schneiden.
Also sind g und E zueinander parallel |

Nun kdnnen wir also nicht auf einen Fixpunkt zurliickgreifen, also berechnen wir uns
einen zweiten Punkt B auf g, etwa fr r=1: B(9|3|-7)

5 3
Wir fallen nun das Lot von A auf E: L,: X=|0 |+s[-2
-1 1
LotfuRpunkt: 3(5+3s)-2(-2s)+(-1+s)=0
liefert 15+9s+45-1+s=0 = 145=-14 = s=-1
Also F.(2]2]-2)
9 3
Und jetzt das Lot von B auf E: Lg: Xx=| 3 |+s|-2
-7 1
LotfuRpunkt: 3(9+3s)-2(3-2s)+(-7+s)=0
liefert 27+95-6+45-7+5=0 = 145=-14 = s=-1
Also F(6/5]-8)
Nun spiegeln wir A und B an E mittels der Gleichung  X'=2f - X
2 (5 —1 6 9 3
a'=2| 2 [ [4 = A'(-14|-3); b'=2 5 |-| 3 [7 = B'(3]7|-9)
—2) \-1) -3 -8) [-7) |-9
Richtungsvektor.der Bildgeraden und Gleichung von g : | A
3) (1) (4 1 (4 | j - g
V=AB'=| 7 |-| 4 |=| 3 |=ulll g:X%X=|4|+r 3 —
[—9 -3) (-6 -3) (-6

Wir stellen fest, dalk g und g’ parallel sind. Dies ist immer so, wenn schon g und E
parallel sind.
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Skalarprodukt
Definition 78:

Unter dem Skalarprodukt zweier Vektoren versteht man
eine reelle Zahl, die nach dieser Vorschrift berechnet wird:

‘a,) (b,
ab=|a, |-|b, |=ab,+a,b,+a,b,
a;) | b,

Beispiel 138:
2 (5 5 (0 2\ (4
31:/12|=10+6-3=13, 4 .10(=0, 31-2[=8-6-2=0
-1/ 13 —2)10 -1) {2

Definition 79:

Folgende Rechengesetze gelten flr Skalarprodukte:

1. Kommutativgesetz: ab=ba
2. Distributivgesetz: 5(5+5) —ab+ac
3. Assoziativgesetz: é(rB) = F(QB)
4. Binomische Formeln:
(§+5)2 —a? +2ab +b?

wobei naturlich a?=a-.a bedeutet.

Das oben aufgefuhrte Assoziativgesetz heil’t gemischtes Assoziativgesetz.
Folgendes Assoziativgesetz mit drei Vektoren gilt nicht, wie man sofort sehen kann:

a-(b-c)=(a-b)-c,
denn weil das Skalarprodukt b-c eine reelle Zahl ist, ist der Vektor auf der linken

Seite ein Vielfaches von a, auf der rechten Seite steht jedoch ein Vielfaches von c.
Dies kann natarlich nur rein zufallig gelten, keinesfalls aber allgemein |
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Lange einer Strecke im Raum

=

Normalerweise verlauft im Raum AN
eine Strecke schrag (jede andere N
Lage ist ein Spezialfall), Az \D

N
Fall man die Strecke als Raumdiagonale A o~ \
eines Quaders auf, dann ergibt dies d "~._
nebenstehendes Bild. N\ P,

Ay
Die Diagonale d in der Grundfldche ist laut Pythagoras: d = \/Ax® + Ay?

Und die Raumdiagonale dann D =+/d? + Az = \JAX? + Ay? + AZ®

Beispiel:  P,(5[2-7), P,(4/6/3)

PP, =D=\[(4-5) +(6-2) +(3+7) =1+16+100 =117

Diese Formel lernt man als Diagonale eines Quaders bhereits in Klasse 9. Jetzt
wollen wir damit eine erste Begrindung liefern, warum man das Skalarprodukt
gerade so definiert hat, wie es auf Seite 1 gezeigt worden ist.

Dazu schauen wir einmal, was das Ergebnis des Produkts eines Vektors mit sich
selbst ist:

u, u, \( u,
u=|u, | = 0’ =0-u=|u, Luz =U +U,” +Uy

u3. u3. u3
Vergleichen wir dies schon einmal mit der Langenformel, dann erkennen wir, dal
dort unter der Wurzel ein &hnlicher Ausdruck steht. Betrachten wir ndmlich den

4) (5) (-1
Vektor PP, = GJ— 2 J— 4 J und quadrieren ihn, dann folgt:
3 -7 10

_1?
PP, =| 4 | =1+16+100=117.
10

Wir mUssen also nur noch daraus die Wurzel ziehen und habe somit die Lange des
Pfeils. Man nennt die Pfeillange den Betrag des Vektors.

Definition 80:

Der Betrag des Vektors u, also die Lénge seiner Pfeile erhalt man durch:

U =0 = Juf +u,f +u
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Beispiel 139:

A(ﬂg 1},B(2|1|D). C(5|—3|—1] Der Umfang dieses Dreiecks betragt:

|
o
I

o

- AB=‘AB‘=J1+4—1=J§

3|
Il
I

- BC:\BC}=J9+16+1=JE

40
CA=|6 :>CA=‘CA\=J15—35+4=J%
2

Umfang: U=+/6 +/26 +/56 ~ 15

Beispiel 140:

Wie grof ist der Abstand des Punktes P(7|9|-11) von der Ebene
E: 3x,+4x,-12x,=20 ?

-11 -12

Hier wurde die noch unbewiesene Information verwendet, dal der aus den Koeffizienten der
Koordinatengleichung gebildete Vektor senkrecht zur Ebene gerichtet ist. Er kann demnach als
Richtungsvektor einer Lotgeraden verwendet werden.

7 ) 3
Lotgerade Lvon P aufE: x=| 9 Jr 4 J

Schnitt von L und E durch Einsetzen:
21+ 9r+36+16r+132+144r =20
169r=-169

r=-1
Daraus folgt der Lotfulzpunkt: F[4|5|1).

Der Abstand des Punktes P von E wird nun als Lange des Vektors von P nach
F berechnet:

_30
d(PE)=[PF|=|| -4 | =Vo+16+144 =169 =13
12
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Beispiel 141:

2
Welche Vektor hat dieselbe Richtung wie n=| —1|, aber den Betrag 1 ?
-2
Dazu wird der Betrag von i berechnet: |f|= Jés1+4=40=3

Reduzieren wir also die Pfeile auf ein Drittel ihrer L&nge, dann ist diese 1:
5

3

n°=+in=x| - sind zwei Vektoren mit dem Betrag 1 und der Richtung n.

ks W=

Einheitsvektoren
Definition 81:
Ein Vektor, dessen Betrag 1 ist, heillt Einheitsvektor.

Einheitsvektoren sind fur einige Anwendungen so wichtig, dal? man das
Verfahren beherrschen muf3, wie man einen Vektor auf die L&nge .1 reduziert.

Der Betrag eines VVektors n gibt ja bekanntlich die L&nge seiner Pfeile an. Soll
diese Lédnge 1 werden, mull man durch die Zahl dividieren, welche eben diese Lénge
angibt, also durch den Betrag des Vektors:

| =

nN°=+_—.n

3l

Man schreibt dann ,hoch Null® um anzudeuten, dal dieser Vektor den Betrag 1 hat,
also ein Einheitsvektor ist. Das =+ auf der rechten Seite kehrt nur den Vektor um,
andert also an seinem Betrag nichts und auch an seiner Richtung (wenn man die
entgegengesetzte Richtung dazurechnet).
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Beispiel 142:

1

a) n=[12| = [i|=v1+144+144 =289 =17
12

1 '
Zu n kollineare Einheitsvektoren sind also n° =J_r11—? 12|=+
12

U

JErY PP
"-4|I'\J "-4|I'\J "-4|‘"

Flr ganz Ungldubige werden wir davon noch den Betrag berechnen:

1, 144, 144 _ 783 _ [1 _
75 T 288 T 2mm — A 5eg —\"’_—1

+ wurde beim Quadrieren der Vektorkoordinaten jeweils 2u + .

8
b)  A=|3|= [i|=V64+9+1=474

-1

g
Einheitsvektoren mit der ,Richtung“*von n: n°=x ! 3
V74 1
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Winkel zwischen 2 Vektoren

Definition 82:

Der Winkel zwischen zwei Vektoren wird folgendermaRen berechnet:

Beispiel 4:

Gegeben seien 2 Vektoren a, b . Dann betrachten wir zwei Pfeile dieser Vektoren
mit gleichem Anfangspunkt. Diese bilden dann zwei Winkel miteinander:

1 -3
= - -3+12-2 7
Beispiel 1: a= 4|, b= 3| = cosy= =
P 5 1 1716 +4 Jo+9+1 21419
Es folgt: v, =69,5°

Nun sollte man wissen, dal} der Kosinus positive Werte flr
das 1. und 4. Feld hat, also fir Winkel unter 90° und fur Winkel
A Uber 270°. Den 2. Winkel erhélt man also auf diese Weise:

v, = 360° —y, = 290,5°

20 (-5
- = -10+3-16 23
Beispiel 2: a=| 3 |,b= = COSy= -
i J T Ja+9+64V25:1+4 77430

Die Kosinusfunktion hat negative Werte fir Winkel zwischen

“ 90° und 270° . Daher folgt:

v, =118,6°, v, =360° —y, = 241,4°

6-2-4 0

G 41674141 296

Die Kosinusfunktion hat Nullstellen 3= und 3m, dies entspricht

y,=90" und vy, =270°. Mitanderen Worten:

a und b sind orthogonale Vektoren.

30
Beispiel 3: a-= 2J 5= 1| = cosy=
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Wann wird ein Skalarprodukt 0?

Essei a-b=0
a, | (0
1. Fall: a oder b istder Nullvektor: |a, |-|0 =0,
a, kO.
2. Fall: Weder a noch b ist der Nullvektor, dann ist |§|¢D und |E-|¢D.
Alsofolgt:  cosy=22 - 9 _g_ ,-90° dh. &Lb.
3| [3][p]

Definition 83:

Wenn a und b nicht Nullvektoren sind, dann folgt aus ab=0,
daR a und b orthogonale Vektoren sind.

Umgekehrt folgt aus EE=|5"|E"CDS}' nur dann das Ergebnis 0, wenn a oder b

der Nullvektor ist, also den Betrag O hat, oder wenn cosy=0 ist, also fur
v=90° oder y=270°.

Beispiel 143:

)
Il

2) 5
a) 3J,E_ 6| = ab=10+18-28=0 = alb

-7

B

b) Zeige, dal das Dreieck ABC rechtwinklig ist:

A(3]-2|12), B(7]0[11), C(6|-7]14)

7V (3) (4 6 (3} (3
AB = DJ— —2J— 2|, AC=|-7|-|-2|=|-5

1) (12 -1 14) (12 2
.

AB-AC=| 2 |.|-5|=12-10-2=0
1) {2

Also hat das Dreiec-k ABC  bei A einen rechten Winkel.
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Welche Vektoren sind zu u orthogonal?

Beispiel 144:
5
Bestimme alle Vektoren, die zu u=|-3 | orthogonal sind.
1

Lésung: Da man orthogonale Vektoren oft auch Normalenvektoren nennt,
verwendet man meist diesen Ansatz:

i n,
Es sei n=|n, | der gesuchte, zu U orthogonale Vektor. Fur ihn gilt
Ny
die Bedingung: n-u=0, dh. 2n,-3n,+n,=0
Zur Bestimmung der Lésungsmenge kann man zwei der drei
Koordinaten frei wahlen:

Wahle n,=r.,reR und n,=s,sR. Dannfolgt n, =—2r+3s.
Allgemeiner Lésungsvektor:

(n, r [ 1 0
n=|n, | = s =r| 0 |+s| 1
n —-2r+3s -2 3

Ergebnis: Die Menge aller zu U orthogonalen Vektoren bilden im R* einen
Zweidimensionalen Untervektorraum. Dieser besteht natirlich aus allen
Linearkombinationen der beiden Basisvektoren.

Es gibt einen Trick, wie man die beiden im Beispiel 1 gefundenen Basisvektoren und
weitere orthogonale Vektor ohne diese lange Rechnung sofort angeben kann.

Dazu schauen wir uns den gegebenen Vektor U und die beiden Basisvektoren an.
Der erste hat ny = 0, die beiden anderen Koordinaten sind vertauscht und eine hat
das Vorzeichen gewechselt. Der zweite hat n, = 0, die anderen Koordinaten wurden
vertauscht und eine hat das Vorzeichen gewechselt. Dies kann man noch mit der 3.
Koordinate machen. Wir setzen n3; =0, ertauschen ny und nz und &ndern ein
Vorzeichen. So erhalten wir

(3) -3
n,=|2| oder n,'=|-2
|0 0
Bemerkung 33:
u,
MERKE: Gegeben istein Vektor u=|u, . Dann erhalt man zu u
u&.

orthogonale Vektoren, indem man eine der drei Koordinaten Null setzt,
die beiden anderen vertauscht und bei einer das Vorzeichen andert.
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Beispiel 145:

GroRes Anwendungsbeispiel: Ebenengleichung

Gegeben ist eine Ebene in Koordinatenform: Gib zwei Basisvektoren an.

E: 4x,+2x,-5%,=23

4 A

Diese Ebene hat den Normalenvektor n=| 2 |. Je zwei zu ihm orthogonale und
-5

linear unabhéngige Vektoren kann man als Basisvektoren verwenden, also etwa

0) -2
U=|5| und v=| 4
2 0]

Soll man eine Parametergleichung angeben, dann bendtigt man noch einen Aufpunkt
von E. Dazu wahlt man zwei Koordinaten beliebig und errechnet die dritte durch
Einsetzen der beiden anderen in die Koordinatengleichung:

2B. x=0, xa=-5 folgt 4-0+2x,+5-5=23 = 2X,=23-25=-2

also x;=-1 = A(0|-1]-5)<E.

0 0 —1)
Parametergleichung: X=|-1|+r|5|+s| 2
-5 2 0

Ich habe den zweiten Richtungsvektor sogar noch halbiert, um noch kleinere Zahlen
ZU bekommen.

Beispiel 146:

Welche Vektoren sind zu wund v orthogonal?

2
Gegeben sind zwei Vektoren u=2|, v=|-2|.
1

Bestimme die Menge allerzu u und v orthogonalen Vektoren.

Losung:
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Ansatz flr die Normalenvektoren: n=|n,
n3
Bedingungen: (1) u-n=0 < 2n,+2n,+n, =0
(2) v.-n=0 < 3n,-2n,+4n, =0
Wir rechnen (1) + (2): on,+5n, =0 < n,+n, =0
Waéhle n,=r.reR = n,=-r
Eingesetzt in (1): ~2r+2n,+r=0 = 2n,=r = n,=4r
Allgemeiner Losungsvektor:
_r\ _2\
n=|21r|{=1r 1
W r 2
)
Man erkennt, dalt die Menge aller Vielfachen des Vektors | 1
| 2

zu beiden Vektoren U und VvV orthogonal sind.

Beispiel 147:

Berechnung der Koordinatengleichung einer Ebene mittels Skalarprodukt:

Gegeben ist die Ebene E durch ihre Parametergleichung:

1 (2 [ 1 2) (1
Xx=| 6 [+r[3|+s -3 | d.h. mit A(16/-2), u=|3|, v=|-3].
2) \58) |2 5 L2
Losung:
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n'l

Bedingung fiir den Normalenvektor n=|n, |:
nS

(1) =0 & 2n,+3n,+5n, =0

(2)

<l £
=1

‘n=0 & n,-3n,+2n,=0
(1) + (2): 3n,+7n,=0 = n,=-In,

Da wir flr drei Unbekannte nur 2 Bedingungsgleichungen haben, kénnen wir eine
Unbekannte frei wahlen. Hier gibt es zwei Mdglichkeiten flur die freie Wahl von n3 :

1. Wéhle n,=r; reR = n,=-Zr in(2): 3n,=n,+2n,=-Zr+2r=—Ir-
-Ir -7
Dies ergibt den Normalenvektor n=| —1r | =1r| -1
r 3
2. Wahle n,=3r, reR = n,=-7r, in(2): 3n,=n,+2n,=-7r+6r=-r
—7r -7
Dies ergibt den Normalenvektor n=| —r |=r| -1
3r 3

HINWEIS: Die Berechnung ergibt in beiden Fallen, dal alle Vielfachen, z.B. des
7

Vektors | —1 | Normalenvektoren der Ebene sind. Man kann daher oft Briche
3

vermeiden, wenn man bei der freien Wahl so vorgeht, dall erst gar kein Bruch
entsteht |

Aufstellen der Koordinatengleichung: Mit Hilfe des Normalenvektors folgt:
E: —7%,—-X%X,+3%,=K

k erhalt man durch Einsetzen von A(1|E-|—2): k=-7-6-6=-19 ergibt dann
E: —7X,—%X,+3%X;,=-19  bzw.
E: 7Tx,+X,-3%,=19
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Ubersicht: Umrechnen von Ebenengleichungen

Parametergleichung — Normalengleichung

-1

Gegeben: E: X=| 2
4

2 3
+r| 5 |+s| -1
—1 1

1. Eliminationsverfahren
X, ==1+2r+3s (1)]
X, =2+8r-s5 (2)

(3)

X,=4-T+ 5
Elimination von s durch (2) + (3):
Xo+ Xy =6+4r = r=2x,+1x,-3

7T
in (2). X, =2+5(3X, +4X;—3)-s

, 5
ergibt s=—U+1x,+3x,

rund s in (1) eingesetzt:

4x,-5%, -17x, =-82 |(-1)
E. =-4x,+5x,+17x,=82

X, ==T1+2(3 %, + 1%, =)+ 3(=L+1x, +5x,)
X, =-1+2X,+2X, -3-2+3x,+2x,

Xy =—4+3X, + X, "4

4%, =-82+5%, +17x,

2. Skalarproduktverfahren

n,

Ansatzz Essei n=| n, | ein Normalenvektor von E.

n,

Fiir ihn gibt es zwei Bedingungen:

(1) u'n=0 < 2n,+5n,-n,=0

(2) v.n=0 < 3n,— n,+n, =0
(1)+(2): 5n,+4n,=0 < n,=-2n,
Wahle n,=4a, asR = n,=-5a
In(2):ny=n,-3n,=-%a-12a=-17a

4a 4
= N=| -5a |=a| -5
—17a 17

Fura=1folgtaus nX =k :
4%, —9%, =17x, =K

Mit A(-1/2/4)eE = k=-4-10-68 = -82
Aso  4x,—5x,—17x, =82 |(-1)
E: -4x,+5x,+17x,=82
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Normalengleichung = Parametergleichung

Gegeben: E: -4x,+5x,+17x,=82

1. Ldésungsvektor berechnen (-4
‘4)(1—5)(24'1?}{3:82 2. Zu ﬁ: 5 zwei
ist eine Gleichung mit drei Variablen, von ; 17 J',
denen man zwei durch freie \Wahl s )
festlegen kann. orthogonale Vektoren ermitteln:
Wahle X, =r. r und X.=s5. S i Nach Seite 9 erhdlt man Vektoren, die zu n orthogonal
3 =R 2 <R sind, in dem man eine Koordinate Null setzt, die beiden
dannfolgt  4x,=-82+5x,+17x, anderen vertauscht und ein Vorzeichen verandert.
also 4x,=-82+5s+17r Alsosind
0 17 51
und X, =—H+3s+4r. _ _ .
. .. - u=(171|, u=(0|und u =4
Allgemeiner Lésungsvektor:
(x,) [-4+5s+1r - 4 0
X = Xa | = S migliche Richtungsvektoren. Zwei davon werden wir
X r verwenden. Nun bendtigt man noch einen Punkt von E
3 als Aufpunkt. Hierzu wahlt man zwei Koordinaten
{ —% f'% % beliebig, etwa x2 =0 und x; = 0, setzt diese in die
=l 0 l+rl0lxs| 1! bzw Ebenengleichung ein und erhdlt x, = —%.
0 1 0 Nun kann man die Parametergleichung aufschreiben,
z.B. diese:
(-4 (17} (5) -4 (17} (5
E: X=| 0 |+r| 0 |+s|4 E: X=| 0 |+r| O |+5s|4
0 4 0 o) |4 0

2y (2y (1)
e)  %=|t|+r[1]|ss| 2 (1) 2n,+n,+7n, =0
1 7 -1 (2) n,+2n,— n, =0
(1)-2-(2): -3n,+9n, =0 = n, =3n,
Wéhle n,=a, asR = n,=3a
Aus (1) folgt: n,=n,—2n,=a-6a=-5a
—5a -5)
Normalenvektor: n=| 3a |=a| 3 und flr a=1:
a 1
E: —5X,+ 3%, + X, =k

Mit A(2|t|1)eE folgt: k=-10+3t+1=3t-9
Es liegt also eine Schar paralleler Ebenen vor:
E,: 5%, +3x,+x,=3t-9

£
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Die Hessesche-Normalform (HNF)

Definition 84:

Definition: Eine Normalengleichung, in der der Normalenvektor
den Betrag 1 hat, heilt Hessesche Normalform von E.

Die allgemeine Vektorgleichung der HNF lautet:

n®-x—-d=0

Wenn d > 0 ist, dann gibt d den Abstand des Ursprungs von E an und
n® zeigt vom Ursprung auf die Ebene zu.

Beispiel 148:

E: 4%, —4X, + 7%, =36

4
Betrag des Normalenvektors: |fi|=| 4 [=+16+16+49=/81=9
7

Division der Ebenengleichung durch diesen Betrag 9:

X, —2X,+Ix;-4=0 Dies ist die Hessesche Normalform (HNF)

4
Hierin steckt nun der Normaleneinheitsvektor: n® =1/ —4 | und der Abstand
7
des Ursprungs von E ist d(O,E)=4.
4
FuRpunkt des Lotes von O auf E: OF =f=d-i° = 4-1-| -4 = F(L|EZ).
7

Ubrigens lohnt es sich, fiir spatere Anwendungen die HNF so zu schreiben:

4%, —4X, +7X, —36
3 =

0
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Beispiel 149:

E:  2x,-9x,-6x,=88 ‘:|ﬁ|=q’4+81+36 =121=11
2X,—9%, —-6x, -88

HNF: T =0 bzw. ZX -5X,-5X,—-8=0.
Ubrigens bevorzugen einige Lehrer auch diese Schreibweise fur die HNF:
2 3
= -9 |Xx-8=0 (jeder wie er es gerne hatte !)
—6
\

Was steckt nun alles in dieser Hesseschen Normalform drin ?
Zunachst d(OE)=8
(diese Schreibweise heiltt ,Distanz des Punktes O von der Ebene E)

Und dann noch die Koordinaten des Lotfulipunktes von O auf E:

2
OF =f=d-n°=8.1.|-9| = F(&2-2)
-6
Beispiel 150:
E: 12x -4y +3z =39 ‘:|ﬁ|=4144-15+9=13
HNF: 12"_45;;32_39=0 bzw. 2x-4y+iz-3=0

Wir lesen ab: d(C:E)=3.
Fulbpunkt des Lotes von O auf E:

12
OF =d-i° =34 4| = F(BI-$I3)
3.
Beispiel 151:
E: 12X, - X, —12x, = 289 ‘:|ﬁ|=~f144—1+144=1?
HNF: 12"1_"2;;2)(3_289:0 bzw. 2X,-Lx,-2x,-17=0
d(O.E)=17
Fulpunkt des Lotes von O auf E:
12
OF=d-n°=17-%-| -1 | = F(12|-1-12)
-12
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Abstand eines Punktes von einer Ebene
1. Die brave Methode — umstandlich aber sicher.

BEISPIEL a: E:  4x,-4x,+7x,=36, P(-2/4|-3)

T

-2 4
Lot von P auf E: L: E=[4 +r{—4
-3 7

Der Schnittpunkt von L und E ist der LotfuRpunkt F:

Q.. L

4(-2+4r)—4(4-4r)+7(-3+7r)=36 S

.;‘!
_84+16r—16+16r— 21+ 49r = 36 /E/ F/
81 = 81

dh. r=1 also F(2/0]4)
Der Abstand des Punktes P von E ist gleich dem
Betrag des Vektors PF:

-
-

T F

=\16+16+49=81=9

BEISPIEL b: E: 2X%,+3X, —4x, =42 P(1]-23)
1 A 2 A

Lot von P auf E: L: X=|-2|+r 3
3 —4

Der Schnittpunkt von L und E ist der LotfulRpunkt F:
2{1+2r]+3(—2—3r)—4(3—4r]=42
2+4r-6+9r-12+16r=42

29r =58

r=2 = F(5/4]-5)
N

PFl=| 6 |=+i6+36+64 =116 =425 =225
8
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2. Die schnelle Methode mit der Hesseschen Normalform.

Setzt man in die linke Seite der Hesseschen Normalform einen
Punkt gin, erhalt man den Abstand dieses Punktes zur Ebene.

Wir verwenden die Beispiele von Seite 37:

BEISPIEL a: E: 4x,—4x,+7x, =36, P(-2|4|-3)
Division durch den Betrag von n erzeugt die HNF:

"
Al=| 4 |=vi6+16+49=81=9
?.
HNF- 4x1—4x2;7x3—35=0

Achtung: Dies ist immer noch die Normalengleichung einer Ebene. Und wenn man
einen Punkt der Ebene E einsetzt, dann ergibt sich eine wahre Aussage, also 0 auf
der rechten wie linken Seite. Nun setzen wir links P ein und erhalten
d(P.E) - -8-16-21-36| _|-81|_¢
| 9 [ Tel
Ich mulite zusétzlich Betragsstriche verwenden, weil sich sonst ein negativer
Abstand ergeben hétte.

BEISPIEL b: E: 2%, +3x, —4x, =42 P(1-2[3)
.
Division durch [i|=| 3 |=v4+9+16=+29
_4.
2X,+3X, —4x, —42
HNF: 1T T 0
Jﬁ
12-42|_|-58| _ 58 J_ 58429
d(P:E)= =229
P | v 25

Bemerkungen:

1. Man achte darauf, dall in der Ebenengleichung das Absolutglied d links mit
negativem \forzeichen steht und rechts 0.
Zur Erinnerung: d ist der Abstand des Ursprungs von der Ebene.

2. Dann setzt man links den Punkt P ein, dessen Abstand berechnet werden soll.
Man verwende dazu Betragszeichen, denn Abstédnde kénnen nie negativ
werden. Die linke Seite ergibt so den gesuchten Abstand.

3. VVektoriell sieht dies allgemein so aus: Die HNF lautet n°x-d=0
Die Abstandsformel fiir P; istdann d(P;E)=[n"p |
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Zusammenfassung Hessesche Normalform

Zusammenfassung:
Die Hessesche Normalform - HNF

Die Normalen- {oder Koordinaten-) Gleichung einer Ebene lautet n-x =k
dh n-:':- _nzxz _nz:':a = H {1}
Die Zahl k erhdlt man durch Einsetzen eines Punkies Avon E: k=n-3.

Hat der in der Normalengleichung stehende Normalenvektor den Betrag 1,
nennt man diese Gleichung die Hessesche-Normalform (HNF) von E.

Die HNF erzeugt man aus der Normalengleichung, indem man durch den
Betrag des Normalenvektors dividiert. Dies lait sich auf verschiedene Arten
schreiben:

Dabei ist es wichtig, dai das Absolutglied links mit negativem Zeichen steht.
Dieses Absolutglied d =ﬁ gibt den Abstand des Ursprungs zur Ebene an.
Setzt man in die HNF einer Ebene die Koordinaten eines beliebigen Punktes
ein, erhalt man den Abstand dieses Punktes zur Ebene. Liegen P und O

auf derselben Seite der Ebene, dann sind zusatzlich Betragsstriche zu
setzen, damit dieser Abstand positiv bleibt.

Diese Abstandsfunktion kann man daher so schreiben:

d(X)=p°-x-d

Weitere HNF - Anwendungen

Mit dem Einheits-Normalenvektor kann man noch mehr berechnen. Die jetzt gezeigten
Anwendungen sind Berechnungen von LotfuBpunkten und Spiegelbildern.
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Beispiel 152:

BEISPIEL 1: Gegeben ist die Ebene E durch 4x, —4x, +2x, =15.

Wir erstellen die HNF von E, indem wir durch \ﬁ\ =+/16+16+4 =6 dividieren:
4%, —4x,+2%x,-15

Es folgt: HNF: . =0.
4 (2
Hierin steckt der Normalen-Einheitsvektor n° =1 -4 =1/ -2|.
2 1
s\

Den Abstand des Punktes P(5|1|8.5} von E errechnen wir durch Einsetzen von P in
die linke Seite der HFN, besser gesagt, in die Distanzformel|
d(X)=|n°-x-d:
_ 20-4+ 1?—15|
e=d(p)= =3
(P) 5 |

Da bei dieser Abstandformel die Betragsstriche
nicht erforderlich waren, liegen P und O auf

ﬁ°-ﬁ_d\=‘

verschiedenen Seiten von E. / / '/"y
|

Daher bendtigen wir zur Berechnung des Lotful- ‘
punktes den Gegenvektor —n°:

|
n° zeigt von O auf die Ebene zu (wenn das Absolutglied *"

n
links ein negatives Vorzeichen hat) und folglich zeigt P!
—n° von P auf die Ebene zu.
Die Berechnung des LotfuBpunkts F ist nun ganz einfach:
Wir halten fest, daR PF =—e-n° ist, also folgt:
(50 2% (3
OF=OP+PF=0P-e-n°=| 1 |-3-1/-2|=| 3 | = F(3|3]7.5)
8,5, 1) 175

Ja, und zum Spieqgelbild P' kommt man indem man den Pfeil PF zweimal addiert:

(5 2y (1
OP'=0OP+2.PF=0OP-2e-A°=| 1 |-6-1-2|=| 5 | = P'(1|5/6,5)
18,5 1) 185,

230-459



Beispiel 153:

BEISPIEL 2: Gegeben ist dieselbe Ebene E: 4x,—4x, +2x, =15 und
der Punkt Q(0/7[-1). p
Félle das Lot von Q auf E und spiegle Q an E.

4%, —4%,+ 2%, -15

|
|
|
|
|
I
|

1. HNF von E: 5
2. e=d(Q:E}=‘—_28_2_15‘=E=E
' 6 6 2
4 2
3. n°=34|=1 —2J
2 1

4. LoffuRpunktberechnung:

Da man bei der Abstandsberechnung mit der HNF die
Betragsstriche bendtigt hat, liegen O und P auf derselben Seite von E.

Daher gilt:
OF -0Q+QF -0Q+e-A =| 7 |+ 12 % 2(=1752 /=] 2 | = F(5/2115)
-1 1) | —1+% ) |15]
5. Berechnung des Spiegelbildes:
(0 1{ 2) ( 52 ) (10
@=ﬁ+ﬁ=®+2e-ﬁ”=; 7 +15-§; -2|=|7-5-2|= -3 | = F(10|-3]4)
-1 1) | -1+5) | 4

Zusammenfassung

Die Berechnung des Lotfullpunktes geschieht Uber die Formel

OF =OP+PF =0P +e-(xA°)

wobei e die Uber die HNF berechnete Entfernung des Punktes P von E ist.
Werden dabei keine Betragsstriche bendtigt, liegen O und P auf

verschiedenen Seiten von E und man muft daher mit —n° arbeiten.

Werden aber Betragsstriche bendtigt, liegen P und O auf derselben Seite
von E und man kann mit +n° arbeiten.

Zur Berechnung des Spiegelbildes wendet man diese Formel analog an:

ﬁ=@+2-ﬁ=D_P.+2e-(iﬁ°}
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Abstand einer Ebene von einer parallelen Geraden

Zundchst wollen wir uns einmal Gedanken machen, wie man feststellen kann, dalz
eine Gerade und eine Ebene parallel sind.

Dies hangt natlrlich zunachst einmal davon ab, in welcher Gleichungsform die
Ebene vorliegt.

(a)  Die Parameterform macht es uns wieder am schwersten. Schauen wir eine

Beispiel an:
5 1 0 -2 1
E: X=[-8|+r| 1 |+s[2]|, g:X=|1|+t -1
2 -1 1 3 -2
Wer mit Determinanten rechnen kann, hat
B 7 es beim Nachweis der Parallelitat einfach.
g > Die Gerade ist ndmlich genau dann parallel
zur Ebene, wenn die drei Richtungsvektoren
A —>W komplanar sind. Ich habe zur Veranschau-
;;-é"“ﬂ‘ﬁi lichung dieser Geschichte den Pfeil des

Vektors w eingezeichnet, der in der Ebene
liegt und bei A, dem Ebenenaufpunkt,
beginnt.

Ja und diese Komplanaritat, diese lineare Abhéngigkeit der drei Richtungsvektoren
rechnet man am elegantesten so aus, dali man nachweist, daf3 die aus ihnen
erzeugte Determinante den Wert 0 hat:

1.0 1)1 0
D=[i v W/=[1 2 -1| 1 2=—4+1+2+1=0
11 -2 1 1

Also ist g parallel zu E.

Bej parallelen Ebenen ist der Abstand jedes Punktes von g zu E gleich grofs. Also
besteht die weitere Aufgabe jetzt darin, etwa den Abstand des Aufpunktes B von g
zur Ebene E zu ermitteln. Und dazu missen wir die Ebenengleichung zuerst in die
Normalengleichung und dann in die HNF umformen. Viel Arbeit !

Diese Umformung kann man (siehe Ebenen 2) durch Elimination von r und s
erreichen, aber besser mit Hilfe des Skalarproduktes, indem man den
Normalenvektor der Ebene Berechnet.

s sei n ein Normalenvektor von E. Fir ihn gelten diese Bedingungen:
(1) u-n=0 < n,+n,-n, =0
(2) v.n=0 < 2n,+n,=0
Da man eine Variable frei wahlen kann , wahlen wir sofort n, =r, r R
ergibt n,=-2r und aus (1) folgt: n,=—N,+nN, =—T-2r=-3r.
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Also hat E diese Normalenvektoren:

Damit lautet die Normalengleichung
Mit A(5|-8|2)eE folgt

Daraus folgt flr E:

bzw. E:

—3X, + X,

-2X, =k

k=-15-8-4=-27
-3X, + X, — 2%, = =27
3X, — X, +2X, =27

Umwandlung in die Hessesche Normalform:

3\

Durch den Betrag des Normalenvektors wird dividiert: |ﬁ\ = -1]=v9+1+4 =414

HNF von E:

3X, — X, + 2%, - 27

Jia

Abstand des Aufpunktes B(-2|1|3) von E:

—6-1+6-27| 28 14 _

2

214

d(B;E)=‘

N

= Vs Vi

Und dies ist auch der gesuchte Abstand der Ebene E zur Geraden g.

b) Nun geben wir die Ebene sofort in der Normalenfarm vor:

E: 14x, +2%, - 5%, =75. G sei die Gerade mit der Gleichung

1 (1
g: X=|3|+r|-2
1 L2

Untersuchung der Parallelitat:

Wenn der Richtungsvektor u der Geraden
und der Normalenvektor n der Ebene
orthogonal sind, dann sind g und E parallel !

2)1-5

Esist |i|=15 also HNF von E:

d(g.E) = d(A:E)

15

14x, +2%, —5%; -75

1 (14)
u-n= —2J- 2J—14—4—1G—U Also gilt g E.

0.

‘14+6—5—?5‘ 60

15

_Ez

4.
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Abstand paralleler Ebenen

Wir gehen hier nach demselben Prinzip vor wie im Abschnitt 14. Da bei parallelen
Ebenen die Abstande Uberall gleich grof} sind, genligt es, den Abstand eines
Punktes der einen Ebene von der anderen Ebene zu berechnen. Es ist klar, dafd
dazu eine Ebene in der Normalengleichung vorliegen muf}.

Beispiel 154:
1 -1 2
E,: 6X,+2X,+9x,=66 und E,: X=|-4|+r| 3 [+s| 3
-1 0 -2
(1) Nachweis der Parallelitat:

6 -1 2

Essei n=2|, u=3| v=| 3

9 0 -2

n-u=-6+6+0=0, also sind diese Vektoren orthogonal.
n-v=12+6-18=0, also sind auch diese Vektoren orthogonal.
Folglich sind die beiden Ebenen parallel.

(2)  Wir berechnen den Abstand des Aufpunktes A(1 —4|-1) zur Ebene E;.

Wegen [i|=+v36+4+81=+121=11 istdie HNF von E; so:

6X; +2X, +9%X; —66 _

E,: 0
11
Also folgt: d(E;E,)=d(AE,)= ‘y‘ =7
Beispiel 155:
BEISPIEL 2: E,: 4x,+2x,-4x, =15
E,: —2%,-X,+2%,=8
(4 -2
Diese Ebenen haben als Normalenvektoren n,=| 2 | und n,=| -1
—4 2

\
Wegen n,=-2n, sind diese Vektoren kollinear, d.h. ihre Pfeile sind parallel, also

sind die Ebenen zueinander parallel.
- . . . 22X, =X, +2X, -8
Weil [n,|=v4+1+4 =3 ist, hat E;diese HNF: 3

Wir wéhlen einen Punkt von E; indem wir vorgeben: X1 =x=0 = x,=7.5
also ist A(0|7.5|0)E,. Somit finden wir das Ergebnis:
-7,5-8|_155 _ 31

d(E.E,)=d(AE;)= 3 |— 3 8

=0.
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Geradenpunkte mit bestimmten Abstinden zu E

Eine Gerade und eine Ebene sollen nun nicht parallel sein. Und wir verwenden
natirlich nur die Normalengleichung der Ebene.

Beispiel 156:

BEISPIEL: Gegeben sei E durch x,+2x,-2x,-17=0

—1 (1
unddazug: X=| 2 |+r| 5
o) -1
Dalk g und O nicht parallel sind, erkennt man sofort an diesem Skalarprodukt:
i 1 { 1 A
n-u=| 2 5 =1+10-2=0
\-2) -1

Wir suchen nun die Punkte von g. deren Abstand zu E genau 4 betragt.

Dazu verwenden wir den allgemeinen Geradendpunkt F’(—1 +r|2+5r|-r)

und berechnen seinen Abstand zur Ebene E, deren HNF Xy +2X, = 2%, —17

=0 ist.

d(P:E)=

(<1+r)+2(2+5r)-2(-r)-17 _‘_1+r+4+1or+2r—1?\_\13r—14|
3 B 3 3|

Die Betragsstriche sind absolut wichtig, da die Variable r im Bruch auch negative
Werte zulalt !

In der Aufgabe stand, dal’ wir Punkte suchen, deren Abstand zur Ebene genau 4
betragt. Also gilt jetzt fir sie die Bedingung d(P.E)=4

13r-14

d.h. ‘ ‘=4 o [13r-14/=12

d.h. 13r-14 =+12 c

: g
13r=14i12={26 /_ :

2 /
=2 = P,(112]-2) 2

=% = F’z(_ﬂE -3)

R n
w

=y
L)
-
[*5]
-

Diese beiden Punkte der Geraden g haben von E den Abstand 4.
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Abstand Punkt- Gerade im Raum

Die beriihmte Lotebene

Beispiel 157:
. o
Gegeben ist die Gerade gdurch X=| 3 [+r| 1 J /—Tf E
) s r—sr
und P(3|5|2).
Gesucht ist der Abstand d(P;E). g
LOSUNG:

Man legt senkrecht zu E eine Ebene durch P, die sogenannte Lotebene E,
Ihre Normalengleichung erhalt man ganz schnell, weill man den Richtungsvektor der
Geraden g als Normalevektor von E, verwendet kann:

-2

U=h.=| 1|=E:

3

k erhalt man durch Einsetzen des Punktes P in E_ :
k=—6+5+6=5

— 2, + %, + 3%, =K

Also: E @ —2x,+x,+3x,=5.
Der Schnittpunkt von g und E, ist der Fulpunkt des Lotes von P auf g:

—2(1-2r)+(3+71)+3(-1+3r)=5
—2-Ar+3+r-3+9r=>5

4r=7 =r=4
1 -2} (1-1) (0

Eingesetzting:  T=| 3 |+4| 1 [=| 3+1 |=| 1| = F(0|3]2)
-1 3) |-1+3) (2

(
Der gesuchte Abstand ist der Betrag des Vektors PF = t

LI S
. 't
[ I R
1
| |
e}

Ungiinstige Betragsberechnung:
PFl=yo+5+3-E-1V54-19-6 =36
Giunstige Betragsberechnung:

(-2

(2
PFl=3| -1]=3Va7171=346 oder |ﬁ|=|—g|-{

™
1J=%J4+1+1=%J§

-1 1
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Die operative Methode

Definition 85:

Die operative Methode verwendet einen beliebigen Geradenpunkt Q
und macht ihn dadurch zum Lotfulipunkt, dalt man verlagt, dait die

Vektoren PQ und U (Richtungsvektor von g) orthogonal sind:
Bedingung also: PQ-G=0

Beispiel 158:
' _] K'_2~,
Gegeben ist die Gerade gdurch ¥ =| 3 |+r] 1 J Tu
h_1 \ 3 .
und P(3]5/2). d
Gesucht ist der Abstand d(PE). p
LOSUNG: g
Ein beliebiger Geradenpunkt von g ist:

Q(1-2r|3+r|-1+3r). Damit folgt:
1-2r Y (3} (-2-2r

PQ=| 3+r 5|=| —2+r
—1+3r_ \2 =3+3r

Q ist genau dann der FuRpunkt des Lotes von P auf g, wenn PQ orthogonal zu i
ist. Daher lautet die jetzt folgende Bedingung:

_2-2r) (-2
PQ-U=0 < | -2+r || 1 [=0 Die aperative Methode ersetzt afso das
3.3r) 1 3 Aufstollen der Lotebene und den Schnit

mit dor Goradon g. Dar Rost it diosolbe
Rechmng!

d+d4r-2+1r-9+9r=0
4r=7 = r=4

Ab hier verlauft die Rechnung wie auf der Seite zuvor:

1 -2 1-1 0
Eingesetztin g: f=|3 +1 1 |=| 3+ =% = F{ﬂ|§|{|
-1 3 -1+3) \3
(0} (3) (-3
Der gesuchte Abstand ist der Betrag des Vektors ﬁ:=F —-|l9|=|-3|:
1) 2) -3
'/—2 {’2"\
PFl=3-| -1]|=3V4+1+1=36 oder [PF|=|-3- 1J=gm=%.ﬁ
—1 1
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Abstand paralleler Geraden
Definition 86:

Der gesuchte Abstand ist der Abstand des Aufpunkies A von g
von der Geraden. Dazu berechnet man den Fulipunkies des
Lotes von A auf h entweder durch Schnitt von h mit der Lotebene
durch A, oder mit Hilfe der operativen Methode.

Beispiel 159:

1
BEISPIEL: /

Gegeben sind die Geraden 'T‘
C1Yy (1 (=1 (1) |
e
g: X=| 3 |+r|2|und h: X=| 0 |+s|2 |
k_z. RE X 2 kg.
Wie grof ist der Abstand von gund h ? /

1. Methode: Die Lotebene E zu g und h durch A.

Wir verwenden den (gemeinsamen) Richtungsvektor von g und h als Normalenvektor
der gesuchten Lotebene:
s
1
2| = E: X, +2%,+2x;, =k. Mit A(13|-2)eg = k=1+6-4=3.
2

h%
Die Lotebene hat somit die Gleichung E: x, +2x, +2x, =3
Schnitt mit h: (-1+5)+2(25)+2(2+25)=3
-1+5+45+4+45=3 = 95=0 = 5=0: F=B(-10/2)
Hier ist also der Aufpunkt von h zugleich der Fulpunkt des Lotes von A auf h.
-1 (1) f—E"J

ﬁ:

Der gesuchte Abstand ist nun der Betrag des Vektors AF=| 0 |- 3 |=| -3
2 -2 4

h

d(gh)=[AF)=Va+9+16 =429

2. Methode: Das operative Verfahren.
(—1+s) (11 [-2+s
25 |- 3 |=]25-3|.

| 2+2s -2 4425
Q wird genau dann zum Lotfulbpunkt, wenn die Vekioren AQ und i orthogonal
sind, wobei mit u der Ricthgsuektcr von h gemeint ist. Eedingung also:

-2+s5 (1
AQ-Ui=0 = |25-3||2|=0 = -2+5+45-6+8+45=0 ergibt s=0

4+2s) (2

Dies ergibt F=B(-1/0/2). Nun wird noch wie oben AF und sein Betrag berechnet.

Der beliebige Punkt von hsei Q(-1+5|25|2+25). AQ=
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Abstand windschiefer Geraden

1. Methode: Mit einer geschlossenen Vekiorkette

Es gibt auf zwei windschiefen

Geraden (das sind bekanntlich h
Geraden, die nicht in einer Ebene

liegen kdnnen), zwel Punkte F; und Fs,
die das gemeinsame Lot L zwischen
beiden Geraden begrenzen.

Das heiltt, dai der Vektor FF, zu beiden

Geraden, also speziell zZu beiden Richiungsvekioren orthogonal ist. Damit wissen
wir, daft die Produkte FF,-U und FF, -V beide Null sein missen.

Damit folgt aus (1)

Wir bilden nun folgende geschlossene Vektorkette:
AF,+FF,+F,B+BA =0
Der Vektor AF ist ein Vielfaches von i, also AF, =r-0, und BF,=s.7.
r-ﬁ+$-s-ﬁ+{a—ﬁj=ﬁ
Lim nun die Loteigenschaft von F;F- ausnitzen zu konnen, multipliziert man (2}

einmal mit G- [r-ﬂ+|=_ﬁ—5-ﬁ+{5—ﬁ']]-ﬁ=5-ﬁ
d.h. r-o° +FF,-0-s-V-0+(3-b)-0=0
]
ergibt r Uz—s-i-ﬂ=—|'lﬁ—5] i (3)
und einmal mit ¥ [r-ﬂ+ﬂ—s V+(3-Db)|-V=0-V
d.h. r-0-V+FF, V-s-¥+(3-b) V=0
: M
|
ergibt r-iv-s-v' =—(a-bj-v (4)

(n

(2)

Die Gleichungen (3) und (4) enthalten auker den beiden Unbekannten r und s nur die

gegebenen Vektoren der beiden g

Geraden g und h. Also kénnen bei vorliegenden Geraden jetzt mit Zahlen
weiterrechnen. Es wird empfohlen, diese Methode bis hierher stets so allgemein zu
machen, da so wesentlich weniger Schreibarbeit anfallt.

1 1 (2 2
Nun ein Zahlenbeispiel dazu: q: X=|-1|+r/0|, h Xx=|1|+5] 1
)\ SR
-3 il b -
-1
= =2 ¥=60V=13-b=-2| und (3a-b)0=-3 (3a-b)V=-2
-2

Damit gehen wir in (3) und (4):
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r-iv-s-v* =—(a-b)-v (4)
wird damit zu A-5=3 (9)
r-6s=2 (6)
(5)-2-(6): Ms=-1 = 5=—7
und aus (&) folgt r=2+6s=2%.
{ 1% g™
Ausgfolgtmit r=%2: f= —1J+% DJ = F,(&]-1148)
D. ‘\1.
2y (2
Aushfolgtmit s=-%: f,=/1-% 1| = F(Z&£)
2

Der Lotvektor fur beide Geraden ist dann

[y ar i 1

_ 11 1
l:1F2={1J_ -1|= % =ﬁL3J
is 7 1
: bl Bl .

Und die Lange des Lotes ist somit
d[gn_}=|ﬁ|=%-ﬁﬁ+9+1 =Z11

g 2

2 =

Diese Methode wurde hier vorgefuhrt, weil sie in vielen Blichem steht und meiner
Erfahrung nach auch von sehr vielen Lehremn (oder fast allen?) verwendet wird.

Doch ich will Innen eine Fortsetzung der hier schon verwendeten Operativen
Methode zeigen. Der Name besagt, dalk man mit einem variablen Punkt staft des

LotfuRpunktes arbeitet und diesen dann zum Lotfulipunkt macht, indem man mit dem

Skalarprodukt eine Orthogonalititsbedingung realisiert.
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2. Methode: Die operative Methode

Die operative Methode nimmt fir F; und Fz jeweils einen beliebigen Geradenpunkt
von g bzw. h und operiert dann damit |

(17 (1
Wegen g X= —1J+r 0| ist Fy zunachst F,(1+r|-1|r), und
0 1

h%

I
[

/2~| /2
Wegen h: 1J+5 1 ist Fz zunachst F2{2+25|'1+5 2-5)
2 -1
(M1+1"
. J=

W
\.r.

.

M+2s—r
2+5
L 2—-5-T

(2425
1+5 |-
L 2-58

Daraus folgt: F, =

Da diese Vektor zum gemeinsamen Lotvektor fr g und h werden soll, mut er zu den
Richtungsvektoren 0 und V orthogonal sein. Dies wird durch diese Bedingungen
festgelegt:

(1+25-r) (1)
(1) FR-0=0 ¢>{ 2+s ||0|=0 = 1+25-r+2-5-r=0

2-s-r |1
d.h. 5-2r=-3 (3)
1+25-r) [ 2
(2) FRV=0<=| 2+5 || 1|=0 = 2+45-2r+2+5-2+5+1=0
2—5-1 11
d.n. 65-r=-2 (4)

Aus dem System  s-2r=-3 (3) bzw. 2r-s=3 ()
Bs—r=-2 (4) bzw. r-6s=2 (6)
berechnen wir rund s:

(5)-2-(B): H5=—1:>5=—%
und aus (&) folgt r=2+6s=%
(1Y (1)
Aus g folgt mit r=2&- T = {1J+ 0| = F(&|-1%)
D 'x1.
2 2
Aushfolgtmit s=-%: f=|1|-% 1| = R(Z18Z)
2) (-1
AN Ay (L C—1
. ] 11 11
FFR=| 2 |-|-1|= & |=% BJ = d(gh |FF|_1LM_|L
Bl |e z 1

r
-
-
-
-
-
-
-
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Winkelberechnungen

Winkel zwischen 2 Vektoren

Hier noch einmal die wichtige Hinflhrung zur Kosinusformel.
Man sollte sie kennen!

b
In unserem Dreieck gilt diese Beziehung: ¢ =a-b.
Dann folgt: ¢*=a%+b*—2ab

Wir wenden auf dieses Dreieck den Kosinussatz an:
c’=a’+b*-2ab.cosy

Durch Vergleich sieht man: a2 =a, b>=b? und & =c?,
denn a=|g=+a-a usw.

Schlielich bleibt noch 2ab = 2ab- cosy also

ab =[al-|b|-cosy = cosy =

al-p

Auf diesem Vergleich mit dem Kosinussatz basiert die ganze Winkelberechnung in der
Vektorrechnung.

Diese Kosinusformel taugt zunachst aber nur etwas fir den Winkel, den die Pfeile
zweier Vektoren einschlieBen, wenn sie gemeinsamen Anfangspunkt haben.

Und zudem muss man wissen, dass es jeweils zwei Winkel zu zwei Vektoren gibt.

G

Gibt man nur einen an, dann ist es immer der kleinere.

242-459



Beispiel 160:

1 (=3
Beispiel 1: a= 4 |, b=|3

-2/ (1)

—3+12-2 7

= Ccosy=

J1:16:4.J9:9+1 2119

Esfolgt: v,=69,5°, v, =360° -7, =290,5°

Beispiel 161:
i 2 "-I E_S
s lalicl 112 cosve ~10+3-16 ~ 23
3’ | 5 a9+ 6425:1+4 77430
T | I,

Die Kosinusfunktion hat negative Werte fir Winkel zwischen 90° und 270° .
Daher folgt: v,=118,6°, v, =360° -y, =2414°

Winkel zwischen 2 Geraden.

Wenn sich zwei Geraden schneiden, gibt es vier Schnittwinkel.
Die jeweils gegeniiberliegenden sind als Scheitelwinkel gleich.

Also folgt: v,=7v,, 1.=7, und 7y,+7,=180" usw.

Es kann jetzt also keine gréReren Winkel als 180° geben, und
der kleinere von beiden ist kleiner als 90° . Wenn gund h
orthogonal sind, dann sind alle vier Winkel gleich grof?: 90°.

Durch eine einfache Malinahme garantiert man nun, dal
die Kosinusformel immer den kleineren Winkel liefert:

Man setzt fiir den Kosinus Betragsstriche. Dannist 0 <y, <90°:

CoSy = -y

ERK

Bemerkung 34:

Achtung: Hier haben wir den Betrag in zwei génzlich verschiedenen Bedeutungen
vor uns: Der Betrag im Zahler |G-\_r| mach eine eventuell negative Zahl u-v positiv.

Die Betrdge im Nenner berechnen die Lange der Pfeile der Vektoren u und v |
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Beispiel 162:

Die Geraden g und h schneiden sich. Berechne die Schnittwinkel:

FoN 40 2y (2
g: x=| 1 +r 4 h: x= 1+s—1|
—8_,' ~7 '-\_8 / l. 2 /
Lésung:
( 472
4 - -1
\-7) 12 8+4-14] 2 2
cosy =1 - = = i
(4 |(2) J16+16+49.4+1+4 93 27
4 —1
=702
7,=85,75° = y,=180-y, =94,25°
Beispiel 163:

Untersuche, ob sich die Geraden g und h schneiden. Berechne den Schnittpunkt
und die Schnittwinkel.

Losung:

Die Geraden schneiden sich dann, wenn sie in einer Ebene liegen und nicht parallel
sind. Dafl sie nicht parallel sind, sieht man daran, dal die Richtungsvektoren nicht

kollinear sind (Vv =k-u ). DaR sie in einer Ebene liegen, liefert die Determinante

2 1 -3|2 1
D=‘u v E‘:z 4 _8|2 4--48-8-48-12+128-12=0
1 8 6|18

Da viele Lehrer die Vekro'rrechnung ohne Determinanten betreiben, sollten diese
Leser an Stelle dieser Determinantenrechnung die Probe in der Schnittpunkts-
berechnung machen.

Berechnung des Schnittpunkts:
‘5 2 2 1 {2r—5=—3 (1)
Bl+r|2|=/0|+8| 4| < 2r+4s=-8 (2)
0 1 6 8 1 r-8s=6 (3)
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(2)—(1): 55=-5 = s=-1.

Wer den Nachweis, dal3 sich g und h schneiden, bereits mit der Determinante
geflihrt hat, kann hier authéren und durch Einsetzen von s in die Gleichung von g
den Schnittpunkt berechnen (siehe unten). Wer keine Determinantenprobe
durchgefihrt hat, muii weiterrechnen, also r bestimmen und dann in Gleichung (3)
die Probe machen. Stimmt diese, liegen die Geraden in einer Ebene und schneiden
sich daher, stimmt diese nicht, liegen g und h nicht in einer Ebene. Sie sind dann
windschief und ohne Schnittpunkt ! Die Probe oder die Determinantenrechnung sind

also unbedingt notwendig !

Aus (1) : 2r=5-3=-4 also r=-2.
Probe in (3) : -2+ 8=6 Diesisteine wahre Aussage, die Probe stimmt also.
(d.h. g und h liegen in einer Ebene und schneiden sich.)

Berechnung von S: s =-1inhergibt S(14|-2).

Berechnung der Schnittwinkel:

G-V _ |2-8+8| _ 2 _2
V| V4+4+1.1+16+64 3-9 27
y,=85,75° = y,=180—y, = 94,25°

cosy =

Beispiel 164:

Untersuche, ob sich die Geraden g und h schneiden. Berechne den Schnittpunkt
und die Schnittwinkel.

6 3 2 —1
g: X=|-7|+r| 4|, h: x=[15|+s|-2

15 5 -5 1

Taa 5 v

Losung:

Die Geraden schneiden sich dann, wenn sie in einer Ebene liegen und nicht parallel
sind. Dal} sie nicht parallel sind, sieht man daran, daf die Richtungsvektoren nicht

kollinear sind (v=k-u ). DaR sie in einer Ebene liegen, liefert die Determinante
3 -1 413 -1
D=[u ¥ AB|=|-4 -2 22 |4 -2=120-110+16-40-66+80=0
5 1 -20|5 1

Da diese Determinante 0 ist, sind U, Vv und AB komplanar, d.h. g und h liegen in
einer Ebene. Da sie aulterdem nicht parallel sind, schneiden sie sich.
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Berechnung des Schnittpunkts:

6) (3) (2 1 (3ris=-4 (1)
7 |+r| -4 |=[15|+s| 2| & {4r+2s=22 (2)
15 5) (-5 1 5r—s=-20 (3)

(1) + (3) liefert 8r=-24 = r=-3:
Eingesetztin g: S(-3/5/0).

Berechnung der Schnittwinkel.

_|U-_v' B |—3+8+5| 10

G- Vo+16+25-vi<4+1 506

v, =54,73° = y, =180—y, =125,27°

cosy

Winkel zwischen 2 Ebenen.

Auf die Frage, wo denn zwei Ebenen einen Schnittwinkel haben, kommt in der Regel
selten eine brauchbare Antwort. Es ist schon Uberhaupt schwer, zu erklaren was ein
Winkel ist. Meistens begntgt man sich mit der Antwort, da? zwei Halbgeraden mit
gemeinsamem Anfangpunkt zwei Winkel bilden. Damit meint man dann etwa die
beiden Punktmengen, welche die Halbgeraden begrenzen. Man nennt dies dann
auch zwei Winkelfelder. Ich will dies nicht weiter vertiefen.

Zur Vorstellung reichen jedoch zwei Halbgeraden oder zwei sich schneidende
Geraden. Doch wo sehen wir bei zwei sich schneidenden Ebenen solche Geraden
oder Halbgeraden ?

\ N =

/\ /\

Da man Ebenen nur darstellen kann, wenn man sie allseitig begrenzt, so dalt nur ein
Parallelogramm als Ebenenausschnitt abgebildet wird, kann man zwei sich
schneidende Ebenen so zeigen, wie hier geschehen. Die Schnittgerade habe ich
langer gezeichnet um anzudeuten, dalk die Ebenen nicht dort aufhdren, wo die
Parallelogramme enden!
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Ja, und wenn man sich dann Schnittwinkel zeigen IaRt, dann zeigen Schiler in der
Regel auf die Kanten der Parallelogramme, dort sieht man so etwas wie Winkel.

MNun sollte man wirklich Modelle haben, um sich vorstellen zu kénnen, dal man
jedesmal einen anderen Winkel bekommt, wenn man anders durch die Ebenen
schneidet. Verlduft die Schnittebene senkrecht zu beiden Ebenen, dann erhélt man
Zwel Geraden, welche nun das definieren, was man den Schnittwinkel nennt.
Schneidet man eher schrag, dann andert sich dieser Winkel.

Jede Stralte geht nicht direkt den Berg hinauf sondern verlauft schrag in
Serpentinen, um den Steigungswinkel zu verkleinern. Ein Schnitt senkrecht zur
Schnittgeraden ergibt den gréiten Steigungswinkel. Diesen nennt man den
Schnittwinkel der Ebenen (Es gibt naturlich noch den zweiten, den Nebenwinkel).
Jeder nicht orthogonale Schnitt ergibt eine schrag aufsteigende Linie mit kleinerem
Steigungswinkel.

Die blaue Schnittebene
orthogonal zur Schnitigeraden
erzeugt den Schnittwinkel.

Die rote Ebene schneidet
schrag und ergibt einen
kleineren Steigungswinkel.

Wir stellen uns nun vor, dalt das Zeichenblatt bzw. der Computerbildschirm die
Ebene sei, die unsere beiden Ebenen senkrecht zur Schnittgeraden schneidet.
Dann sieht man in dieser Darstellungsebene die eigentlichen Ebenen nur als
Geraden.

n
Da der Schnittwinkel der Ebenen dem n, 1 E,
kleineren Winkel zwischen den beiden
Normalenvektoren entspricht, 14t sich .
der gesuchte Schnittwinkel der Ebenen L E,
T2

mit Hilfe von n, und n, berechnen:

cos«(E,,E,)=cosy = |ﬁﬁ1 : r12|
-

n,
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Beispiel 165:

Gegeben ist E1 durch 2x,+6X,-5x; =34 und Ez durch —4x,+Xx,+9x,=12.

(2 —4
Dann liegen diese Normalenvektoren vor: n,=| 6 |, n,=| 1
-5 9

|-8+6-45| 47

Und wir erhalten diese Schnittwinkel: cosy=

Ja+36+25.16+1+81 /65.98

Dies ergibt v, ~53,9° und y,=180" -y, ~126,1°
Beispiel 166:

1 2 -1 7 -4 (2
Gegeben: E,: X=|0|+r| 1 |+s| 2|, E,: x=[12|+a] 1 [+b| -2

1 -1 0o 3 1 7

A o, v
n, ‘m,

Berechnung der Normalenvektoren. n=|n, | vonE, und m=|m, | von E;.

n3 m3
Bedingungen:

(1) uh=0 < 2n,+n,-n, =0 (1) uM=0 < —-4m,+m,+m, =0
(2) vji=0 < -n,+2n,=0 (2) v.m=0 < 2m,-2m,+7m, =0
Wahle n,=4, LeR = n,=2A 2:(+(2): -6m,+9m, =0 = m, =2m,

Aus (3): ny=2n,+n, =54 Wéhle m,=3u,ueR = m,;=2p
Aus (1) my,=4m,-m, =12n—-2p=10p
(25 2 3u 3
= A=| & |=h| 1 = m=|10u |=pn| 10
Sh 5 2u 2
Cpem| 6+10+10 . i
cosy Al V4+1+25-4/9+100+4 J_v‘rﬂ— =635 1 = 116,57
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Winkel zwischen Ebene und Gerade.

Gegeben sei die Ebene E durch

4x,+3X, —7X, =28

und die Gerade g durch

2 1
X={0|+r| 1
5/ |-2

Wir sehen am Produkt U-n=4+3+14=21=0, daR der Richtungsvektor von g und
der Normalenvektor von E nicht orthogonal sind, dann ist g auch nicht parallel zu E.
Also schneiden sich g und E.

Projiziert man g senkrecht auf E, so entsteht die Schattengerade g .
Den Winkel zwischen g und g° nennt man den Schnittwinkel von g und E !l

Nun aber kann man diesen Winkel a so nicht berechnen, denn man macht sich
doch kaum die Muhe, die Projektionsgerade zu berechnen (Dazu mlRte man eine
Lotebene senkrecht zu E durch g aufstellen und mit E schneiden ! )

Daher hilft dieser Trick weiter:

Man berechnet den Winkel zwischen dem Normalenvektor n der Ebene und dem

—

Richtungsvektor u der Geraden:

=31
o]

Cosp =

— (1)
A ¢
Dann kénnte man so weiterrechnen: o =90° —-p. Da wir in der Kosinusformel den

Betrag im Z&hler verwenden, wird der Kosinus garantiert positiv (wenn nicht zufallig
g L E ist) , und damit erhalten wir einen Winkel zwischen 0° und 90° .

Doch es geht noch eleganter. Dazuschauen wir uns dieses rechtwinklige Dreieck

an: Hier gilt doch C
b
cc:ns|3=E und sino =2
c c a
also gilt cosp=sinp. A c B

und dabei gilt: o +p=90°11

Diese Situation haben wir in unserer Aufgabe oben: Wir haben zwei Winkel
a und B, deren Summe 90° betrdgt. Dann gilt sina =cosa.

Das bedeutet, dal wir aus (1) diese Formel erhalten:

Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene:
-y

|- (g

sina =
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FUr unser Beispiel folgt:
-l 4+3+14 21

AT J16+9:49V1:1+4 746

Also folgt o,~85,3° und der Nebenwinkel o,=180°-a, ~94,7°.

sina =

Die Winkelhalbierende zweier Geraden

Die Erzeugung des Richiungsvektors der
Winkelhalbierenden von g und h beruht auf
falgendem Trick.

Verwendet man fur g und h jewells
Richtungsvektoren mit dem Belrag 1, also
Einheitsvektoren, dann bilden sie bef der
Addition eine Parallelogrammifigur, die
wegen der gleichen Lange aller Seiten zur
Raute wird. In einer Raute halbiert die
Diagonale (also die Richtung der
Vektorsumme) zugleich den Winkel 1.
Somit ist der Summenvektor auch der
Richtungsvektor fur die Winkelhalbierende
(In der Abbildung leicht verzerit )

Beispiel 167:
2 1 2 4
g: X=| 5 |+r 2|, h: X=| 5 |+s| -7
-3 2 -3 4
1 1)
Richtungsvektor von g: Ti=| -2 | mit [0|=+1+4+4=3 also U°=1|-2.
2 )
4 (4
Richtungsvektorvon h: V=| -7 | mit |[V|=116+49+16=9 also V°=1-7|.
4 L 4
1 <+ '3 4 7
Richtungsvektor vonw: U°+V° =2 -2|+1| -7 |=4| -6 |+4| -7 |=4| -13|.
2 <+ 6 4 10
7 2 7
bzw. Ww=| -13| Gleichung der Winkelhalbierenden daher: w: X=| 5 |+t| -13
10 -3 10

Als Aufpunkt nimmt man in der Regel den Schnittpunkt von g und h, weil man diesen
entweder berechnen kann, oder weil er wie hier im Beispiel gegeben war !
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Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Man schreibt das neue Produkt mit einem Kreuz, weshalb es auch ,Kreuzprodukt®
heiltt, oder auch einfach nur Vektorprodukt.

[a, B ( II‘:"'1 )
Gegeben seien die Vektoren a=/a,| und b=|b,
la, (b,
(o )
Mit e,=/0 ‘ e, =‘ 1 und e,=|0 ‘ bezeichnen wir die drei Einheitsvektoren,
(0] 10 1)

welche wir als Basis flr unsere Raumgeometrie verwenden. Dann gilt

Definition 87:
3 _ 5 1 b1
axb=le, a, b, (1) oder (2)
ES 3 bB

Zunachst noch eine weitere Eigenschaft dieses Kreuzproduktes.

Bemerkung 35:

Vertauscht man im Kreuzprodukt die Vektoren, erhalt
man den Gegenvektor:

—

bxa=—-axb

Beispiel 168:
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/27
‘3‘
1
5, 2
s, -3
&, 1

(LR i.'DI_:‘,'DI

w

axb=-17.8,-68,+168,=| -6

[ [ U e =

2

-—

‘ ergibt

( 17

| 16

, -3=-15.8,+4-8,+4.8,-(-12)-8,-2.8,-10-8,

Wir kénnen nun die Probe machen, ob dieser Vektor auch zu a und b orthogonal
ist. Erinnern Sie sich ? Dazu mul? das Skalarprodukt Null werden. Rechnen wir also

nach:

und

Damit haben wir an einem Beispiel nachgerechnet, dal? das Vektorprodukt zu den
gegebenen Vektoren orthogonal ist.

Beispiel 169:

o

P "

2

[4
5-[5)(5:): 2
(5

2

2| =(-2)8,-(-9+2)&,+(-6-0)8, =

-3

14

.‘_1?'.
;
16

(=17
-6
[ 16

34+18+16=0

68-12+80=0

r _2 Y

-6

(0}

7 |=(84-84)8,—(-168+168)&, + (56 —56)8, = | 0

-21

{0
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Eigenschaften des Vektorproduktes
Bemerkung 36:

Eigenschaft 1:

Das Vektorprodukt zweier kollinearer Vektoren
ist der Nullvektor.

Eigenschaft 2

—_—

Sind zwei Vektoren a2 und b orthogonal, dann gilt

‘éxﬁ‘:‘é‘-ﬁ

Flacheninhalt eines Parallelogramms

Der Flacheninhalt eines Parallelogramms wird durch die Formel A =g-h
berechnet. Dabeiist g=|a .

berechnen: sina =|%| = h= ‘E‘-sina .
So ergibt sich diese erste Formel: A=l ‘E| sine (1)

Kluge Mathematiker haben schnell herausgefunden, dal dies etwas mit dem
Vektorprodukt zu tun hat. Und schon der Vergleich dieser Formel mit der
Eigenschaft 2 von Seite 10, 1Rt einen Zusammenhang vermuten.

Um diesen herzustellen miissen wir den Vektor b in zwei Komponenten zerlegen,
das soll heil?en in eine Summe zerlegen, deren erster Summand in Richtung des
Vektors a zeigt, und deren zweiter Summand senkrecht zu a verlauft:

Die H6he kann man mit den Mitteln der Trigonometrie
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Jetztist b=0+V.

Wir verwenden jetzt Einheitsvektoren. In Richtung des Vektors a heiltt dieser
bekanntlich a°. Daher kann man schreiben: u=|u|-a°.

Den zu a orthogonalen Vektor, der in der Parallelogrammebene liegt und die

Lange 1 hat, heiRen wir 7°. Danngilt: V=|v|-i° =h-A°, wobei h die Héhe des

Parallelogramms zur Grundseite ist, die durch a festgelegt ist.

Nun zurtick zum Vektor b. Wir erhalten mit diesen Hilfsmitteln jetzt:
b=0+v=[0]-2°+h-A°.

Jetzt spielen wir ein wenig mit unserem Vektorprodukt und schauen, was sich ergibt,

wenn wir die beiden Vektoren, die das Parallelogramm aufspannen, also a und b
mit einander multiplizieren:

axb=ax(|u-a°+h-n°)=axula® +a~<hn°.

In diesem Produkt stecken zwei Produkte, (iber die wir nach unseren Kenntnissen
viel aussagen kénnen: é><|f1|§ =0, weil die beiden Vektor kollinear sind.

axhn® =‘é‘é° <hn° =|§|-h-(é° - ﬁo).
Nach der 5. Forderung (Seite 8) ist das Vektorprodukt zweier orthogonaler
Einheitsvektoren wieder ein Einheitsvektor, der auf den beiden anderen senkrecht
steht. Nennen wir ihn hier einfach s. Dann haben wir jetzt:

axb=06+[a-h-3=[3-h-3
Nehmen wir nun davon den Betrag, dann folgt
[a<b|=[a]-h-[s| =[] -h.

denn fir einen Einheitsvektor gilt ja |s|=1.

Und nun reibe man sich die Augen. Das Ergebnis von |§ >-<E| ist genau der Inhalt

des Parallelogramms, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird, denn
3| =g istja die Grundseite und h die Héhe.
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1. Ergebnis:

Wird ein Parallelogramm von den Vektoren a und b

aufgespannt, dann kann sein Flacheninhalt so berechnet
werden: A= ‘ﬁxﬁ

Zum Schluld vergleichen wir noch dieses Ergebnis mit der Formel von Seite 11:
und erhalten |§ ><E| = |é‘-|5‘ .sinc, wobei o dervon a und b eingeschlossene

Winkel ist.

2. Ergebnis:

Der Betrag des Vektorprodukts kann so berechnet
werden:

axD|=al+ b|esin( &b

Beispiel 170:

Gegeben sind diese vier Punkte:

A(4]12]-1). B(7]-3]1); C(4]-1]5); D(1]4]3)

Zeige, dal} ein Parallelogramm vorliegt, berechne dessen Inhalt und
seine Innenwinkel.

D
Losung: 5 v
(7Y (4 (3)
AB=b-a=|-3 -|2|= -5 g g

=]

(1) 1-1) 12 A = *a
ll‘. 4 Y 1 r 3 Y
DC=c-d=-1|-|4|=|-5 -
'51 13l | 2] Weil AB=DC sind zwei
P S Gegenseiten
_ (4 (7 (3 parallel und gleich lang, also ist
BC=c-b=|-1|-|-3|=| 2 ABCD ein
5 1 | 4 ) Parallelogramm.
(1) (4) (-3
AD=d-a=|4|-| 2 |=| 2
(3) (1) (4]
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Berechnung des Flacheninhaltes:

&, 3 -3 (-24)
U<V=ABxAD=le, -5 2|=8,(-20-4)-¢&,(12+6)+&,(6-15)= 18
e, 2 4 -9 |
oa| l_s
A=[u<v|=|-18]|=3. —6|=3-m=3-m[FE}
-9  |-3)

Berechnung der Innenwinkel mit dem Vektorprodukt:

_ ‘Eixii
Aus [0xV|=|U[|V|-sina folgt Smu:‘[j-‘?‘
(3 (-3
G]=| -6 |=vo+25+4 =38, [V|=| 2 |=O+4+16=129

| 2 ) | 4

_Juxv| 3109 an g0
Also folgt Sm&_|ﬁ\-|ﬁ\_g’§.@ = a,=70,6".

256-459



ACHTUNG:
Wir haben ein Problem, das ein Schiiler meist Ubersieht.

Das Parallelogramm kann auch diese Form haben:

Und dannist a ein stumpfer D C
Winkel. Da unser Parallelogramm

im Raum gegeben ist, kénnen wir nicht
einfach durch eine Skizze Uberprifen,
welcher Fall vorliegt. o

A B

Aus der Rechnung, die wir gemacht haben, kénnen wir auch keine Folgerung
ziehen, weil der Sinus fir Winkel zwischen 90° und 180° ebenfalls positiv ist.
Es gibt jedoch eine weitere Berechnungsmaglichkeit fir Winkel, und zwar Gber
das Skalarprodukt. Dort lautet die Formel:

U-v=|U-|v[-cosa = cosa =£
o] V]

Wird hier das Skalaprodukt negativ, erhalten wir einen Winkel im 2. Feld, also
im Bereich zwischen 90° und 180% . Es ist also glnstiger, damit zu arbeiten!
Hier unsere zugehdrige Rechnung:

F 303
—5| 2
u-v (2)14) -9-10+8 -11

cosd =

] V38 25 Ja8.v2® V3829

Und prompt erleben wir unsere Uberraschung, der Winkel ist tatsachlich
stumpf: a=108,4°  (Zur Kontrolle: Dieser Winkel und der zuvor
berechnete ergeben zusammen genau 180° 1.

Die restlichen Winkel sind ,easy”:
p=180°-a=70,6°, y=a und 5=p.
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Zusammenfassung

Addition
a+h a b, a; + b . itp_—"
g + by = az + bo b T b
g bs ag + by =" i |
B —
Subtraktion e
i—b a) by ay; — by . .H"‘--.__.___x P
ay | —| by | =] ax—1by b T~
as by az — by _—d T
T
Skalare Multiplikation .
LU Ef_f__d_———"'
A-d a A-ay —
A az = A-az —i _j-_
az A-ag —
=i
Betrag Der Betrag von Vektor @ ist gerade die
Lange dieses Vektors. _
i o — I
|E1'| = [r %) =/ T4 322 + (1:32 — —— -
as - i
Skalarprodukt Mit Hilfe des Skalarpro-
i-i dukts kann man Winkel
zwischen 2 Vektoren be-
rechnen.
ib
coso = ——
|al - [B]
Wichtig: @lb=a-b=10
Vektorprodukt
- axbldahb
axb ,

Wichtige Anwendungen: . .
# Normalvektor einer Ebene (A, b &) i =bx T

® Drejecksfliche: F' = % ‘.ﬁ = E|

- APxE
s Abstand Gerade (A, b) und Punkt (P): d = J—m—t

. ﬁ',gkolincarﬁ dxb=0
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Spatprodukt

[3.5.3 @0 = (@x8) e=lee b e

Volumen des Spat:

v=(5+1) 4

Wichtige Anwendungen:
« Volumen eines Tetraeders: V' = % ‘ (E * ﬁ) - E‘

® Abstand von 2 Geraden g {AI_;] und b {C-'._cf_]:
|(Bxd)-ac|
d==
|b>\d

Gesetze fiir die Grundoperationen

_.

U‘l
Fﬂl

o Kommutativgesetz

\--_.-f'

+E=d+ ( ) (A-p)-d@=A(p-d)

i+
o Assoziativgesetz (
A- (Atp)-da=r-a+p-d

Dl
q—-

o Distributivgesetz

(

Gesetze fir das Rechnen mit dem Skalarprodukt

o Kommutativgesetz i-bh=0b-a

o Assoziativgesetz (A-d)- b=A- (&’- E)

o Distributivgesetz a- (5+ dl=da-b+a-¢
o Quadrat a2 =i d=|d*

Gesetze fiir das Rechnen mit dem Vektorprodukt

o Kommutativgesetz gilt nicht, aber: @ x b=-bxa
o Assoziativgesetz gilt nicht allgemein
o Distributivgesetz i = (54— E) —dxb+daxe

) [rﬁ'}x(yfﬂjz.ry(d’xg)

Gesetze fiir das Rechnen mit dem Spatprodukt

o Zyklische Permutation [a, 5,,5'] - [E’.aa:] - [a g, 5] —_— [E_. B, a'] - [E &',rj —_ [a_.aﬂ]

N -
[ ub, 2
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Ortsvektoren: Zusammenhang zwischen Punkten und Vektoren

Alayfaz/as) Afay/az/as)

@ i
— ! ?7,1 = (ﬁ = 1]
Ta= a3
as
(5]

Vektor zwischen zwel Punkten

AbD = —Ta = 3 — Qg

B (b /ba/bs)

bii — g

Linge eines Vektors (=Betrag) Der Betrag von Vektor @ ist gerade die
a a Lange dieses Vektors. _
i - a .
il = || az ||=va?+az?+as? —_— -
- i

Abstand zwischen zwei Punkten

* B
Ae -
Alay faz/a;z) -— / - : 2 s
(Gl, dz /g AB = )E| = .')"I [b] — g]}g + [:b"! — 92)3 + (b.'i. — G_;;} - W= 1”
B (by /by /bs)
Mittelpunkt M einer Strecke AR
A(ﬂ[.."lﬂzl,-'rﬂ;;) 1 e - B
P = 0M = 5 (74 +7) A M

B (b /b2 /bs)

Schwerpunkt S eines Dreiecks ABC

Ala,fazfaz)

‘,

Jl
Il
n
7
Il

] e

(Fa+T7r+7c)
B (b /b2 /bs)

[ [!’J] I."'!','g I."l!’,';;]

Winkel zwischen 2 Vektoren

- b
b COS (P = ——
la] - |B|

Wichtige Anwendungen:

» Winkel zwischen zwei Geraden g (_4.5} und h (C, cf}:
Bd ‘
[GRz)

® Winkel zwischen Gerade g {45‘] und Ebene E (C,72):

cosp =

3 b.ii
sing = | =1
T | Bl
& Winkel zwischen Ebene E; (A, ) und Eq (B, n3):
cin — |7
S = |l ]
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Einheitsvektoren (Vektor mit Linge 1)
- 1 i
i fe = — @ - 1 =
T —= &=y -d
1
Parallele (kollineare) Vektoren ib=—2-a
- Zwel Vektoren sind genau dann kollinear (glei- i afe#N-a
i, b che oder entgegengesetzte Richtung), wenn sie —
Vielfache voneinander sind: =-—-—~—’"'_E'):__—_ —_— 7
B
@b kollinear & @=A-b
Senkrechte (normale) Vektoren
< i o @lb genau dann wenn @ - b=0
& o Senkrechte Vektoren produzieren im 2-Dimension:len: i .
e i-b=
7= () )( %) b
(i 5] (23] : —l]
o Senkrechte Vektoren produzieren im 3-Dimensionalen:
s 0 0 [ —itq iy s
a=| a |1 s o o—as | 0 R 0 A —aa a;
as —ilz az —i a 0 0
T
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Parameterdarstellung der Geraden

Startpunkt: A{a,/az/as) g:F=74+t-b

=l

Alayfag/as)

Richtung;: b

iy
[
Il
==
=
— "+
+
-+
o o
Pl
)
=l
Il
il
=
=l

Koordinatengleichung der Geraden

Normalvektor zu g: i = ( t; )

grar+by+c=10
Punkt auf g: P(pi/p2) f;m +bhy+e=0
P(p1/pz)

HNF (Hesse Normalform, spezielle Form der Koordinatengleichung), Abstand Punkt-Gerade

P (p1/p2)
ar+by+c Lz
. _ HNF, : — == =10 i i
g:art+byt+c=10 a Iy .I'. \ 1 |episbpare \ NF, > 0
P (p1/p2) a-pr+b-ppte | T Ve }-{j"i"_-ﬂ
d = [HNF, (P)| = — \ T ENF <

1
—g:ar+by+c=0

Achsenabschnittsgleichung (spezielle Form der Koordinatengleichung)

Achsenabschnittsgleichung:
1 1 B(0/B)
g:axtbytc=10 E‘x“‘g'y:l (v/o)
= A{a/0), B(0/b) sind die
Achsenabschnitte

Explizite Darstellung (Lineare Funktion) )
m = ¥a—u
P[.r].;"y]_] ra—T1

g:ry=mx+q
Q (@2/12) Steigung: _ku
o Steigung: m p— P(z;

o y-Achsenabschnitt: q

. 1
o Senkrechte Steigung: my=-——

My — Mg

o Winkel zwischen g und h: tanvy = ‘ g:y=mr+gq

1+mg-mp

Zusammenhang zwischen Richtungvektor 5, Normdlenvektor 7i und Steigung m
L. - i, [ —ba —Ay
g:r=ra+t-h e d=|, = by = Az

grar+by+e=0 . (b]) ( B ) (A.r)
o b= = =
g:y=mz+q b —a Ay
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Parameterdarstellung der Ebens

2]}

Startpunkt: A (a;/az/as) g FT=Fa+X-btp-F

2 Richtungen: b,& T g I 1
gl v | =1 az |+A| b2 J4pe| ez |
z a3 by €3 )

Koordinatengleichung der Ebene @
ni=| h
¢ e
Normalvektor zu E:i= | b E:ar+by+cz+d=10
€ E:ar+by+ecz+d=10 7
g i
Punkt auf E: Ppi/p2/pa) 'P_{PIJ‘PZ."{P‘J}

HNF (Hesse Normalform, spezielle Form der Koordinatengleichung), Abstand Punkt-Ebene

) ar+by+ez+d _0 p{lﬂfpr.*fﬁa]

. — HNFg :
E:ar+by+cz+d=10 N = ey =
P (p1/p2/ps) G‘P1+5'Pz+ﬂ‘i’33+d'
VaZ F 2+ 2

ii
-=--ﬁ_E_LHNF;; >0
i

-
" HNFg <0

d= |
d = [HNFg (P)| =

E:ar+by4ex+d —0 -

Achsenabschnittsgleichung (spezielle Form der Koordinatengleichung)

Achsenabschnittsgleichung:
1 1 1 oo/ fgj
E :ar+by+cz+d=10 E~I+E‘y+zlz=1 ;

ia

E:frifutiz=t

= A (a/0/0), B (0/b/0),C (0/0/c) A (a/0/0) B (0/b/0)

sind die Achsenabschnitte xr

Zusammenhang zwischen den Richtungvektoren 5_.5.’ und dem Normalenvektor f

E 7= fa+Abip-d o E:F=Fa4+A-btp-
E:az+bytez+d =0 = i = b x & ist ein Normalvektor
o Erar+by+ex+d=0

+
i
== b ist ein Normalvektor

0 c b
= c . 0 .| —a | sind Richtungsvektoren
—b —a 0
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Komplexe Zahlen

Herkunft
Die Herkunft der Komplexen Zahlen ldsst sich wie folgt beschreiben:

Die anfanglichen Probleme der Mathematik bestanden darin, dass man einfache Re-
chenoperationen bei manchen Aufgaben nicht anwenden konnte.

Die zuerst definierten natiirlichen Zahlen reichten irgendwann nicht mehr aus, um alle
Probleme der Mathematik zu erfassen. Zum Beispiel bei der einfachen Rechnung 5 ge-
teilt durch 2 erhalt man das Ergebnis 2,5, welches nicht im Bereich der natirlichen
Zahlen liegt. Hierzu haben die Mathematiker die rationalen Zahlen eingefiihrt, welche
auch Briiche beinhalten. Jedoch ging der Weg nicht direkt von den natirlichen Zahlen
zu den komplexen Zahlen, sondern die noch recht unvollstandigen natiirlichen Zahlen
wurden durch die negativen ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die irrationalen
Zahlen erweitert...

Beispiel 5:
Betrachten wir folgende Gleichung:
x2+5=0

2

x“=-=5

Fir diese Gleichung gibt es in den reellen Zahlen keine L6sung.

Und jetzt kommen wir zu unserem Thema: Man hat nun doch wieder neue "Zahlen"
eingefihrt, die auch dieser Gleichung zwei Losungen gibt. Doch hier wird es schon fast-
philosophisch:

Darf man diese neuen Gebilde noch Zahlen nennen?

Das angeschnittene Problem, ob man das, was jetzt eingefiihrt wird, noch Zahlen nen-
nen darf, findet eine Antwort in einem Prinzip, welches die Mathematiker einmal fest-
gelegt haben. Hermann Hankel (1839 — 1873) hat 1867 diese Forderung (genannt das
Permanenzprinzip ) ausgesprochen:

Definition 88:

Neue Objekte diirfen nur dann ,Zahlen“ genannt werden, wenn fir sie die Rechenge-
setze gelten, die man fiir die bisherigen Zahlen kennt.

Dies ist nun eine etwas dehnbare Angelegenheit, wie wir bald sehen werden, denn wir
werden lernen, dass man die neuen komplexen Zahlen addieren, subtrahieren, multi-
plizieren, dividieren und potenzieren kann, aber man kann sie nicht der GréRe nach
vergleichen. Und damit stellt sich die Frage, welche Gesetze sollen gelten?

Wir definieren jetzt also neue Zahlen und fiir sie Rechenoperationen. Dazu lberprifen
wir die wichtigsten Rechengesetze und geben uns damit zufrieden!

Nichts anderes tut man ja auch im Grunde, wenn man erfahren hat, was 2 ist.
Man rechnet mit dieser Zahl, ohne sie in Wirklichkeit genau zu kennen.

Wenn wir also eine Moglichkeit suchen, Gleichungen der Art
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x? =—-1;x% = =2;x% = =3 usw.

zu l6sen, tun wir das, was bereits der deutsche Mathematiker Leonhard Euler (1707 —
1783) getan hat, wir fihren ein Symbol fir die Lésung ein, dessen tiefere Bedeutung
noch gar nicht klar ist.

Euler hat als Symbol fur die Lésung der Gleichung x? = - 1 das Zeichen i verwendet.

i soll die Abkiirzung fiir ,,imaginare Einheit” sein. ( ImaginarheiBt eigentlich eingebildet;
i ist also eine eingebildete Zahl ). Die Probe fiihrt dann auf

i?2=-1

Man kann daher auch diese Schreibweise einflihren:

i=v-1

Und wir wollen gleich weiterdenken: Wir wissen, daR die Gleichung x* = 4

neben der Lésung x = 2 auch noch die Lésung x = - 2 hat. Hat die Gleichung x* = -1
also auch diese beiden Losungen x, =i, x,=- also Xx,=%i 7

Nun bendtigen wir unser oben erwahntes Permanenzprinzip. Wir verlangen, daR die
gewohnten Rechengesetze gelten sollen. Dann folgt also:

()" =(=1)- (1) = (=D - (=D -ii=i* =1

Also ist auch -i eine Lésung der Gleichung ;1=-1. Wir haben L={ i}
Dieses Permanenzprinzip lalt auch folgende Rechnungen zu:
i+i=1i+1-i=01+1)-i=2-i
5i+12i=(5+12).i=17-i
23i-15i=(23-15)-i=8-i
i—-5i=01-5)-i=—4i

Hier haben wir das sogenannte Distributivgesetzt zugrunde gelegt, welches das
Ausmultiplizieren von Klammern regelt:

a-(bxc)=a-bta-c
Wir kénnen auf diese Weise weitere ,einfache” Rechnungen erstellen:
i-0=0-i=0
i+0=i

—,:1.
|
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Das Potenzieren der imagindren Einheit sollte man lben:
iZ=-1 (das folgte aus der Definition: i=+—1

P=ii-i=-1i=-i

=1
it =i f = (=1 (=D =1

i=i'.i=i denn i‘=1

aligemein:  i“ =(*)".i"=1".i"=i" far r=0,1,2 oder 3.
Man kann dann auch sofort Vielfache von i potenzieren:

(3)" =3%.i*=9-(-1N=-9

(-5i) =(=5)*i%i=—125.(-1).i=125]

(21) =2*.i*=16.1=16
Man kann selbstverstandlich auch durch i-Potenzen dividieren:

4 4.1 4j . .a a-i a- .
—=—=—=-4i, allgemein: —=—="—=-a-i
[ B L i Qi -1
E—i——ﬁ allgemein: 2-2 _ 4
e A S

121 121 12i : . a a-' a- .
5 = T = ; =12i allgemein: Fzﬁ:T:aq

Nun schauen wir uns diese Wurzeln an:
V=16 =16 --1=4.i=4i
V=25 =+/25 -1 =5i
J-13 =13 4/-1=413:i =iW/13

2 242 24241 g5,
2 J2d2 2
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Man kann selbstverstindlich auch durch i-Potenzen dividieren:

4 4.0 A4 _ _a ai ai _
—=— =—4i, allgemein: —=—=—"——=-ai
00 -1 R Y B
E:E:—5 allgemein: a_2_,
- P

121 _121 _121 4o, allgemein: a_ai_ai_,;
it R TR

Nun schauen wir uns diese Wurzeln an:

V-16 =16 .V-1=4.i=4i
J-25 =25 .J-1=5i
V-13=V13 . V-1=413.i =i/13

2 _ 22 224 .
a2

2 2 2.2 _2\/§-i_w/§-i__\/§_i
J2 21 202 28 1

oder so:
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Darstellung

Die Losung der folgenden quadratischen Gleichungen zeigt, was wir von diesen neuen-
Zahlen erwarten:

x2—4x+8=0

Mit dieser Losungsformel erhalt man :

_4+416-32 4+4-16 4+4i

—2+9
12 2 2 2

Das bei reellen zahlenubeliche Berechnungsverfahren liefert somit die beiden Lésungen
X, =2+2i und X, =2-2i.

Wir machen die Probe und wenden die binomischen Formeln an, weil wir verlangen,
daf sie gelten sollen:

Probe fur x,=2+2i:
(2+2)°-4(2+2)+8=(4+8.i+4.%) & _8i+8=(4+81-4)-8i=0

Probe fur x, =2-2i:
(2-20)*-4(2-20)+8=(4-8.1+4.1%) & +8i 8 =(4-8.1-4)+ 8 =0

Ergebnis: L={2+2i}

x*+3x+5=0

. =3+49-20 -3+4-11 -3=xi-J11
12 © - N
' 2 2

2
L:{—%+%Jﬂ-i;—%—%\/ﬂ-i}

3 V11
=t
2

2

Bei der Losung dieser Gleichungen sind nun ,Zahlen” aufgetaucht, die aus einer Summe
einer reellen Zahl mit einer imaginaren Zahl bestehen.
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Diese Zahlen nennt man nun komplexe Zahlen:

Definition 2:

Eine ZahlderForm z=a+bi mit a,b R

heil3t eine komplexe Zahl.
z* = a—Dbi heil’t die dazu konjugiert komplexe Zahl.

a heildt der Realteil der komplexen Zahl z und

b der Imaginarteil. a =Re(z), b =Im(z).

Jeder komplexen Zahl ordnet man auch noch einen
Betrag zu. Er soll so berechnet werden:

Zl=|a+bil=vVa® +b?

Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet man mit C.

Die reellen Zahlen sind davon eine Teilmenge (mit b = 0)

Beispiel 6:

Beispiele zum Betrag und zur konjugiert komplexen Zahl:

a)

b)

z=3+4i hatdie konjugiert komplexe Zahl z*=3-4i.
Beide haben den Betrag |z|=+/9+16 =5.

z=12-5i hat die konjugiert komplexe Zahl z* =12+ 5i
Und beide haben den Betrag |z| =144 +25 =/169 =13

Z=-6+8i hatdie konjugiert komplexe Zahl z*=-6-8i
Beide haben den Betrag |zl =+/36+64 =+/100 =10

Zz =71 hat die konjugiert komplexe Zahl z*=-T7i.
Beide haben den Betrag |z| = (Vor+7%)=7

z=-4-12i hat die konjugiert komplexe Zahl z* =-4+12i.
Beide haben den Betrag |zl =16 +144 =160 =410

z=3-%1 hatdie konjugiert komplexe Zahl z*=32+1i.

Beide haben den Betrag [z]= /2 + 15 = [Z =1=1.

Man beachte, dass eine komplexe Zahl z und die zu ihr konjugiert komplexe Zahl den
gleichen Betrag besitzen.

Da die reellen Zahlen ganz spezielle komplexe Zahlen sind: z=r+0.i , istjede reelle
Zahl identische mit der zu ihr konjugiert komplexen. Dies gilt aber nur fur reelle Zahlen,
dennaus z*'=z < a-bi=a+bi folgtsofort b=0!
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Rechnen mit komplexen Zahlen.

Um es nochmals zu sagen: Wir filhren die komplexen Zahlen so ein, daR wir verlangen,
daR die Gesetze der reellen Zahlen gelten sollen. Wir wollen also rechnen, wie wir es
aus Rgewohnt sind.

Daraus folgen Ergebnisse fir Summen, Differenzen Produkte und Quotienten, die wir
dann als Definition flir die Rechenarten unserer ,neuen” komplexen Zahlen lberneh-
men:

Addition von komplexen Zahlen

Beispiel fur die Addition: (9+2)+(7+4i)=(9+7)+(2+4)i=16 +6i

DEFINITION DER ADDITION:

(3, +bj) +(a, +b,i)=(a, +a,) + (b, + b, -1

Es werden also die Realteile addiert und ebenso die Imaginéarteile.

Achtung: Die Addition der konjugiert komplexen Zahl ergibt eine reelle Zahl.

Beispiel: (9+21)+(9-21)=(9+9)+(2-2)i=18eR
Allgemein: (a+bi)+(a-bi)=(a+a)+(b-b)-i=2a

Subtraktion von komplexen Zahlen

Beispiel fiir die Subtraktion: (9+2i)—(7+4i)=(9-7)+(2-4)i=2-2i

DEFINITION DER SUBTRAKTION:

(a;+bji)-(a, +b,i)=(a,~a,)+ (b, ~b, )i

Achtung: Die Subtraktion der konjugiert komplexen Zahl ergibt eine imaginare

Zahl.
Beispiel: (9+2)-(9-20=(9-9)+(2+2)i=4i
Allgemein: (a+bi)—(a—bhi)=(a-a)+(b+b)-i=2bi
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Multiplikation von komplexen Zahlen

Beispiel fur die Multiplikation:
(9+2)(7+4i)=9.7+9-4i+2i-7+2i 4i = 63+ 36i + 14i + 8i* = 63+ 50i— 8 = 55+ 50i

DEFINITION DER MULTIPLIKATION:

(a,+byi)-(a, +b,i)=aa, +ab,i+bj-a,+bj-bji=aa,+(ab,+ab,)i+bb, i’ =

=(a@,—bb,)+(ab,+ab,)-i

Die Multiplikation mit der konjugiert komplexen Zahl ergibt eine reelle Zahl und zwar
das Quadrat ihres Betrages!

z-2"=(5+12i)-(5-12i) =52 -12?.i* =25+ 144 =169,
Izl =15+12il=</25+144 =13, also ist z.z* =z = lzl=+z-2*

Beispiel 7:

Berechnen Sie z-z* fir:
Z2=2+I h) z2=19-15i i) Z=+11+5i
Losung:

2=2+i = z-2"=(2+i)(2-i)=4+1=5

z=19-15i = z-z*=(19-15i)(19+15i) =361+ 225 =586

z=11+5 = z.z* =(11+5i).(s11-5i) =11+ 25 =36
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Definition 3:

Allgemein: z-z*:('aJrIcri]-(eu—bi}:az—(bi)z:az+b2:\a+bi|2 I "

Ein Wort zu dieser sogenannten 4. Binomischen Formel:

)2

(a+bi)-(a—bi)=a® —(bi)" =a? +b?

Sie berechnet das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen Zahl.

Kehren wir diese Gleichung um, folgt

& +b” =(a-+bi)(a—bi|

Man vergleiche mit der 3. Binomischen Formel:
a’-b’=(a+bh)(a-b)

Diese 4. binomische Formel bendtigen wir bei der Division komplexer Zahlen.
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Division von komplexen Zahlen

Bei den meisten Divisionsaufgaben wird die 4. Binomische Formel bendétigt.
Schauen wir uns an, wie man durch Erweiterung mit der zum Nenner konjugiert
komplexen Zahl im Nenner eine reelle Zahl erzeugt::

3—2| (3-2i).(4- 5|}
4+5 (4+5)- (4-50)

Im Nenner wird die 4. Binomische Formel gebraucht: (4 +5i).(4 —5i) = 4% + 5% = 41:

_12—15i—8i+10i2_12—15i—8i 10 2 23 2 23

16— 251 - 16 +25 41 41 41

DEFINITION DER DIVISION:

a,+bj a,-b,i aa,-ap,i+bja,-bb,i* (a@,+bb,)+(ba,-ab,)i
a,+b, a,—b, a,” +b,’ a,” +b.,’

_aa,+bb, ba,-ab, i
a,’+b,” a’+b)’

Zunéchst ist es eine gute Ubung, einmal die Probe zu unserer Division zu machen:

3\ {
(2 23, il.(4+50) = 8 10| 92 ‘1152 8 E]*'“O 92‘ 39
21 a1 1 e T o \41 41,
PER 82 5
41 41

9+2i 9+2 7-4i 63-36i+14i-8" _ =227 22,

T+4i T+4i 7-41 49+16 65 65 65

3+5i  (3+5).(-2-7) -6+35-21i-10i 29-31i 29 31

247 (2+7D)-(2-7i) 4449 - 53 53 53

16+8i (16+8i)-(2+4i) 32-32+16i+64i 80i

= = _ 2y
2_4i  (2-4D).(2+40) 4416 20

25—5i:(25—5i)-lﬁ5—iﬁ1:125—5—25i—25| 120-50i 60 25
S+i (5+i)-(5-1i) 25+1 26 13 13

V2 N2.(V2-3) 2-32] 23(
J2+3i (Y2+3).(42-31) 243
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Berechnung von Kehrwerten

(4agy'o 1 _ 1(4-3) _4-3i _4-3i_4 3,
4+30 (4+30).(4-3) 16+9 25 25 25

1 (2+6i) 2+6i 2+61 1 3.
= = = —+—i

(2-6) "' =— = __ _ _
2-6i (2-6i)-(2-6) 4+36 40 20 20

Allgemeine Rechnung:

1 1(a—bi) a-—bi 1

a+bi) = S = dh. z''=
(a+bi a+bi (a+bi)-(a—bi) a’+b’

1
z zz" |zf

Im Zahler steht also beim Kehrwertergebnis immer die zum Nenner konjugiert komplexe
Zahl und im Nenner steht das Quadrat des Betrags der Zahl. Wer diese Regel im Kopf
hat, kann schneller Kehrwerte berechnen. Beispiele:

1.5-2_5 2,
29 29 29

z2=5+2i = |2 =25+4=29 =

2= 412 — |27 =16+144-160 — 1212 _ 1 3,

e
z 160 40 40

Es gibt spezielle (und spater besonders wichtige) komplexe Zahlen, deren Betrag 1 ist.
Fur diese wird dann der Nenner 1, und dann ist der Kehrwert dieser Zahl sein
konjugiert komplexer Partner:

z=2-4i hatdenBetrag |zl=\Z+% =2 =41=1.
1 ed) _3edi_3ei,
R T ER N ERED I e R R
oder: z2=25-15i = |2’ =45+ 5=%=1:>%=%\/§+%\/§'

Merke: Wenn |z|=1, dann ist %:z*
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Die GaufRsche Zahlenebene

Weil jede komplexe Zahl aus zwei Anteilen zusammengesetzt ist, dem Realteil und dem
Imaginarteil, kann man jede komplexe Zahl als Punkt in einer Ebene mit einem Koordi-
natensystem darstellen.

Man nennt sie die GauBsche Zahlenebene oder auch die Ebene der komplexen Zahlen.
Als x-Koordinate verwendet man den Realteil: x = Re(z),
als y-Koordinate den Imaginarteil: y = Im(z):

Die Zahl z = 3 + 2i wird demnach als Punkt mit den Koordinaten (3|2) dargestellt.

e e

Konjugiert komplexe Zahlen haben den gleichen Realteil und entgegengesetzten Ima-
ginarteil, etwa z1 =3 + 2i und z1* =3 — 2i. lhre Punkte liegen also zueinander spiegel-
bildlich beziiglich der x-Achse !

Rein imagindre Zahlen (ohne Realteil) liegen auf der y-Achse, die reellen Zahlen (also
ohne einen Imaginarteil) liegen auf der x-Achse.

Damit taucht bereits ein wesentlicher Unterschied zwischen reellen und echt komple-
xenZahlen auf.

Reelle Zahlen kann man der Gr6R8e nach vergleichen.

Man kann alsosagen, a < b oder a = b oder a > b. Eine dieser dreie Beziehungen muss
stimmen!

Aber wie ist dies mit anderen komplexen Zahlen z1 und z2? Sie sind verschieden,aber
man kann keine von den beiden groRRer oder kleiner als die andere nennen!
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Weil komplexe Zahlen durch Zahlenpaare festgelegt sind, gibt es keine Mdglichkeit
mehr sie der GroBe nach zu vergleichen.

Ein erster Hinweis darauf, dass doch eine andere Art ,Zahlen” vorliegt, als es die reellen
Zahlen sind.

Aber eines kann man dennoch tun. Man kann fiir jede reelle Zahl einen Betrag definie-
ren. Der Betrag einer reellen Zahl kann man als Abstand von der Zahl 0 einflihren:

4] = 4; |-4| =4
Und man staune:

Definition 4:

Der Betrag einer komplexen Zahl gibt den Abstand des zugehdrigen Punktes vom Ur-
sprung in der GauBschen Ebene an.

Zur Berechnung bendtigen wir den Satz des Pythagoras:

A
Z=a+Dbi = |zl=la+bi=va*+b?

\

® <

Demnach ist 3+2i=9+4 =413 3-2i=+/9+4 =13
7+i=449+1=450, |5+5i=+25+25=4/50

Die beiden véllig verschiedenen komplexe Zahlen 7 +i und 5 + 5i haben denselben
Betrag. Sie sind also gleich weit vom Ursprung entfernt.

Merke: Zahlen mit dem gleichen Betrag liegen auf einem Kreis um den Ursprung!
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Vektoren in der GauR'schen Zahlenebene

Folgendes Wissen ist uns aus der Vektorrechnung bekannt:

Zu jedem Punkt mit den Koordinaten P(alb) definiert man

einen Pfeil, der, im Ursprung beginnt und in P endet. Man

heildt ihn Ortsvektor des Punktes P und schreibt dies so auf:
—— (a)

OP B '\b;;

Dies bedeutet, dal} dieser Pfeil vom O aus um

die Strecke a in x-Richtung und um die Strecke b iny-

Richtung zeigt.

e
Z,(3|4) hat den Ortsvektor z,=02Z, =| i}
\

Z,(4|-1) hat den Ortsvektor z_zﬁzo—zzz[

\n
)

Diese Abbildung zeigt die GauRsche Zahlenebene, in der 8 komplexe Zahlen durch-
Punkte dargestellt sind. Zu zwei Punkten Z1 und Z2 habe ich oben die Ortsvektorenan-
gegeben. Schreiben Sie bitte die Ortsvektoren der anderen sechs Punkte auf.
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Zu zy=1+i gehert Z, (1)) mit z_:.,'zo—zg;:.:{]

Zu z,=2-6  gehort  Z,(2/-6) mit Z=O—E=1:_25:}
Zu z,=3-4i  gehort Z5(3|-4) mit ?5=075=:f4:}

Zu z,=-2-3i  gehort Z.(-2|-3) mit zj:o—zsz[:j:]
Zu z,=-3i gehort Z,(0/-3) mit Z:O_z?’z{_%]

Zu 2, =2 gehort Z,(2(0) mit z}’:@:[ﬁ].

So kann man also jeder komplexen Zahl, die man bekanntlich als Punkte der GauRschen
Ebene darstellen kann, einen Pfeil zuordnen, der vom Ursprung bis zu diesem Punkt
zeigt und den irrefiihrenden Namen Ortsvektor hat.

Irrefihrend daher, weil es ein an den Ursprung gebundener Pfeil ist, und daher kein
Vektor sein kann.

»Richtige” Vektoren sind nicht ortsgebunden und bestehen jeweils aus unendlich vielen
Pfeilen, die alle die gleichen Koordinaten haben, und damit auch gleiche Lange und
Richtung.

Nebenstehende Abbildung zeigt zundachst den zur komplexen Zahl z = 3 + 4i geh6renden
Ortsvektor in blau, der von O zum Punkt Z (3]4)zeigt.
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Dann aber enthalt die Abbildung sechs weitere Pfeile, die alle die ,Koordinaten”“ 3 und
4 haben, also von ihrem Anfangspunkt aus um Ax=3nach rechts und um Ay=4nach oben
zeigen. Alle diese Pfeile gehtren zum gleichen Vektor, der aus allen Pfeilen besteht, die
diese Eigenschaft haben.

Jeder dieser unendlich vielen Pfeile ist ein Reprdasentant des Vektors

> 57— _ (3
z=3+41= ( 4)
Warum tut man dies ? Warum schafft man diesen Vektorbegriff, der als unendliche

Menge von Pfeilen einer komplexen Zahl zugeordnet wird ? Weil man mit den
Gesetzen der VVektorrechnung einiges anstellen kann, was sich als nitzlich erweisen
wird.

Schauen wir uns dazu einige Reprasentanten der beiden Vektoren

{ i

3
Zu jedem dieser zwei Vektoren, haben wir drei Pfeile gezeichnet, die zu Z mit

z,=2+5 bzw. z_1=|§ und z,=1-3i bzw. z,= an:

beliebigen Anfangspunkten, die zu z—2 jedoch lassen wir an den Endpunkten der
anderen beginnen. Verbinden wir dann Anfangspunkt von Z mit ,zugehdrigem®
Endpunkt von g dann ergeben sich an jedem der drei Konstruktionen Pfeile, die
aufgrund ihrer ,Gleichartigkeit* alle wiederum Reprasentanten desselben Vektors

. — (3 o
sind:  z, =| > | denn sie zeigen alle um 1 nach rechts und um 3 nach unten.
=/

Was wir hier gemacht haben, nennt man in der Vektorrechnung eine Vektoraddition:

Man wahlt den ersten Repréasentanten frei, den zweiten dann so, dal} er an dessen
Endpunkt beginnt und verbindet dann Anfangspunkt mit Endpunkt.
2+1 ) [’3

= \\ 5

Dazu schreibt man: Z=Z+Z—2:lg|+f 13\‘:‘544 3)
AT Y
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Und nun erinnern wir uns, dafl} wir auf diese Vektoren ja Uber komplexe Zahlen
gekommen sind: Jede komplexe Zahl kann man als Punkt in der Gaul3schen
Zahlenebene darstellen und zu jedem dieser Punkie gibt es einen Ortsvektor, also den
Pfeil von O aus. Und dann haben wir dazu beliebige Vektoren gebildet, die alle Pfeile
beinhalten, welche dieselben Vektorkoordinaten haben.

Und diese Vektoren haben wir jetzt addiert.

Schreiben wir uns jetzt die Addition der zugehdrigen komplexen Zahlen auf:
— (21 (1 2+1 ) _(3)
Z,=2+%,=5|*| 3= \_5+(-3),;‘l\_2,.‘

Z,=2,+2,=(2+5)+(1-31)=3-2i

Dann erkennt man, dald der Summenvektor genau der komplexen Zahl entspricht, die
man erhalt, wenn man die beiden komplexen Zahlen algebraisch addiert.

Definition 5:

Stellt man komplexe Zahlen als Vektoren dar, dann entspricht die Vektoraddition genau
der algebraischen Addition der komplexen Zahlen.

Beispiel 8:
Stelle die Addition der Zahlen z1= -4+3i und z2= 7 + i vektoriell dar.
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Auch hier wurde diese
Vektoraddition von zwei
verschiedenen
Ausgangspunkten aus
konstruiert. Das
Ergebnis, also die
beiden Pfeile zu z3,
haben beide dieselbe
Richtung, namlich
AX=3,Ay =4

Also stellt man fest, dald
diese Vektoraddition
davon unabhangig sein
muls, wo sie konstruiert
wird. Das Ergebnis
stimmt immer mit der
Addition der komplexen
Zahlen Gberein..

Eine nicht unwichtige Beobachtung ist auch diese:

Die Konstruktion der Vektoraddition kann auch so erfolgen, dal? man aus den beiden
Pfeilen ein Parallelogramm bildet. Die Vektorsumme gehdért dann zur Hauptdiagonalen
des Parallelogramms:

Verfolgt man die Verkettung der beiden roten Pfeile, erhalt man z,+z, =z,

Verfolgt man die Verkettung der beiden blauen Pfeile, erhalt man z_z' +£ = z_;
Daraus erkennt man, daR die Summanden vertauschbar sind:
Z,+2,=2,+2,

Man erkennt, dal? die Hauptdiagonale in diesem Parallelogramm die Vektorsumme
darstellt.
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ACHTUNG: Die Nebendiagonale stellt die Differenzen z,-z, oder z, -z, dar.
Dies Uberpriufen wir jetzt an einem Beispiel. Essei z,=2-3i ; z,=5+4i

Von A(-3|-1) aus é é é Aim
abgetragen wird aus 5

2= 5] und z,-(§)

, was

genau z,+2z,="7+i
entspricht.

Nun zur Differenz:
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Ohne Achsenkreuz:

Es gibt eine einfache Merkregel fur die Subtraktion zweier Vektoren:

1. Zeichne zwei Pfeile der zu subtrahierenden Vektoren mit gemeinsamem
Anfangspunkt.

2. Verbinde die Spitzen.

3. Fur z,—z, zeichne die Pfeilspitze bei z, ein,

flr i—z zeichne die Pfeilspitze bei z, ein,
Und wer unsicher ist, macht die Probe wie folgt:

Die beiden aneinanderh@ngenden Pfeile stellen eine Summe dar, der dritte
das Ergebnis.

In der oberen linken Abbildung rechnen wir also flir die Probe so:
z,+(z,-2,)=2z,+2z,—-z,=2,: Die Probe stimmt.

Fir die rechte Abbildung:
z,+(z,-2,)=2,+2,-2,=2,: Die Probe stimmt.

Es ist nicht Zweck dieser Darstellungen, hier ausfihrlich Vektorrechnung mit komplexen
Zahlen zu betreiben. Es gibt jedoch ein physikalischen Anwendungsmodell fur
Wechselstrom-Wiederstande, die dies hendtigen.

Hier begniigen wir uns damit, aufgezeigt zu haben. daf man komplexe Zahlen wie
Vektoren behandeln kann und vektorielle Addition und Subtraktion der Addition und
Subtraktion der komplexen Zahlen entsprechen.
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Polarkoordinaten

Die Lage eines Punktes im Achsenkreuz kann man durch zwei Koordinaten festlegen.

Dies kédnnen die bekannten x-, y-Koordinaten (genannt die kartesischen Koordinaten)
sein oder eine ganz andere Mdglichkeit, die sogenannten Polarkoordinaten. Dabei
benennt man den Abstand des Punktes A vom Ursprung und den Winkel zwischen der

positiven x-Achse und der Strecke OA:
Beispiele:
Der Punkt A(3|4) hat vom Ursprung den Abstand

@:\fﬂ.xz Ay =37+ 47 =25 =5,
Und der Winkel o =zwischen der x-Achse und
der Strecke OA wird so berechnet:

tan(pzz
X

_4 q):arctania 51,13°.
3 3

Ja, und mit diesen beiden Angaben OA und ¢
ist der Punkt A auch eindeutig festgelegt:

do A
I L S S

Manche schreiben dies unter Verwendung eckiger Klammern so: A[5;51,13°].

Nehenstehende Abbildung
zeigt 6 Punkte, die alle
denselben Abstand von O
haben, namlich 5.

Hier ihre kartesischen
Koordinaten:

A(3]4). A*(3[-4),

'y

B(-4/3).

i 5 5 N
c| -2v21-2+2]
2 2 )
D(0/-5). E(v21]-2)
Hierzu diese
AUFGABE:

Beweise, daB sie alle

von O den Abstand 5
haben und berechne

den zugehdérigen Winkel
gegen die positive x-Achse!
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Losung:

A(314) = OA=+x'+y =4/0+16 =+/25=5

tang, = y_4. p, =arctan % ~53,13° (siehe oben)

X
A*(3]-4) = OA* =X +y? =0+ 16 =+25=5
A liegtim 4. Feld, also gilt:  o,. =360° -, & 306,87°
B(-4|3) = OB=yx*+y’ =+4f16+9=+/25=5

Der Punkt B liegt im 2. Feld. Also rechnen wir so:

tan%':‘i‘:% = 0, ~36,87° = @, ~180° —36,87° =143,17°
X

o[ -5v21-342) = OC=(4+2) +(342) =
4

b

. 2=425=5

C liegt im 3. Feld, also berechnet man den Winkel so:

tanq}ce‘i‘:'] = ,'=45° = o, =180° +45° = 225°
X

D(0|-5) = OD=5. D liegt auf der negativen y-Achse: ¢, = 270°

E(Jﬂ|—2] — OE-21-4=./25=5
E liegt im 4. Feld, also rechnen wir so:

._i_i ' o - o_ o _ o
tano. _‘X‘_@ = o *2358° = o +360° -23 58" =336 42

Bemerkung 1:
(1)  Damit bei diesen Polarkoordinaten Eindeutigkeit herrscht, beschrankt man den
Winkel ¢ aufdas Intervall | 0:360°|, dh. 0° <g<360°.

Den Winkel ¢ nennt man au_ch das ﬂréument der komplexen Zahl.
Bei Naherungswerten wie o'~ 23 58% schreibt man oft auch Q' = 23,58°

(2)  Man kann statt dem Gradmal die Winkel auch im Bogenmal: angeben. Dann
beschrankt man sich auf das Intervall [ 0;2n].

(3)  Die Abbildung auf der Seite zuvor kann verdeutlichen, dalt man die erste
Koordinate auch Radius nennt, und die zweite Drehwinkel.

(4)  Nun wollen wir den Bezug zu den komplexen Zahlen wieder herstellen.
Jeder Punkt stellt eine komplexe Zahl dar.

Beispiel 9:

Schreiben Sie die zugehorigen 6 komplexen Zahlen auf und die Polarkoordinaten dazu.
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A(3]14) = a=3+4i mit Al 5:5313° |

A*(3|-4) = a*=3-4i mit A*[5;306,87° ]

B(-4/3) = b=—-4+3i mit B[ 5;143,13°]

c|-

h -
g@—%«fﬂ = c:—gf—gnﬁi mit C[ 5;225° |
A

D(0|-5) = d=-5i mit D[ 5;270°]

E(v21]-2) = e=+21-2i mit E[ 5;336,42° ]

Zusammenstellung der wichtigsten Formeln

(1)

ANWENDUNG AUF KOMPLEXE ZAHLEN:

(a)

Kartesische Koordinaten —Polarkoordinaten:

A(Xy|v,) = r=0A=yx,2+y,> und tang, =2 falls Aim 1. Feld liegt

Xa

Sonst berechnet man tang, "= Ya und im 2./3. Feld: o, =180° £ ',
X

B

im 4. Feld: g, =360°—q," . y

b Y

Polarkoordinaten — Kartesische Koordinaten:
X,y =r-COSQ, Y,=r-sing.

|
(Dies gilt fur alle vier Felder). I A
|

¥

z. =3+4i wird in der Gaultschen Ebene
durch den Punkt Z (3|4) bzw. durch seinen

1
1
]

Ortsvektor 7 =|.§, dargestellt.
Wir oben gezeigt. %.'u.forden ist, besitzt diese Zahl die Polarkoordinaten:
|z,|=V3" +47 =25 =5 und tang, =% = o, = arctan%a 53,13°.

Die zu z1 konjugiert komplexe Zahl z,*=3-4i besitzt denselben Betrag
|z, 7| =32 +4* =25 =5 und dazu o,"=360° — o, ~ 306,87°.
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Die komplexe Zahl z, = —4+3i besitzt den Betrag |z,|=+(-4)"+3% =5 und

tang,'= i :E = @, '~36,87°. Weil derzu z» gehorige Punktim 2. Feld
2 _4 4 2

liegt, folgt fur das Argument ¢, =1 80° —@," 143,13°

z, =-8-51 hatden Betrag |z,|=+64+25=+/89 und

tanqaa'=‘_—8

=E = @, = 32 0° . Weil der zu z3 gehérende Punkt im 3. Feld
8
liegt, folgt o, = 180° +@, = 212,0°.

Eine komplexe Zahl hat den Betrag 13 und das Argument o, = 240° .
Dann hat der zugehdérige Punkt diese Kartesischen Koordinaten:

X, =13-cos 240° =-6,5 und
y, =13-5in240° =13.(-sin 60° ) =13-(-13) = -6,5-4/3 (= ~11,26)
Alsoist z,=—65-653i.

|z:|=+8 und o, =45° ergibt
X; =+/8-C0545° =242 - %+2=2 und vy, =+8.5in45° =Ry2 . §2=2.

Alsoist z, =2+2.
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Komplexe Einheitsvektoren

Die Moivre-Formel

Einerseits gilt x=r-cose, y=r-sing. Und andererseits ist z=x+1y.
Setzen wir die ersten Gleichungen in die letzte ein, folgt:

Z=r-cos@+i-r-sino=r-(coso+i-sino).

Statt des Radius kann man auch den Betrag verwenden, was zu diese Schreibweise
fahrt:

[ 2= (cos@+i-sing)

Fir den Klammerterm gibt es in der Mathematik verschiedene Abklrzungen, die
originellste ist ,cisg” wobei die Buchstaben cis” so entstanden sind: cose+i-sing

Wir verwenden ginstiger die Abkiirzung

E(¢)=coso+i-sing

Damit wird aus Gleichung (1)

| z=|z|-E(p) I (3)

Dies ist einfach eine kirzere Schreibweise fir die Polarform der komplexen Zahl z.

Beispiel 10:

(8) z,=3+4i hat |z]|=+3+4%=425=5 und

tano, =§ = @, =arctan%a53,13:. = 7z,~5-E(53,13%)

(b)  Fordie zu z; konjugiert komplexe Zahl z," =3 -4i gilt
|z, =32 +4% =/25=5 und dazu o," =360° - g, ~ 306,87°.
= z,*=5.E(306,87°)

(c) z,=-4+3i=5E(14313°)
(d) z,=-8-51=+89.E(212°)

() z,=-64-6543.1=13.E(240°)
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Eigenschaften der Funktion E(¢)

(1)

E(p)=cose+i-sing Ist eine komplexe Zahl mit dem Betrag 1, denn es gilt

‘E{fp]‘ = JCDSE p+sin‘p=1

und zwar fir jeden Winkel o .

In der Gaulischen Zahlenebene haben somit alle Punkte, die zu diesen Zahlen
E(p) gehdren, vom Ursprung den Abstand 1, sie liegen somit auf einem

Kreis um den Ursprung mit Radius 1 (genannt Einheitskreis). Und auch die
Ortsvektoren dieser Punkte haben den Betrag 1, weshalb man (in vektorieller

Deutung) E(g) auch einen komplexen Einheitsvektor nennt |

Diese Funktion ist periodisch mit 2n, da dies ja fur Sinus und Kosinus qilt.
Also folgt: E(o+k-2n)=E(@)] (5) fur ganzzahliges k.

Eine besonders wichtige Eigenschaft wir jetzt hergeleitet. Sie ergibt sich aus
der Fragestellung, was denn aus dem Produkt zweier solcher Einheitsvektoren
wird.

Esseien o, und ¢, zwei Winkel aus dem Intervall [0:360° bzw. [0;2n].
Dann ist
E(o,)-E(p,)=(coso, +i-sing,)-(coso, +i-sing, )

= COSQ, -COSQ, +i-COS, -SiNQ, +i-SiNE, -COSQ, +1° -5iNo, -Sing,

-1
=(cosg, -cosg, —sing, -sing, ) +i-(cosg, -sing, + sing, -cosg, )

Wir verwenden jetzt diese Additionstheoreme fir Sinus und Kosinus:

cos(p, — o, ) =COS 0, -COSQ, +sing, -sino,
sin(@, + o, ) = sing, - c05, + SiNo, -COS @,

Daraus folgt E(e,)-E{0,)=cos(o,+,)+i-sin(e,+9,)

Die rechte Seite ist gerade der Einheitsvektor fir den Summenwinkel ¢, + o, .
Daher kann man das Ergebnis kurz so schreiben:

[ E(,) E(0,)=E(0,~ 0,

Beispiel 11:

(a) E(30°)-E(60°)=E(30°+60°)=E(90°)=cos90° +i-sin90° =0 +i=]|
(b) E(60°)-E(75°)=E(60°+75°) =E(135°) = cos135° +i-sin135° = —14/2 +i- 142

289-459



(c)

Aus der letzten Gleichung konnen wir E(75°) berechnen:
Esist E(60°)=cos60°+i-sin60° =1+i-1+/3

E(60°).E(75°) =—12+i- 142
V241442 3241442 2402

. 1
E(75°)=—2"— 2% _ =
E(60°) 1+i-143 1+if3

Dabei wurde mit 2 erweitert . nun noch erweitern mit 'I—iﬁ:

(N2+12) (1-W3) 2+ JB+iW2-FfB _ —2+i (B +42)+B

(1+if3)-(1-if3) 1-3.1 1+3
R 4 4 4
E(30°).E(330°) =E(30°).E(-30°) =E(360°) =E(0) = cos0° +i.sin0° =1
Also folgt: E(330°) = — —
E(30°)

Allgemein: E(o)-E(360° —¢) =E(p+360° —)=E(360°) =E(0°) =1
Wegen der Periodizitat von E ist weiterhin E(360° —¢)=E(-o) daher gilt:
1

_ o_ol=_1
E(-0)= E(360° - o) E(o)

und erweitern wie gewohnt so

Mun berechnen wir ——= —
E{e) cose+i-sing

mit cosg—i-sing, damit folgt:

1 cosg—1-s5iNo _ cosg-—I-sing

E(e) (cosg+i-sing)-(cosp—i-sing) cos’o+sin’e

=COSQ—I-5INQ

denn im Nenner steht cos”g+sino=1.

Mun haben wir zwel Ergebnisse;

1 1

E{(p]:t:t::|5fq;:+i-sin+tp=msm_l'$”ﬂ“CP (ra)

und wegen (7) ist dann auch

- E(—o)=cosgp-i-sing

(7b)
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() E(o) =E(0)-E(0)=E(o+0)=E(29)

E(o)’ =E(0)" -E(0)=E(20)-E(0) =E(30)
usw. ergibt

| E(p) =E(n-o) I (8)

Diese Gleichung (6), die auch Formel von Moivre flr Potenzen heildt,
zeigt, dald die Funktion E eine Exponentialfunktion ist.

Anmerkung:

Man schreibt daher auch oft: Elp)= el® (Wird hier nicht bewiesen.)
Damit kann man dann eine komplexe Zahl z so darstellen:

z=a+bi=r-E(p)=r-€°

(g) Die Formel (6) gilt auch fiir negative Exponenten.

Beweis:

\m
\

Gesuchtistalso E(g)" =

1 1
E(o)" |.~_cus:p +i-sing |

Unter Verwendung der Gleichung (7a) von Seite 13 folgt

m

E(p)" =(coso—i-sing)" =E(-o)

Da jetzt ein positiver Exponent vorhanden ist, kdnnen wir die Formel (6)
anwenden: E(—¢)" =E(-mg)

und erhalten als Ergebnis: E(¢)" =E(-mo).

Die Gleichung E[u::u]Z =E(z-0) gilt also fir beliebige ganze Zahlen.
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Multiplikation in Polarkoordinaten
Beispiel 12:
Berechnung im Bogenmal.
Essel z,=4-E(in)=4 (cosin+isinin)=4-(1+i143)=2+i-243

und  z,=2-E({n)=2-(cosim+i-sint ]=2-[gﬁ—i-{}=ﬁ—i
Wir berechnen das Produkt:

Einerseits geht das ganz einfach auf die herkémmliche Art:
z,2,=(2+1-243) (V3 +) =243 +2i+1-2 3+ 243 =
=23 +i-2+i-6-24/3=i-8
Andererseits rechnen wir mit der sogenannten Polarform:

7,2, =4-E(4n)-2-E(¢n)=8-E({n+in)=8-E({n)=
=8 (cosin+i-sinin)=8(0+i-1)=8i=i-8

Wir haben hier die Gleichung (6) von Seite 12 verwendet

[ E(0,)E(0,)=E(0,+9,)

Beispiel 13:

Berechnung in Gradmafl

Essei z,=2-E(45°)=2(cos45° +i-sin45°) = 2-(442 +i-142) =+/2+i-+/2 und
z,=3-E(105°) =3(cos105° +i-sin105°) = 3-(-0,259 +1.0,966) = —0,776 +1-2,90

Dann folgt aber die Polarform-Mulfiplikation:

z,-z,=2-E(45°).3.E(105°) =6-E(45° +105°) = 6-E(150° ) =
=6-(cos150° +i-sin150° ) =6 (-cos30° +i-sin30°) =

=6-(-143+i-1)=-343+i-3

Nun zeige ich einen tollen Trick: In der Koordinatendarstellung war z: wegen des
Winkels 105° (von dem wir keine genauen Sinus- und Kosinuswerte kennen), nur eine
Naherungsdarstellung mdglich. Da wir aber das Produktergebnis kennen, kénnen wir
tber die Aufldsung der Gleichung

Z,-2,=-3f3+i-3

die Zahl z- als Divisionsergebnis im Gegensatz zu oben genau berechnen:
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Z

33 +i-3
zZ

1

-
“

3.3 +i-3

fa =

T V242
Erweiterung mit dem konjugiert komplexen Nenner:

(343+i3)(¥2-12) -3V +i-342+i-3J6 - 342
(222 - 2) 2+2

z

, :{aﬁ—3¢'§]+i-[3~!§+3~fﬁ)={%@_%£)+i_(%@+%ﬁj

: 4
z, =2[N2 -6 +i-(2++/6)]  (wenn man will)

Erinnern wir uns: Eswar z,=3-E(105°) =3(cos105° +i-sin105°)

Aus dem Vergleich beider Terme kdnnen wir noch etwas anderes herleiten:
3.c0s105° =24/2-2./6
c0s105° = 14/2 — 1.6 = 1(+/2 - /6)
und analog dazu: 3-sin105° =242+ 2.6
sin105° =242 + 16 =1(y2 +/6)

Graphische Darstellung der Multiplikation
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Graphische Konstruktion dieser Multiplikation

MNun zeige ich einen geradezu sensationellen geometrischen Hintergrund. Dies ist eine
der Stellen, wo man einfach staunen sollte, und zwar dariber, wie Geometrie und
Algebra sich erganzen. Wir gehen es Schritt fiir Schritt durch:

1.

Der Vektorpfeil von z; schliest mit der x-Achse den Winkel o, ein.
und der Vektorpfeil von zz den Winkel o,.

Die Multiplikation z,-z, hat zur Folge, dal} das Produkt z,-z, wegen
E(o,)-E(p,)=E(o, +9,) mitder x-Achse den Winkel. ¢, +¢, einschlieft.

Also liegt zwischen dem Pfeil von z» und dem Pfeil des Produkts ebenfalls
der Winkel o, .

Wir betrachten nun die beiden Dreiecke O1z; und Ozazs.
Wir werden beweisen, dald sie @hnlich sind.

Zunachst einmal ist der Winkel bei O gleich grof3, und zwar o, .
Die anliegenden Seiten im Dreieck O1z¢ haben die Langen 1 und ry = |z1| .

Die anliegenden Seiten im Dreieck Ozzzz haben die Langen r, =|z,| und
i, =|z;|-|z.|=r ;. Siesind also r>—mal so groB wie die im Dreieck O1z; .

Ahnliche Dreiecke kann man durch eine zentrische Streckung erzeugen.
Dies tun wir im 1. Feld, indem wir das Dreieck O1z; von O aus mit dem Faktor

r,=|z,|=3 stecken. Die Ecke bei 1 kommt damit an die Stelle 3. Und der

Punkt z; kommtnach z, , was wir durch Ziehen einer Parallelen durch 3
erreichen ( Strahlensatzfigur”). Der Betrag von zy' istnun r,-r,=2-3=6

Damit haben wir im Dreieck O3z, ein zu Oz.zs kongruentes Dreieck.
Drehen wir O3z, um den Winkel ¢, . dann entsteht Ozoza

Und so haben wir den Punkt gefunden, der zum Produkt z, =z,-z, gehdrt.
Insgesamt haben wir bei dieser Konstruktion eine Drehstreckung durchgefihrt.
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Definition 6:

Kurzbeschreibung der Konstruktion dieser Multiplikation.

dem Faktor

Dadurch entstand das Dreieck 03z,

Man zeichnet das Dreieck O1z5 ein und streckt dieses vom Ursprung aus mit
25
Der Punkt z:" wird dann um den Winkel ¢, gedreht bis zum Punkt zs.

Z Ist der zum Produkt z,-z, gehdrige Punkt in der Gaulischen Zahlenebene.

Beispiel 14:

z,=3-E(30°) =3-(cos30° +i-sin30°) =3 ({3 +i- 1) =23 +i-2
z, =4-E(45°) = 4.(cos45% +i-5in45° ) = 4. (142 +i-442) = 242 +i- 242
z,=2,-2,=12-E(30° +45°) =12 .E(75°) = 12-(cos 75° +i-sin75°)

—tz

111
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Wir wollen als Nebenprodukt dieser Rechnung noch Wurzelterme fur
cos 75° und sin 75° bestimmen.

3w

Aus z,=343+i-3 und z, =242 +i-2y2 folgt
2,2, = (3340 2) (24241 242) =36 +1-3./6 +1- 342 + 7342

=36 +i-346 +i-33/2 = 342 = (33/6 - 342) +i- (346 + 3v2)

Zur Erinnerung: Wir hatten dieses Ergebnis tiber die Polardarstellung gewonnen:
z,=2,-2,=12-E(30° + 45°) =12-E(75°) =12 -(cos75° +i-sin75°)

k

Vergleichen wir beide Darstellungen, so folgt:

(1) 12-cos75% =36 -3.2
c0s75° =46 42 =16 -42)
(2)  12-sin75° =346+ 32
sin75° =146 +1+2 = 16 ++/2)
Ergebnis:  sin75° =2(¥6++2) und cos75° = 1(¥6 -2

Beispiel 15:

a) Was bedeutet eine Multiplikation mit der Zahl i ?
Aus 3 wird 3i , also kénnte man vermuten: Eine Drehung um 90° .

Beweis: z-i=|z|-E(p)-|i|-E(90°) =|z|-E(p+90°)

b)  Was bedeutet eine Multiplikation mit z, =2+i- ?

Der Betrag von z» ist |zz|=\j§—5+—%=’l und das Argument
tang, =L =% = o, ~53,13°
z-(2+i-4)=zI-E(p)-|z,|-E(0,) =2 -E(p+53,137)

Also bedeutet diese Multiplikation eine Drehung um 53,13°.

c) Was bedeutet eine Multiplikation mit z, =5-51 ?
=\25+25=/2.25 =542 und tang'=]=1= ¢'=45°
Da aber z, im 4. Feld liegt, wird o =360° -45° =315°.

Diese Multiplikation bedeutet also eine Drehstreckung mit dem Faktor
z,|=24/5 und dem Drehwinkel ¢, =315°

Z,

Eine Multiplikation mit einer komplexen Zahl z> bedeutet geometrisch in der
Gaulischen Ebene eine Drehstreckung mit dem Streckfaktor |z,| und dem

Drehwinkel o, .

296-459



-10

-12

-14

Die Drehung erfolgte statt um
306,872 hier um - 53,139, was
denselben Effekt hat.

Die Strahlensatz-Figur fir die zentrische
Streckung wurde hier so angelegt, dal das i \
. ;

Verhélnis = b=r,= |z2| 50 erzeugt

worden ist, dak ich auf der x-Achse den ersten
Funkt bei 5 statt 1 gesetzt habe, und den
gestrecktendann bei 5.1, = 25
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Division in Polarkoordinaten

z,=3+1-4
Z,=—2+I
. _Zy 3+i-4 3+1-4)-2- ) 6-i-3-i-8-1F-4 -2-i-11_
Pz, =2+ (=2+0(=2-1) 441 - -

Und nun die Umrechnung auf Polarkoordinaten:

|2|=+9+16 =+25=5 und o =arctani=53,13:

z|=v4+1=+5 und o,'=arctan iz‘ =arctan§| = 26,57°
Da z» im 2. Feld liegt folgt: ¢, =180° —¢'=153,43% .
Also ist

z,=5.E(53,13°) =5-(c0s53,13° +i.5in53,13°)
z, =+/5 -E(153,43°) = /5 -(cos153,43° +i.sin153,43°)

Ab hier rechnen wir allgemein weiter:

Z, =I-(COSp,+i-sing,)

Z, =1, -(COS®, +1-SINO,

z, T-(cose,+i-sing, )(cose, —I-sing, )
Z, I,-(cose,+Ii-sing,)(cose, —i-sing,)
Z, T

COS@, -COS®, +5INQ, -SINQ, +1-(SiN, -COSp, —SINY, -COSQ,
Z, I cos’ @, +sin’ @,
Verwendung dieser trigonometrischen Regeln:

COS(Q, —®, ) = COSQ, -COS @, +SiNg, -sing, und

sin(@, —g, ) =sing, -COs@, —siN®, -COSp, Sowie
sin’ o, +cos’ @, =1

liefert

~-=11-COS(Q; =0, ) +i-Sin(0; — ¢,
22 '

Dies heiltt kirzer:
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Und nun rechnen wir unser Beispiel zu Ende:
z. 5 4 - .
Zt = E(53,13° —153,43%) = /5 -E(-100,30°)
= el NG
=5 .E(-100,30° +360° ) =+/5 .E(259.7°)

=5 -(c05259.7° +i-sin259.7° ) =-0,4-i.2.2

Dies stimmt mit dem _klassischen® Ergebnis tberein (siehe oben)

. _Z, 3+i-4 _(3+i-4)<—2—il _—6—i-3—i-8—i3-4 2=t 2 1
2T T 2w (2e2-0 4+1 5 5
Bemerkung:

Diese Berechnung mit Polarkoordinaten erscheint Gberfiiissig, wenn man die Division
doch anders in nur einer Zeile bewerkstelligen kann. Dennoch: Es ist eine zweite
Methode, die aullerdem noch konstruierbar ist.

Beispiel 16:

z,=3-E(50°) und z,=2E(170°)

Z 3 E(50°-170°) = 2 E(=120°) =3 E(-120° +360°) = 3 E(240°)
z, 2 2 2 2
=2.(cos240° +i-sin240%) = 2.(-cos60° —i-sin60°)
=3.(-4-i-43)=-5-i 43
Beispiel 17:

z,=6-E(80°) und z,=2-E(30°)

i:%E{BGD _130°)=3.E(50°)

e

Konstruktion dieser Division in der Gaul3ischen Ebene.

Dazu wird vorausgesetzt, dalk man die Konstruktion zur Multiplikation verstanden hat.

Dort ist eine Drehstreckung zur Anwendung gekommen. Dies trifft nun wieder zu,
allerdings in umgekehrter Richtung.

Das heildt:
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Der Kern der Geschichte ist die i i
zentrische Streckung mit dem D (-0 o N A
Faktor X, 5 L T N
Um diese durchfihren zu kénnen, a1 N
drehe ich zunachst z; um den Winkel N
®,— @, im Unhrzeigersinne (also ,zurtck™), o1 [ g -o, T
wodurch z4 in die Position z;" kommit. Tk , Z‘“\ i
i 4 Ll 5 Vo
_ ] , ) 2,., ! I} L . ."_._-' )“ I} fogeend !
Die Pfeile von zz und z4 liegen nun B :J{' S S .0 Yoo
aufeinander und auf dem ersten Strahl, P VIR G- 7 T O N A S O O
den wir zur Strahlensatz-Figur brauchen. i A RTINS N
Der zweite Strahl ist die x-Achse. il v . | X
0 ' 3 4 5 6
Das Ziel der Zeichnung ist: R s o
Z, T .
_1=_1E|:|:p -0,)
Ly I
) : ) o
Der Betrag des Ergebnisses istalso r=-_ Daraus machen wir eine
rE
e : _ rr : L _ L T,
Verhaltnisgleichung: ity und bringen sie in diese Form: T T
1 r
2

So palit sie zu nebenstehender Strahlensatzfigur, die
etwa so aussieht, wie die in der Konstruktion
enthaltene Teilfigur.

Man verbindet also z> mit der Zahl 1,
und zeichnet eine Parallele dazu
durch z4. Diese schneidet

in unserem Fall die x-Achse
genau bei 3.

Mach dem 1. Strahlensatz 7
istalso r=3. <

MNun zeichnet man einen Kreisbogen um den Ursprung ab der x-Achse mit diesem so
konstruieren Radius und verwendet den Drehwinkel o, —o,, also hier 50°.

Der Endpunkt ist der gesuchte Punkt des Quotienten z.

Als letztes kann man den zugehdrigen Pfeil einzeichnen.
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d) z=12+i-0,5 mit |z]=+/144+0,25 = J169 =13

o= arctan 22 — arctan > = 22 62°
12 12

Also folgt z=13-E(22,62°)

72 =(12+i-05)° =144-025+1-12=119+i.12
oder so: 72 =13 E(2.22,62°) =169 .E(44 52°)

2* =(12+i-0,5) (12+i 0,5)=(119+i 12) (12+i-0,5) =
~1,428-0,6+i-(0,595+144) = 0,828 +i-2,495

oder so: z* =13*.E(3.22,62°)=2.197 -E(66,78°)
74 =[{1,2+i-(}i5j2]2 =[119+i-12] =14161-144 +i-2,856 =—0,0239 +i-2,856

oder so: 7' =13* .E(4.22,62°)=28561.E(89,04°)

Achtung: Hier entdeckt man einen scheinbaren Fehler, wenn man die beiden z;—
Ergebnisse vergleicht. z* =-0,0239+i-2,856 liegt wegen der negativen x-Koordinate

im 2. Feld. Doch das zugehérige Argument fihrt mit 89,04 nicht aus dem 1. Feld
hinaus. Der Grund sind natirlich Rundungsfehler.

Wenn man genauer nachrechnet, dann lautet das Argument zu z* so:

4.9=4- arctan% =90,40°.  Das palt jetzt zusammen.
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Potenzieren in Polarkoordinaten

Es sei z die beliebige komplexe Zahl z=r-E(o)
Zur Berechnung von z" beniitzen wir die Formel (8) von Moivre (Seite 14)

E(o)' =E(n-9)
Also folgt: Z"=r"-E(g)" =r"-E(n-o¢)
Wir sehen uns ein Beispiel an:  z=1+1-3
Ihr Betrag ist r=lzl=f1+ & = &2 = JZ =

3 . ,
und ihr Argument  o¢= arctan% = arctan% = 36,87 also z=:-E (36,87°)

Wir berechnen der Reihe nach verschiedene Potenzen:

n=2 = 7" =r".E(20)=2£.E(73,74°) = 1,56 .E(73,74°)
n=3 = 2’ =r’-E(30)=12-E(110,61°) =1,95-E(110,61°)
n=4 = z“:r“-E{4q1}_gg E(147 48%) =244 E(147,48°)
n=5 = 2" =r" .E(50)=2% -E(184,35°) = 3,05-E(184,35°)
n=6 = z°' =r" -E(fo) = 228 .F(22122°) =3,81-E(221,22°)
n=7 = z' =r -E(To)=1822.E(258,09° ) = 4,76 -E(258,09° )
n=8 = 2z’ =r° .E(Bo) =22 .F(294 96° ) = 5,96 .E(294,96° )

Jede Erhdhung des Exponenten

bedeutet eine neue Drehstreckung.

Jedesmal wird der Streckfaktor i
einmal mehr wirksam und der Winkel -4
vergroliert. =

Die gestrichelten Yerbindungen der
Pfeilspitzen deuten die sogenannte
logarithmische Spirale an.
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Wourzeln aus komplexen Zahlen

Die Formel von Moivre E(o) =E(z- o) wére gunstig fur das Wurzelziehen, wenn sie
auch fur gebrochene Hochzahlen gelten wirde.

Beispiel und Versuch:

4

Wir testen die Gultigkeit der Gleichung E(e)* =E(1¢e) (9a).

Zunachst einmal konnen wir ja die rechte Seite umformen:
E(lg)=cos(lo)+i-sin({e) (9b)

Wahlen wir zuerst einmal @ =60° = 1¢=30°
E(30°) = cos30° +i-sin30° = 13 + 1]

Wirde unsere Gleichung stimmen, dann wirde dies bedeuten:

JE(60%) =13+ 1]
Wir quadrieren die rechte Seite:
(FB+31) =3+ 3174248 2i=d-44
Und nun die linke Seite:
E(60°) = cos60° +i-sin60° =L +L/3 i

V3 i=1+143 ]

3=
b=

k

Beides stimmt iiberein, also haben wir zumindest die Gultigkeit dieser Gleichung:
vE(60°) =E(4-30°)

Um die Fermel allgemein zu beweisen quadrieren wie die rechte Seite von (9a),
also (9b):

E [&of =[cos({o)+i-sin (%q:.’]]z =cos’ (1g)-sin’(1p)+2-cos(Le)-sin(lo)-i
Nun bendtigen wir zwei trigonometrische Formeln:

Aus  sin(2a)=2-sino-cosa folgt fir a=1¢: sino=2-sin(+p)cos(lop)

Aus cos(2a)=cos’a—-sin‘a folgtfir a=fo  cosa=cos (L1o)-sin’(io)

Eingesetzt ergibt dies: E [:ém:f =coso+i-sinp=E(o)

Folglich haben wir; E(:‘QL(P): E(9)

Beispiel 18:
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Beginnen wir mit dem einfachen Beispiel

J 1 =7 Wir missen zuerst die Polarkoordinaten von z =i berechnen:

|i|=1 und ©=90° Alsoist i=1.E(90°)=E(90°) bzw. =E(in)
JT =+E(90°) =E(1.907) =E(45%) = cos45° +i-5in45° = 12 + 12 i

PROBE: [5@+%~E-i:}g =2+2.142 L2 i+ 2% =L+i-1=i W

Beispiel 19:
—3+31=7
z=1-3i = |z|=,/1+9 =E=%ﬁ,
1 '_l!'r 3' ]
p'=arctan —‘ = arctan|—| = arctan 6 = 80,54
X -7

Da z im 4. Feld liegt, folgt @ =360 -80,54° =279 46°

Und wir erhalten z = 1+/37 -E(279,46°) als Polardarstellung.

L3 = {137 -E(279,46°) = 4/ -E(4-279,467) = 1744 -E(139,73°)
=1744-(cos139,73° +i-sin139,73°) =—133 +i-113

PROBE: (=133 +] 113) = 1,7689-12769-3,0058-1=0,492-3,01-i
Durch die Rundungen bei der Winkelbestimmung und der Wurzelberechnung
kam die Abweichung zustande.

Beispiel 20:
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V3+4i=?

Dieses Beispiel zeigt, dal man Ndherungswerte, die der Taschenrechner liefert,

mit trigonometrischen Umformungen genau bestimmen kann:

Essei z=3+4i mit |zZl=49+16 =425 =5 und

$=arctani=ar{:tan%;53,13: _Alsoist z~5-E(5313°)

X
J3+4i~+f5-E(5313)° =5 -E(1-5313°) =5 -E(26,565°)

= /5 (c0s26,565° +i-5in26,565° ) = /5 -(0,8944 +.0,4472) = 2 +i

PROBE:  (2+)° =4+4i—-F =3+4i

Und nun eine genaue Losung:

Aus der Kenntnis der Gleichung tang =3 N aiais S

soll exakt cosie und sinio berechnet R
werden. 1 '

N
rs
P

Der erste Schritt ist dieser: Weil a=3+1-4
ist, erhalten wir sinp=2 und cosp=3%.

(Dies kdnnte man auch aus trigonometrischen w’E
Gleichungen heraus berechnen. Der Formel- 1 Y o
Sammlung entnimmt man etwa: l—c\ i i

fang

J1+tan’ o

Setzt man dort tane =% ein, folgt das Ergebnis. )

sinp=x*

und cosap:i-; 0 ‘—\/2—‘) 1

Nun gibt es Formeln fir den halben Winkel:
1-coso
2

1+coseo
2

sinto= und cosle= Damit berechnen wir:

Jistano | rcose 5
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sindg= Jj \/7 5 5«.."r_ und cosie= F ( 4 EJ—

Zwischenergebnis:
Aus tancp:% folgt sin%q:J:gng und cos%cp:%-ﬁ

Oderso:  sin(Z-arctan £)=sin26,565° = 245
Und cos(1-arctan £) = cos26,565° = 245

Die genaue Berechnung der Wurzel geht damit so weiter:
Va=+5-E(19)=5-(coslo+i-sin1g)=y5-(245+i-14/5)=2+i

Dies bendtigen wir noch einmal auf Seite 31 bei der Ldsung einer quadratischen

Gleichung |
Beispiel 21:
N-12+51=7
z=-12451 = |zl =144+ 25 =169 =
0'= arctan% = arctan% =22 62° = 0~180°-22,62° =157,38°

Jo12+5i ~J13.E(157,38°) =13 -E(£-157,38° ) =/13 -E(78,69°)
=13 .(cos78,69° +i.5in78,69° ) = 0,707 +i-3,536

Genaue Berechnung der Wurzel:

Die Abbildung zeigt: Wenn z'=12+i-5 Ist, also tangp=2
dannist sinp=2 und cosep=13.

Die Formeln fur den Halbwinkel lauten:

sinTo f1 cos9e und cosig= J1 cos¢ Damit berechnen wir:
sinlo= 1-% \/; || und coslo= I \/T .,J
2 J_

Damit erhalten wir folgende genaue Wurzelberechnung:

r-a
r.'-

mzmzJ’E.E[%(P}=Jﬁ|ij5—+i-v{1_.ﬁ|=v{_ﬁ[fﬁ

Beispiel 22:
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g) 3-i=?
z=3-1 = lzl=43+1=4=2

i‘ _arctan__ =30° = p=360°-30° =330° (4.Feld )
X

V3

Also ist hier z=+3-i=2-E(330°) Damit folgt
Jz =3 -i=v2-E(165°) =2 - (cos165° +i-s5in165° ) ~ —1,366 + 0,366 - |

o' = arctan

Probe: (—1366+ U:Eﬁﬁ-i:lz =1866-0,134-2.0,366-136G61="1732-1
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Berechnung von n-ten Wurzeln

Ohne Beweis fihren wir hier an, dal® die Formel von Moivre auch fur beliebige n-te
Wurzeln gilt:

a)  312+5i="
z=12+i.5 = |z|=/144+25 =13 und

tanp=Y = > = o= arctan— = 22 62°
12 12

X
Also haben wir diese Polarform fiir z errechnet. z=13-E [:22,62” ).

Yz =13.E(£.2262°) =13 -E(7,54° ) =
=313 (cos7,54° +i-sin7.54°) =233 +i.0,31

by  H15i=9
z=1-i = |z =41+1=+/2 und o' =arctan

Weil z im 4. Feld liegt, folgt fiir den Winkel o =2360° —¢'=315°
z=1-i=+2-E(335°)
Y11 =32 -E(1-335°) = 42 .E(11167°)

=82 (cos11167° +i-sin11167°)=—-0,414+i.1,043

_71‘ —arctan1= 45"

o  ¥3+i4=2

7=-3+i-4 = |z21=4/0+16 =5 und o' =arctan|>

—‘ = art:tani =5313°
X 3

Da z im 2. Feld liegt, erhalt man ©=180° —¢'=126,87°

Alsoist z=-3+i-4=5-E(126,87°)

Yz =45-E(112687°)=¢5-E(3172°)
={.I{§-1:C053’L?26+i-SiﬂS'LTEG:]=’LE?—i-D,?B

dy  ¥3+i-4=¥5-E(1-126,87°)=%5-E(2537°)

=55 -(c0s25,37° +i-sin25,37°) = 1,25 +i-0,59

e) Y-8i=%8.E(270°) =B E(+.270°) = §2° .E(45°) =2 E(45°)
==+/2 (cos45° +i-5in45°) = /2 (L2 +1-14/2) = 1+
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Berechnung beliebiger rationaler Potenzen

Wir verwenden diese Moivresche Formelvariante

Beispiel 23:
1 ]
a —— = (-12+i.5)77.
) v-12+i-5
Nach Seite 3 ist ~12+5i=13-E(157,38°) also folgt:
4 _ 4 o 1 ' o
(—12+i-5)% =137 .E(-4-157,38) = —-E(-78,69) = — E(-78,69+ 360" )
( )= ( ) e
1 3 1 ‘ o o _
= ——E(28131°) = ——-E(c0s281,31° +i-5in28131° ) = 0,054 -i.0,272
Nlllﬁ 2 4 J_ﬁ \ 2 L 2 ¥

by (315) =2
Nach Seite 4 ist z=1-i=+2-E(335°), also folgt:

% (% E(2.335%) = 24?.5223;333}:2’}-E[223,33°}:%.I'E-EKEES;SB::]

=32 .(c0s223,33° +i-sin223,33° ) = 0,916 —i-0,865

(3 =i)
z=N3-i = lzZd=v3+1="4=2
%‘ _arctan—— =30° = ¢=360° —30° =330°

NG
Also ist hier z=+3—i=2-E(330°)

o' = arctan

2 2
=77 -27% E(-2.330°) =— E(-220°) = —— E(-220° + 360°)
) S ©

.[caa'l-ﬂrﬂc +i-sin140°) = —0,483 +i.0,405

‘w|
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Einheitswurzeln

Grundlagen
Wir haben gelernt, dai sich mit Hilfe von Polarkoordinaten jede komplexe Zahl so
darstellen laRt z=a+b.i=r-(cosp+i-sing) , dabeiist r der Betrag der komplexen

Zahl: r=|z|=+a*+b* und o, das sogenannte Argument, der Winkel zwischen der
positiven x-Achse und dem Ortsvektor der komplexen Zahl gegen den Uhrzeigersinn.

Diesen Winkel berechnet man Ober tang =% = Q= arctan% falls sich der zu z

gehdrige Zahlenpunkt im 1. Feld der GauRschen Zahlenebene befindet. Fir andere
Felder rechnet man wie in Datei 2 (Nr. 50012) besprochen.

Mit der Abklrzung E(o)=cose+i-sine (dem sogenannten Einheitsvektor) wird
[E(0)|=|coso+i-sing|=|cos? o +sin’ ¢|=1.
Und man kann damit jede komplexe Zahl auch kurz so schreiben:
z=a+b-i=r-Ela)

Fir die Einheitswurzein gibt es einige wichtige Beziehungen (Datei 50012):
E(o,)-E(,)=E(0,+0,) und E(p) =E(n o)

Dies gilt fir ganzzahlige Potenzen und auch far Bruchzahlen. Damit hatten wir in § 9
n-te Wurzeln berechnet.

Es gibt in der Literatur Autoren, die Wurzeln fiir komplexe Zahlen verbieten, weil sie
angeblich mehrdeutig sind. Dies ist natlrlich eine Frage der Definition.
Wenn wir die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl so definieren:

Yz =gzl -Eg) =3z E(£-0),
dann ist das Ergebnis eindeutig. Das Problem liegt an dieser Stelle:

Die Gleichung x* =2 hat in der Menge der reellen Zahlen die einzige Losung 2. In
der Menge der komplexen Zahlen gibt es dagegen genau drei Lésungen. Und wenn

man unter 2 eben alle drei Lésungen versteht, dann ist die Eindeutigkeit weg !

Wir werden jetzt lemen, wie man alle Lésungen einer solchen Gleichung berechnen
kann. Dabei beginnen wir mit der Gleichung 2" = 1. Ihre Ldsungen nennt man die
(berthmten) n-ten Einheitswurzein.

Beispiel 24:

Losung der Gleichung z"=1
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1. Schritt:  Wir schreiben z in der Form z =r-E(g) , dann folgt daraus
' =" -E(p) =1
Nun bendtigen wir die Formel von Moivre fir Potenzen (Datei 50012):
E(g)" =E(n-g) fur ganzzanliges n.
Also erhdlt damit unsere Gleichung dieses Gesicht: " -E(n-g)=1
Weil alle Einheitsvektoren E(g) den Betrag 1 haben, gilt auch |E[n-npj|| =1

Daher mu auch ™ =1 sein, alsofolgt r=1 (da r ja positiv sein mui).
Wir suchen also die Lésungen der Gleichung Ein-g)=1.

2. Schritt:  Dis folgenden Rechnung verwendet fiir das Argument das Bogenma#.

Zur Erinnerung: Es war E(n-o)=cos(ne)+i-sin(ne).
E(n-o)=1 bedeutet also cos(ne)+i-sin(ng)="1.
Die erste Losung dafirist =0 (Probe machen: cos0+i-sin0=1 ).

Weil die Funktion E(q) periodisch istsind mit =0 auch die Werte
p=21, o=4m usw. Ldsungen,

Es gilt also nicht nur E(D)=1, sondem auch E(k-2n)=1 fir k=N.
Unsere Gleichung hiel doch E(n-e)=1. Alsoist E(no)=E(k-21)=1

K
Daraus folgt, dalk n-o=Kk-21 oder L’.’J=ﬁ-2ﬂ2 sein mul.

Nun sollte man nicht denken, dai dies zu unendlich vielen Lésungen fiihrt.
Wir missen darauf achten, dalk wir im Intervall 0<g<2n bleiben, dh.

der Koeffizient % mup Kleiner als 1 bleiben, damit ¢ <2 bleibil

Somit gibt es genau n verschiedene Lésungen:

Da alle diese Lisungen den Betrag 1 haben und somit auf dem Einheitskreis liegen und
dazu noch die Winkel zwischen ihren Ortsvektoren gleich sind, teilen sie den
Einheitskreis in n gleiche Teile, weshalb die Gleichung 2" =1 als Kreisteilungs-
Gleichung bezeichnet wird und ihre n Lésungen die n-ten Einheitswurzeln !

Im GradmaRg lauten die Lésungen so:

~0- _360° . 7200, _(n-1)-360°
q}j_ :{P‘1_T'r q}E_T.‘ == q}q_1_T

Schauen wir uns nun verschiedene Beispiele von Kreisteilungsgleichungen an.

Beispiel 25:

Losung der Gleichung z2=1

311-459



Die Losungen der Gleichung sind @, =0 und o, =1-2n==x
oder im Gradmal o, =0 und @, =1 360° =180°.

Und dazu gehdren diese Zahlen:

Z. =E(D)=cos0+i-sin0=1+i-0="1 und
22=EHH=COSH—LHHE=—1—LQ=—1.

Die beiden Losungen der Gleichung 7' =1 inder Menge C der komplexen
Zahlen sind also z,, ==1 (wieschonin R ).

Beispiel 26:

Losung der Gleichung z3=1

1. Lésungsweg (lUber Gleichungen)

Die Zahl z; =1 ist eine Lésung der Gleichung z° =1 d.h. - 1=0.
Also enthalt der Term z°— 1 den Faktor (z - 1).

Abspaltung dieses Linearfaktors durch Polynomdivision ergibt:
(Z +022 +0z-1):(z- V=2 +Z+1
—(Z2-7°)
z
-z -z)
z-1
_(z=1)
0

Alsoist 22 —1=(z-1-(Z2+z+1)

Aus 7z —1=0 wirdalso (z—1{Z*+z+1)=0
Die weiteren Lisungen liefert somit die Gleichung

Z2+7+1=0

Mit der Losungsformel z,, = w ernalt man zwei weitere

Lésungen, die jetzt komplex werden:

I e i S e N

22.3 -

2 2 272

@

Losungsmenge ist somit: L={ 1,—1+i-13;-1-i-143 ]
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2. Losungsweg (lber Einheitswurzeln)

Mach Seite 9 findet man die Lisungen so:

Also erhalt man diese Argumente: o, =0; ¢, =3-2n=3%1 ; < =
bzw. im Gradmafg: g, =0°; @, =1-360° =1207 ; o, =2-360"=240°
Die zugehdrgen komplexen Zahlen sind:

7, =1-E(0)=E(0)=cos0+i-sin0 =1

z, =1 E(4n)=cosin+i-sinZn=cos120° +i-sin120° = —1+i- 143

cos120° = —cos(180° -120%) = —cos60% = —1
sin120° = +sin(180° - 120°) = sin60° = 1./3
Z, =1-E(4$7) = cOS4m+i-Sin$ 1 =c05240° +i-5iN240° = -4 —i- 13

2

c05240° = —cos(240° -180° ) = —cos60° = -1
sin120° = —sin(240° -1807 ) = —sin60° = —1./3

Ldsungsmenge somit;

Darstellung dieser
Zahlen in der
GauBsehen
Zahlenebene

auf dem Einhaitskreis.
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Wir wollen zur Ubung nicht versdumen, fir eine dieser Lasungen die Probe zu machen,
und zwar fir  z, =—X+i-1+/3 . Dies filhrt zu folgender Rechnung:

27 =(~4+1-48) =(~4+1-4B3) (-3+1-13)
=(3-2-4-1- 43+ -1-3)- (-2 +i-443) = (1 -2-i 14B) (-1 +i.
=(~1-143) (-4 +1-33) =1 +4 3=1.

V3)

Fa|—

Beispiel 27:

Losung der Gleichung z3=-1

Gehen wir wieder von z=r-E(e) aus, dann folgt:
' =r"-E(p)’ =r’ -E(3¢) =1
Da r eine positive Zahl sein muf und |E[3u;p]|| =1 ist, mulR wiederum r= 1 sein.
Also bleibt: E(3p)=-1 dh. cos{3g)+i-sin(3p)=-1
Man erhalt eine Losung Uber cos(3p)=-1 und sin(3¢)=0, also 3p=n

d.h. o=1n. Wegen der Periodizitat der Funktion E sind auch die Werte

2K +1

dp=n+k-2n=(2k+11 = @= 1 Lasungen, dh. es gilt:

i
f

E(#n)=—1 fir keZ.
Allerdings miissen die Losungen innerhalb des Intervalls 0= g <21 liegen.
So erhalt man

Firk=0: o,=i1260° ergibt z, =E(im)=cos(in)+i-sin(in)=1+i-143
Firk=1: o,=n2180" ergibt z, =E(in)=cosi{n)+i-sin(m)=-1+i-0=-1
Furk=2: o,=%72300° ergibt z, =E(:é*.rrj=i:OS[%.‘r}+i-Sin|::§1rr:|=%—i-%q@

(Firk=3: o=I{n=3n+2n>2neD)
Damit lautet die Lésungsmenge der Gleichung z° = - 1:
I 1145103
L={-1:42i-13]

Beispiel 28:

Lésung der Gleichung z%=1

1. Losungswegqg (uber Gleichungen)

=1 = (2221 =0 = (22 -1z +1) =0

Ergebnis. L={=x1;zi}
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2. Lésungswegq liber Einheitswurzeln:
Aus z=r-E(g) folgt z*=r"-Elg) =r* E(do)=1

Wegen [E(4¢)|=1 und r=>0 folgtzunachst r=1 und dann

E(40)=1 = |cos(4o)+i-sin(4¢)=1

Eine Ldsung erhalt man etwa fiir cos(4ep)=1 und sin(4o)=0
zB. fir =0, dh. E(0)=1

Wegen der Periodizitdt gilt daher auch E(k-271)=0.
_ken_p x
4 2

Daher habenwir do=k-2n = | @

Wegen 0= ¢< 21 erhalten wir diese Argumente und Ldsungen:

k=0 o,=0 mit z, =E(0) =1
k=1 @,=37 mit z, =E({n)=cos({n)+i-sin(in)=0+i-1=i
k=2 @,=n mit z, =E(x1)=cos{n)+i-sin{n)=—1+i-0=—-1
k=3: o,=2n mit z, =E(in)=cos(in)+i-sin(Zn)=0+i-(-1)=-i
Losungsmenge: L={+1;%i} iiy
Am Einheitskreis: /; z, =l
|'II \I"
| i1
%
z,=—1 z, =1

Beispiel 29:

Lésung der Gleichung z°=1
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Wir Ubernehmen aus der Seite 2 diese Lésungsformel

0y =0; ([)1:%-2?1:; (p2=%-2ﬂt; m3=%-2n; (pn_1=nT_1-2ﬂ:
und setzen n = 5 ein, dann folgen diese Naherungslésungen:
,=0 = z,=E(0)=
q:n1—%ﬂ—?2 = Z,=E(2n)=cosZn+i-sinZn~0,309+i-0,951
9, =212144° = 2z, =E(%n)=cosfn+i-sintn~-0,809+i 0,588
9, =2n2216° = z,=E(&n)=cosfrn+i-sinfn~-0,809-i-0,588
0,=272288° = 2z, =E(Zn)=cosin+i-sinfn~0,309-i 0,951

sz, =E(0) =1

In dieser Abbildung wurden die 5 Punkte verbunden, es entstand ein regelmafiges
Funfeck mit dem Innenwinkel 72° und den Eckenwinkeln 108° .

Beispiel 30:

Lésung der Gleichung z%=1
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Wir Ubernehmen aus der Seite 2 diese Losungsformel

1 2 3 n—1
G =0 @y =21 =21 Q3= 2M] ...) Qpq =27

und setzen n = 6 ein, dann folgen diese Ldsungen:
9, =0 = z,=E(0)=1
1n260° = z,=E({n)=cosin+i-sinin=1+i-142
9, =212120° = z,=E(Zn)=cos2n+i-sinZn=-1+i142
)

0, =12180° = 2z, =E(n)=cosn+i-sinmt=-1+i-0=-1

o f . . .
0, =4n2240° = 2z, =E(4n)=cosin+i-singnr=—1-i-12
o o A 3
P =3T= 2
Z =E{%T
2, =E(@ =1, 08 06 04 02 Pl 02 04 06 08 [l _£-1

Z, =ElZm) :

s =E(3 %Jg_,__;
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Analysis

Relationen und Funktionen

Definition 89:

Eine Relation liegt vor, wenn es zu jedem Element x der Menge M1 genau einen Partner
y in der Menge M, gibt.

Definition 90:

Hat jedes x € M; ein zugeordnetes y € M,. Handelt es sich um Zahlen die in einem Ko-
ordinatensystem aufgetragen werden kénnen

Eine Giberall auf M1 definierte eindeutige Relation heilt Funktion oder auch Abbildung
von M1 in Ms.

fiM; - M, oder x >y = f(x)
Grundlegende Funktionen und deren Eigenschaften
Ganzrationale Funktionen n - ten Grades

Definition 91:

Eine Funktion der Form

y = f(x) = anx" + an-1x"! + ....a1x* + aox® mit neN und ao, a1, ....aneR
heillt ganzrationale Funktion.

n heillt Grad der Funktion

ai heilRt Koeffizient der Funktion

Beispiel 171:

f(x) = x3 - 3x2 - 5x + 15 ist eine ganzrationale Funktion 3.Grades

g(x) = -3x> + 2x* — x2 +8 ist eine ganzrationale Funktion 5. Grades

Beispiel 172:

f(x) = x® - x ist eine ganzrationale Funktion 3. Grades mit den Koeffizienten
az=1; a2=0; a1=-1; ao=0

Ganzrationale Funktionen entstehen durch zusammensetzen von Potenzfunktionen.
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Verlauf des Graphen
Definition 92:

Der Verlauf des Graphen einer ganzrationalen Funktion wird durch den Summanden

mit der hochsten Potenz bestimmt.

n gerade
a, >0 Verlauf von Il nach |
a, <0 Verlauf von Ill nach IV

/ )
1
f! \\ |
) B2 P e B
AN
TN
L T
-3 ® 3
i) =37 +3% -y -1
g | -
| .
| B
NN
THRAE
i N
) -?-r-ﬁ-?’-q-ﬁ-‘i\? 1]
|
L 2
L/ =
\ 7
_3 g
-7 ® 2

f) =02 + 23 + 5% + 5 -2

n ungerade
Verlauf von Il nach |

Verlauf von Il nach IV

o M1 TT
l VA
1‘\ ' \\\
) B /p b
UL

) = =37 =2 + 4 +1

5
Jlr f
A c
HR 5
| 3
i) 11 ,?““1
—174R4a440a 4244 0l
NI
| \,fa |
l i
-6 .' ;
=7 X 2

fix) = -0,2x* -2 - 5% -x+2
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Symmetrie

Die Vermutung liegt nahe, dass Funktionen, die nur aus Potenzfunktionen mit geraden
Exponenten zusammengesetzt sind, achsensymmetrisch sind und Funktionen, die nur
aus Potenzen mit ungeraden Exponenten zusammengesetzt sind, punktsymmetrisch
sind.

Definition 93:

Der Graph einer ganzrationalen Funktion ist genau dann achsensymmetrisch, wenn de-
ren Funktionsgleichung nur gerade Exponenten enthalt.

Der Graph einer ganzrationalen Funktion ist genau dann punktsymmetrisch, wenn de-
ren Funktionsgleichung nur ungerade Exponenten enthalt.

Beispiel 173:
flx)=2x% + 3% +1

(=) = 2007 +3 (=) +1= 2% +3x% +1=f(x) = Achsensymmetrie
fx) =35 - 2x

(=) =3 (=) = 2(-x) = -3+ 2x = —(3}{3 - 2x) = =f{x) = Punktsymmetrie

2 a
1_
fix) 5 b
_1 —
-2 al
-2 % 2
Flx) = 3x" - 2x
ist symmetrisch zury - Achse Ist symmetrisch zum Ursprung
{ Achsensymmetrie) (FPunktsymmetrie)
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Definition 94:

Zerlegungssatz:
f (x) hat genau dann eine Nullstelle xo, wenn f(x) durch (x-xo) teilbar ist:
f(xo) = 0 < fir alle x gilt: f(x) = (x-xo) g(x)

g(x) ist eine ganzrationale Funktion, deren Grad um 1 niedriger ist als der Grad von f.

Beispiel 174:

a) Bestimmen Sie eine Zerlegung von f(x) = x3 - 3x? - 5x + 15 wenn die Nullstelle xo = 3
gegeben ist.

Dazu wird die Polynomdivision verwendet

(x3-3x%-5x+15): (x-3) =x*-5
- (x3 - 3x?)

-5x + 15
- (-5x +15)

0

Ergebnis: f(x) = x3-3x2-5x+15=(x—-3) (x*-5).
b) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f und zerlegen Sie f vollstandig in Faktoren.
Ergebnis: f(x) = x3 - 3x2 - 5x + 15 = (x — 3) (x -V5) ( x +V/5)
Nullstellensatz

Definition 95:

Nullstellensatz fiir ganzrationale Funktionen:

Eine ganzrationale Funktion vom Grad n hat hochstens n Nullstellen, wobei mehrfache
Nullstellen mehrfach gezahlt werden.

Machen Sie eine Aussage lber die Symmetrieeigenschaften, den Verlauf und die Anzahl
der Nullstellen folgender ganzrationaler Funktionen.

i i 1
) = —x + -0 - —x® +x
10 8 f
Losung:
4_.
1T 7 1.5 14 i
flul=—ux" +=x" —=x" +x 1
(=5 +5%" "5 Hl
unkisymmetrisch I 11
° y. o GEdad Toh 234
Verlauf 1 =1 151
mindestens IEuk
gine Mullstelle 4
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Eigenschaften gebrochen rationaler Funktionen

Definition 96:

Eine gebrochen rationale Funktion hat folgende Form

Es befindet jeweils im Zahler und Nenner eine ganzrationale Funktion.

C3(x=12(x+4)(x+1)(x+2)
(X =D(X+42(x +1)(x - 2)

Definition 97:

Man nennt den grofRten Exponenten m im Zahler den Grad des Zahlers und den hochs-
ten vorkommenden Exponenten n im Nenner den Grad des Nenners. Das Zahlerpoly-
nom u(x) hat also den Grad m, das Nennerpolynom den Grad n. Die Differenz m - n ist
der sogenannte Asymptotengrad.

Form gebrochen rationaler Funktionen

Die Gleichungen gebrochen rationaler Funkticnen ké&nnen in ganz unterschiedlichen
Formen dargestellt sein. Hier einige Beispiele:

x* -4 . 8 2 4

f.(x) NER f,(x)=x » fa(x) 2 X2

Wéahrend die erste Funktionsgleichung schon die "normale Form" hat, in der alles mit
einem Bruchstich dargestellt wird, bestehen die beiden anderen Funktionsterme aus
zwei Summanden. Bringt man diese auf den Hauptnenner, dann haben auch sie die

Normalform:

3_
f,(x) = x* _Ez x -8
X X
£ x) 2 4 _2Ax-2)+4(x+2) _2x-4+4x+8 6x+4
’ X+2 Xx-2 (x+2)(x-2) X2 -4 x° —4

Bemerkung 37:

Von den oben angeschriebenen Funktionen hat

fiden Zahlergrad 2, den Nennergrad 2 und den Asymptotengrad O.
f2den Zahlergrad 3, den Nennergrad 1 und den Asymptotengrad 2
fsden Zahlergrad 1, den Nennergrad 2 und den Asymptotengrad -1
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Eigenschaften von Wurzelfunktionen

Definition 98:

Die Wurzelfunktion f(x) = Vx ist die Umkehrfunktion zur Potenzfunktion y = x" .

Ist n gerade so ist die Potenzfunktion nicht injektiv (umkehrbar eindeutig) und daher
nicht eindeutig umkehrbar.

Es gibt es zwei Mdglichkeiten die Wurzelfunktion zu definieren:

fG) =Nx und f(x) = —Vx.

Dabei wird im Allgemeinen die positive Variante als die Umkehrfunktion angesehen.

Falls n ungerade ist, so ist die Wurzelfunktion auf ganz R umkehrbar.

Exponent kleiner als 1

Alle haben den Definitionsbereich R*

Der Graph ist monoton steigend

Gemeinsame Punkte (0]|0) und (1]1)

Fir x<1: Die Graphen liegen lber der Geraden y=x.

Fir x>1: Die Graphen liegen unter der Geraden y=x.

Je mehr sich der Exponent % der Zahl 1 ndhert, umso enger liegt der Graph an der
Geraden y=x.

Exponent groBer als 1

Alle haben den Definitionsbereich R*.

Der Graph ist streng monoton steigend

Gemeinsame Punkte (0]|0) und (1]1)

Fir x<1: Die Graphen liegen unter der Geraden y=x.

Fir x>1: Die Graphen liegen Uiber der Geraden y=x.

Je mehr sich der Exponent % der Zahl 1 ndhert, umso enger liegt der Graph an der

Geraden y=x.

A

‘_v":SJ; 1 -
7

My
T T T T T 7
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Eigenschaften von Exponentialfunktionen

Grundeigenschaften der Funktion f(x) = e*

X
-

2 | ol | 2

Wichtige Funktionswerte:

fl0y=1 Tl =e=2718

f(2)=e*=~7.4

f(—)=e '=120,37

fi—2)=e* =+=014

Randwerte:

X—no = f(X)=2"—n~c

X——no = f(X)=e"—=0

d, h. die negative x-Achse ist

waagerechte Asymptote mit
=tIir‘n e* =0

Dafuralle xR f(x)=e" =0

besitzt f keine Nullstellen und nur

positive Werle:

Wertmenge W =R".

Ableitungen: f(x)=¢" >0

d.h. T steigt streng monoton und

hat keine Extremwerte.

M{x)=e"=0, dh. das Schaubild

K hat immer Linkskrimmung
und keine Wendepunkte.

Es gibt weitere Exponentialfunktionen, deren Schaubilder aus der Kurve y = e* durch
Spiegelung, Verschiebung oder Streckung entstehen. Das Erkennen dieser Eigenschaf-
ten hilft bei Aufgaben oft weiter. Daher werden auf den nachsten Seiten diese Abbil-

dungen besprochen.
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Spiegelung von K: y = e* ergibt K’: y = e™*,

* f(x) Wichtige Funktionswerte:
10 | fl0)=1 f()=e'=1~0,37
f2)=e”=%=014

f(-1)= e~ 2,718

8 f(—2)=e" =74

\ ! Randwerte:

/ X—nc = f(x)=e*—=0

X——no = f(xX)=e"—~

d. h. die positive x-Achse ist

waagerechte Asymptote mit
ime “=0.

4 Daflralle xR f(x)=e™ >0

\ / besitzt f keine Nullstellen und nur
y positive Werte:

\ / Wertmenge W =R"*.
2 Ableitungen: f(x)=-e* <0
d.h. f fallt streng monoton und hat
keine Extremwerte.
f'(x)=e >0, d.h. das Schaubild
> 0 3 i K hat immer Linkskrimmung
und keine Wendepunkte.

[s]

LK
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Verschiebung der Kurve K: y = e*.

1 [ 1. Verschiebung in v-Richtunag

Durch Verschisbung in y-Richtung
nach oben um 2, werden die
y-Koordinaten aller Funkte um 2
vergrofitert. Die Bildkurve hat daher

die Gleichung y=e"+2
Die waagerechie Asymplote ist

dann vy =2 und der Markante
Punkt wird Q(0]3).

Bei giner Yerschiebung um 3 nach
unten erhalt man y=e"-13.

mit der Asymptote v =-3 und dem
markanten Punkt R{0|-2).

Der markante Punki liegt {solange
keine Streckung in y-Richtung

vorliegt) stets um 1 dber der
Asympiote.

Die Kurve K: y=&" (Mitte)
Wird um drei nach rechts
verschoben, ergibt y =2
bzw. um 2 nach links: y =e"**.

" Funkte mit der y-Koordinate e
[ liegen auf allen drei Kurven.
f Um den Punkt auf der Kurve

{ | y=eg" zu erhalten, bendtigt
E"I manx =1 A{l|e).

| Um den Punkt auf der Kurve
;1 yw=e"" zuerhalten, mul man
LB | x=4wihlenalso B(4|e). Er

enisteht aus A durch
Yerschigben um 2 nach rechts.

i—-"g/ i . ; I f., Um den Punkt auf y =& zu

4 erhalten, hendtigt man x=-2
Verschigbung um 2 nach links 1)

Definition 99:

Die Kurve y=e**?entsteht aus y=e* durch Verschiebung um 2 nach links.

Die Kurve y=e*"3 entsteht aus y=e* durch Verschiebung um 3 nach rechts.
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(e)

l’l 2
INE _
& 2 4
R
St o
A £(x)
——
y=3-p \2 L
>( j=—e " +2
AN

Verschiebt man y=e™* um 2 nach

rechts entsteht y=e ' =™
Man beachte, dafl man das
Minuszeichen im Exponenten
ausklammern muB, will man die
Verschiebung in x-Richtung
erkennen!

Der markante Punkt ist Q(2]1)
und die Asymptote: y =0

Bei y=e7 -2 erkennt man sehr
schnell die Verschiebung von y=e™

um 2 nach unten. Markanter Punkt:
R(0|-1) und Asymptote: y =- 2.

Die untere Kurve stellt die an der
X-Achse gespiegelte Kurve
=-e” dar.

Verschiebt man diese um 3 nach
oben, erhélt man die Kurve mit der

Gleichung y=3-¢".

Die dritte Kurve entsteht aus

y = e™ durch Spiegelung an der x-

Achse: y=-e™ unddann

Verschiebung um 2 nach oben:
y=—e"4+2
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Die untere (blaue) Kurve hat die
Gleichung y ="~ —1.

Beweis:

Die Ausgangskurve y = " wird
zunachst um 2 nach links
verschoben, ergibt die
Gleichung y = e™*?.

Diese Kurve schieben wir um 1
nach unten, ergibt y=e"~ —1
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(1) Streckung in y-Richtung:

Ciabei werden alle y-Koordinaten von der x-Achse aus mit eimem Faktor k

mullipliziert, so dalit gitt: y=k-y

Die Kurve mit der Gleichung

Y - 2e

enisieht also aus y = & durch Streckung
mit dem Faktor 2 in y-Richtung.

Und die Kurve mit der Gleichung

¥ =+e° enisteht aus y = &" durch

Streckung mit dem Faktor L.

Wenn der Streckfakior k positiv aber
klgimerals 1ist {0 <k < 1}, dann nennt

man die Streckung auch eine Siauchung.
Die Abbildung zeigt auch die Grolke von
fill=e bzw. 2e oder +e

1)

durch vertikale Limizn, dig sigentlich
gemau b=i 1 stehen solten.

Eine Streckung mit einem negativen Fakior
ist eigentlich sine Zusammenseizung aus
einer anfanglichen Spiegelung an der
x-Achse, wobei aus y = &* die Bildkurve

y =-e* (unten Mitte) wird mit nachfolgen-
der Streckung (jetzt) mit positivern Fakior.

Man kann dies verfolgen:

Mach oben verlduft y = e* daraus wird die
nach unten verlaufendes (mittlerz) Kurve
Ki:y=-e".

Lnd aus dieser entstehen dann durch
Streckungen H.: y=-2a"

und Ka: y=—Fe’.

LB

1)
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(2) Streckung in X-Richtung:
Die Abbildu n%zeign die drei Kurven

y=e", y=e“und y=a™".
Um dies zu verstehen berechnen wir fur
unsere Ausgangskurve y = e zux =2

die y-Koordinate. Dies fiihrt uns zum
Kurvenpunkt P { 2 1 &),

Als nachsten betrachien wir den Punkt

2 [ 41e” ). Erhatdieselbs y-Koordinate
wie P, liegt also auf der gleichen Hohe.
Jedoch st seine x-Koordinate doppelt

so grok. Alse entsteht er aus P durch
Streckung in =-Richtung mit dem Faktor 2.
2 lisgt aber auf der Kuree mit der
Gleichung y = **, denn durch Einsetzen
varn ® = 4 entsteht y = e’

Also merken wir uns:

Eine Streckung in =-Richtung mit dem Fakior 2=
Exponenten:

4
Diie Kurve y = E2=|= entsteht aus y = &" durch Streckung in x-Richtung mit k=2

Entsprechand gilt:

Die Kurve ¥ = = entsteht aus y=g&" durch Streckung in x-Richtung mit k = -.
also durch eine Stauchung

Diies erkennt man an der Abbildung so:
Der Punkt P {21 E'::I geht dabei in H|_r1 | E"'] dber und dieser lisgt auf der Kurve
mit der Gleichung v - =%

HBemerkung. Man kann diese Streckungen auch mit Abbildunasgleichungen
vormehmen. Das sieht dann 50 aus.

Ein Punkt F'-::x | y:l wird im x-Richiung durch gine Sireckung mit dem Fakior k
abgebildet. Daraus wird der Bildpunkt Fx|y|. Und weil bei siner Strackung in x-

Richiung die y-Heoordinate gleich bleibt und die =-Hoordinate den Fakior k erhdi,
gilt falglich:

Foes] )

[y=y ly-¥ |
Zetzt man die rechien Gleichungsen in die Gleichung der Kurve v =2" =in
- I L
Erhalt man vy = e* . Bzw. ohne die zur Unterscheidung ndfigen Striche: y=e" .
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Eigenschaften von Logarithmusfunktionen

Bei der Logarithmusfunktion handelt es sich um die Umkehrfunktion zur e-Funktion.

Eigenschaften fiir die Kurvendiskussion

f(x)=Inx f(x)=In Arg(x)
Definitionsbereich | Bed.: x>0 D=R" Bed.. Arg(x)>0=D-=....
Nullstelle X,=1 denn In1=0 Bed.: Arg(x,)=1=x,=...

x — Argument-Nullstelle = f(x)— —=
x—=0 = Inx—-= 3

Randwerte d.h. senkrechte Asymptote
X—=* = Inx—«x

d h. senkrechte Asymptote (nach unten)
x — Argument-Polstelle = f(x) — o

d _h_senkrechte Asymptote (nach oben)

1 o Arg'(x)

i o f' =— f'ix)= —
Ableitung (x) ” (x) Arg(X)
Wertmenge W=R Unterschiedlich
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Logarithmusfunktionen

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrung der Exponentialfunktion. Im Falle von e*
heiBt die Umkehrung natirlicher Logarithmus und wird mit In(x) bezeichnet.

L

¥

4

Die Logarithmusfunktionen sind streng monoton wachsend und haben eine Nullstelle
bei xo= 1.
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Trigonometrische Zusammenhange

Satz des Pythagoras

o

Definition 100:

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b sowie der Hypotenuse c ist
die Summe der Kathetenquadrate a? und b? gleich dem Hypotenusenquadrat c2.

c? =a?+b?

Kathetensatz des Euklid

Definition 101:
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Beispiel 175:

Bei der Konstruktion eines Gestells sind die Langen c und p bekannt. Die Langen a und
b missen nun noch bestimmt werden.

Gegeben: ¢ =5cm ; p = 2cm
Gesucht: a; b

Lésung:

g=c-p

q=5cm-2cm

gq=3cm

a’=c-p

a2=5cm - 2cm

a? = 10cm?
a=3,16cm
b2=c-q

b2 =5cm - 3cm
b2 = 15cm?
b=3,87cm
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Hohensatz des Euklid

Der Hohensatz des Euklid lehnt sich stark an den Kathetensatz an.

Definition 102:

Beispiel 176:
Die Lange p sei 2cm, die Lange q sei 3cm. Die Hohe soll bestimmt werden:
p=2cm

g=3cm

Losung:

h®’=p-q

h2=2cm - 3cm

h? = 6cm?// Wurzel ziehen

h=2,45cm
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Sinussatz

Der Sinussatz und der Kosinussatz sind zwei Erweiterungen der trigonometrischen
Funktionen, die an sich ja nur in rechtwinkligen Dreiecken definiert sind, auf beliebige
Dreiecke.

Der "Trick" dabei ist in beiden Fallen, das Dreieck durch eine H6he in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zu "teilen". (Die Hohe steht senkrecht auf der Seite.)

Definition 103:

Der Sinussatz beschreibt das Verhidltnis der Seitenldnge zu den gegeniiberliegenden
Winkeln im Dreieck.

Der Sinussatz kann dazu verwendet werden, um aus der Angabe von zwei Winkeln und
einer Seite das Dreieck zu berechnen.

ol

Definition 104:

sin(a) _ sin(B) _ sin(y)
a_ b ¢
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Kosinussatz

Der Kosinussatz wird auch als trigonometrischer Pythagoras bezeichnet. Das rihrt da-
her, dass mit ihm wie beim Satz des Pythagoras eine fehlende Dreieckseite berechnet
werden kann, allerdings im Gegensatz zum Pythagoras, der ja nur fir rechtwinklige
Dreiecke gilt, in jedem beliebigen Dreieck.

Man kann ja ein Dreieck eindeutig konstruieren, wenn man zwei Seiten und den einge-
schlossenen Winkel gegeben hat (Kongruenzsatz SWS). Also zum Beispiel die Seiten b
und c und den Winkel a in diesem Dreieck:

Definition 105:

In der Trigonometrie driickt der Kosinussatz eine Beziehung zwischen den drei Seiten
und einem Winkel im Dreieck aus.

Die Formeln zum Kosinussatz beziehen sich auf die folgende Grafik:

Definition 106:

a’ = b? + ¢? — 2bc - cos (a)
b? = a% + ¢? — 2ac - cos(B)
c? =a® +b? — 2ab - cos (y)

Beispiel 177:
Gegeben seia=11, b =10 und c = 13. Berechnet werden soll der Winkel a.
Losung:

a’ = b? + ¢? — 2bc - cos (a)

a? —b? —¢?

cos(a) = e
112 — 102 — 132
cos(@) =~ 7013
cos(a) = 0,57
a = 55,25°
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Bogenmal

Das Bogenmall ist ein WinkelmaR. Die dimensionslose Zahl tragt oft den Zusatz Radiant
bzw. rad, um die Gr68e von Grad zu unterscheiden.

Umrechnung

Definition 107:

Die Umrechnung eines Bogenmalies in Grad erfolgt nach folgender Formel:

Bogenmaf? - 180
T

Grad =

Umgekehrt lasst sich ein Bogenmald nach der folgenden Formel bestimmen:
Grad -

B =
ogenmaf$ 180

/=)

Die Umrechnungsfunktion von Winkel im GradmaR in das Bogenmal’ heillt arc oder ar-
cus (lat. Bogen). Somit ist arc(a) das Bogenmal’ des in Grad angegebenen Winkels a.

Die Angaben Bogenminute und Bogensekunde beziehen sich nicht auf das Bogenmal,
sondern sind Untereinheiten von Grad.

In vielen Berechnungen der Physik und der Mathematik ist das BogenmaR das zweck-
maRigste Winkelmal. Fir den Alltagsgebrauch ist es unpraktisch, da Werte im Bogen-
mal recht unanschaulich sind (z. B. hat ein Winkel mit dem Bogenmald 1 rad ein Grad-
mald von ca. 57°). Daher wird in der Alltagspraxis stattdessen meist das GradmaR ver-
wendet.
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Trigonometrische Funktionen
Definition des Sinus im Dreieck

Der Sinus eines Winkels kann mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks definiert werden
(siehe Abbildung).

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Er ergibt sich aus dem Quotienten der Gegenkathete und der Hypotenuse. Der Wert,
der sich daraus ergibt, ist unabhangig von der GroRe des Dreiecks:

sin() = =

Um die Funktion des Sinus zu gewinnen, wird das Dreieck in den Einheitskreis, der wie-
derum in ein xy-Koordinatensystem eingebettet ist, gesetzt (Abbildung).

Die Hypotenuse ist der Radius r des Kreises, der den Kreis im Punkt P schneidet. Die y-
Koordinate von P ist dann gleich dem Sinus des Winkels ¢, denn der Radius r des Ein-

heitskreises ist 1 und damit gilt:

. y
sin(¢p) = T =Yo
Dies gilt fiir alle Punkte des Einheitskreises und damit fiir beliebige Winkel zwischen
0° und 360° (Gradeinteilung) und alle Werte zwischen 0 und 2m(Radeinteilung).
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Der Einheitskreis

Der Einheitskreis wird benutzt, um die grundlegenden Funktionen, z.B. in der Trigono-
metrie, zu definieren. Er ist in ein rechtwinkliges Koordinatensystem eingebettet. Der
Ursprung dieses Koordinatensystems fallt mit dem Mittelpunkt des Kreises zusammen.
Der Radius hat den Wert 1. Diese Tatsache erleichtert die Definition von Funktionen.

Genauso wie das Koordinatensystem nennt man die einzelnen Abschnitte des Kreises
Quadranten. Der 1. Quadrant liegt im vollstandig positiven Teil des Koordinatensys-
tems. Die weiteren Quadranten werden gegen den Uhrzeigersinn gezahlt.

Winkel im Einheitskreis werden durch einen Zeiger dargestellt, der seinen Ursprung im
Mittelpunkt hat und am Kreisrand endet. Wenn der Zeiger auf der positiven x-Achse
liegt, hat man den Anfangswinkel ap. Wenn man mit dem Zeiger alle Quadranten abge-
fahren hat und wieder zum Ausgangspunkt zuriickgekehrt ist, hat man einen vollen
Winkel.

Es gilt weiterhin folgende Verabredung:

Wenn der Zeiger gegen den Uhrzeigersinn verlauft, dann werden die Winkel positiv
gezahlt, wenn der Zeiger mit dem Uhrzeigersinn lauft, wird er negativ gezahlt.

Der Einheitskreis

Berechnung von Bogen- und Gradmaf

Winkel im Einheitskreis konnen auf zwei Arten, dem GradmalR und dem Bogenmal3, ge-
messen werden. (vergleiche vorheriges Kapitel)
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Die Sinusfunktion

Eine graphische Darstellung der Sinusfunktion

y = sin (x)
gewinnt man, wenn man die Beziehung zwischen x und sin (x) in einem Koordinaten-

system darstellt. Die y-Koordinate wird als Zeiger dargestellt. Dieser wandert in dem
neuen Koordinatensystem entlang der x-Achse und zeichnet so die Sinusfunktion.

y=8in{x)

107 /////rﬂx\\\\
0.5 /

—.5

[

R
[

=15
(=]
[N

1.0

1

Die Sinusfunktion flr beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die For-
mel

y = A-sin (bx+c)
beschrieben werden.

Definition 108:

Die y-Koordinate ist in dieser Formel nicht nur von der x-Koordinate bzw. vom Winkel
® abhéangig, sondern auch von der AMPLITUDE A, der PERIODE b und der PHASE c.
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Die Amplitude der Sinusfunktion

Die Sinusfunktion nimmt mindestens den Wert -1 und héchstens den Wert +1 an. Mul-
tipliziert man die Sinusfunktion mit einem konstanten Faktor A, so erhdlt man eine
Funktion, die den gleichen periodischen Charakter hat. Die Nullstellen verandern sich
nicht, aber deren Maxima bzw. deren Minima nehmen den Wert A bzw. -A an.

Definition 109:

Die Amplitude ist der Faktor A in der Funktion y = A - sin (bx + ¢)

Beispiel 178:

¥
2
1.5
‘Wihle einen Wert fiir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0.5
y =- sin(bx + ¢) — —
-4z -Tw'2 -3k —Swl —fn —3n2d -m wl —w/ m Il I Sl 3m Twl 4 X
Wihle zwischen Bogenmalk oder 0.9
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
5
¥
3
1.5
‘Wahle einen Wert filr die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0s
y=-sin[bx+c] —
-4z -Ta'l -3k -5 —Jn -3w2 -5 w2 -2 I 3wl 2 S 34 Tl dxn %
‘Wahle zwischen Bogenmalk oder 0.5
Gradeinteilung des Graphen:
—1s
N
¥
2
15
Wahle einen Wert fir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
05
!.r=-sir|[bx+-::] 3
4 -T2 —In S22 -2k -in2 S @2 -2 t 3 2a M2 I Twl 4An ¥
‘Wahle zwischen Bogenmalk oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
5
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Periode der Sinusfunktion

Definition 110:

Wenn das Argument x in der Gleichung
y = A-sin (bx+ c)

mit einem konstanten Faktor b multipliziert wird, dann spricht man von einer Anderung
der Periode der Sinusfunktion.

Die Periode sagt etwas darliber aus, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten
Wertebereich (wie z.B. -4 bis +4m) oszilliert.

Fir die Physik ist auch interessant, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten Zeit-
intervall vollzogen wird. Dort trifft man auch haufig auf die Notation:

y = sin (wt)

Statt der Konstanten b, steht hier das Symbol ®. Dies ist die Kreisfrequenz oder die
Anzahl der Schwingungen im Zeitintervall 2nsec. t hat in obigen Gleichung haufig die
Bedeutung der Zeit.

Es gilt:
w = 2TV
Die Frequenz v ist die Zahl der Schwingungen im Zeitintervall 1 sec.

Bemerkung 38:

Allgemein lasst sich fiir jede Notation sagen, dass, wenn die Periode b grof3 ist, mehr
Schwingungen durchgefiihrt werden und wenn b klein ist, dass weniger Schwingungen
vollzogen werden.

Beispiel 179:

Wahle einen Wert fir die Periode 1
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c] — - —
T -T2 'k m 32 A St 3@ Tl A

‘Wahle zwischen Bogenmall oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:
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Wihle einen Wert fir die Periode
aus dem Meni aus:

y= A-sin{:ﬁc]

Wihle zwischen Bogenmall oder
Gradeinteilung des Graphen:

Wahle einen Wert fir die Perode
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c]

Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:

-4 -T2 -3n -5m2 —Inm =32 -t mwl
10,5

—Ax -Tg2 -1¢ 5S¢ M -In? -

[
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Die Phase der Sinusfunktion

Definition 111:

Hier soll die Bedeutung der Konstanten c in der Gleichung
y = A-sin (bx+ c)

diskutiert werden. Dem Argument der Sinusfunktion ist eine additive Konstante zuge-
fugt.

Das heiRt, mit Hilfe der Phase wird der Nulldurchgang entweder nach links oder nach
rechts verschoben.

Wenn die Phase c einen positiven Wert hat, wird die Sinusfunktion nach links vom Ko-
ordinatenursprung aus gesehen verschoben und wenn c einen negativen Wert hat, wird
die Sinusfunktion nach rechts verschoben.

Die Phase ist eine additive Konstante im Argument der Sinus-Funktion
y = A-sin (bx+ c)
Beispiel 180:

V¥ 4
;_I 4
1.5
Wahle einen Werl fur die Phase © aus 1
dem Menl aus:
0.5
o smoo[0F) | B
qr -Tw'2 —3q —5n/2 42n 2 —m2 2 Sl 34 Tl S OX
Wiéhle zwischen Bogenmall oder -0g
Gradeinteilung des Graphen:
e
—1.5
=
¥
2
1.5
‘Wihle einen Wert fir die Phase © aus 1T
dem Menl aus:
05
e ﬁ
bt —Tr/2 =3 52 2n -3n w2 A 32 e SR 3R TRl 4k X

‘Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:
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‘Wahle einen Wert fir die Phase © aus
dem Menl aus:

y= sin[bx+]

Wahle zwischen Bogenmalk oder
Gradeinteilung des Graphen:

T -m'2
s

4 -Tr'2 -3 =552 £2n =3n2
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Definition des Kosinus im Dreieck

Definition 112:

Geometrisch ist der Kosinus definiert als Verhaltnis der Ankathete zur Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck (siehe Abbildung):

b
cos(®) = <

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Genauso wie bei der Sinusfunktion wird das Dreieck in den Einheitskreis gesetzt (Abbil-
dung).

-1

Die Hypotenuse wird zum Radius r des Kreises und schneidet den Kreis im Punkt P. Der
Kosinus des Winkels @ ist der x-Achsenabschnitt zum entsprechenden Punkt P.

Definition 113:

Der Kosinus eines Winkels @ ist gleich der x-Komponente des zu ® gehorenden Punktes
P auf dem Einheitskreis.

Deswegen kann man schreiben:
x = cos (D)
dar=1ist.

Normalerweise wird x immer als die Variable benutzt, fir die immer andere Werte ge-
setzt werden.
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Definition der Kosinusfunktion

Genauso wie bei der Herleitung der Sinusfunktion geht man bei der Herleitung der Ko-
sinusfunktion vor:

y = COSX

Von dem Schnittpunkt des Zeigers mit dem Einheitskreis wird ein Lot gefallt und der
dazugehorige x-Achsenabschnitt bestimmt. Dieser Wert wird der Kosinusfunktion im
Graphen als y-Achsenabschnitt zugeordnet.

Die Kosinusfunktion fiir beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die
Formel

y = A-cos(bx +c)
dargestellt werden.

Die Kosinusfunktion ist zudem, wie die Sinusfunktion auch, von der AMPLITUDE A, der
PERIODE b und der PHASE c abhangig.

In Bogenmal3:

T y=Ccos(x)
5 226rad 2 I N
3 1.0 \
0.5
- 0 «
n Lz
6 4
0,51
1.0 4
iz
2
In Grad:
y=cos(x)
a00° 50

SN
TN

30°45%60° 0%

180~

270
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Zusammenhang zwischen Sinus- und Kosinusfunktion

Aus der Graphik kann man entnehmen, dass die Strecke zwischen 0 und P zusammen
mit der x-Achse den Winkel ¢ bildet.

¥

LN L

Der Punkt P1 geht dadurch hervor, dass von ¢ ein rechter Winkel abgezogen wird.

¥
17
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Dann gilt:

Aus der Grafik ist weiterhin zu entnehmen, dass

Definition 114:

) s
sin (¢ = cos(®;) = cos (CD — 5)
Durch Umformung erhalt man dann auch folgenden Zusammenhang:

cos(®) = +sin (CID + g)

. . . . Vs . .
Man kann also sagen, dass die Kosinusfunktion eine um 2 nach links verschobene Si-
nusfunktion ist.

Umgekehrt kann man auch sagen, dass die Sinusfunktion eine um g nach rechts ver-
schobene Kosinusfunktion ist.
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Wendet man den Satz von Pythagoras auf das das rechtwinklige Dreieck in der Abbil-
dung an,

Yy
1
/ W
/ 1 \
/ sin {1;"'-.H
il L,
cos ¢ 1
Al

so ergibt sich

Definition 115:

sin?(®) + cos?(®) = 1

Durch Umformung und Wurzelziehen erhalt man dann die folgenden Ausdriicke, die oft
benutzt werden:

sin(®) = +4/1 — cos?(d)
und

cos(®) = +4/1 — sin?(P)
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Definition des Tangens

Der Tangens eines Winkels @ kann geometrisch definiert werden als Verhaltnis der Ge-
genkathete zur Ankathete

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Definition 116:

a
tan(dD) = B

Aus den vorhergehenden Abschnitten ist bekannt, dass als Definition fiir die anderen
beiden trigonometrischen Funktionen gilt

. a
sin(®) = <

und
b
cos(®) = <

Damit findet sich dann folgender Zusammenhang zwischen Sinus, Kosinus und Tan-
gens:

Definition 117:

_ sin (P)

c
tan(®) = b~ cos (d)

a
c
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Die Funktion des Tangens selber ldsst sich ebenfalls wie beim Kosinus und beim Sinus
auch am Einheitskreis herleiten (Abbildung).

-1

Dazu wird im Punkt (0;1) eine Tangente am Einheitskreis errichtet. Der Zeiger, der vom
Mittel- bzw. Nullpunkt des Kreises bzw. des Koordinatensystems bis zum Punkt P reicht,
wird Gber den Punkt P verlangert, bis er die Tangente im Punkt S schneidet. Der y-
Achsenabschnitt auf der Tangente (hier in dem Beispiel orange gekennzeichnet) ist
dann jeweils der Tangens.

Definition 118:

Der Tangens eines Winkels @ ist gleich der y-Komponente des Schnittpunktes S der
Tangente, die am Einheitskreis anliegt.
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Definition der Tangensfunktion

Die Funktion des Tangens wird wieder am Einheitskreis definiert.

Im Bogenmal3:

y=tanix)
Mit der Maus kann der Zeiger im
4 Einheitskreis bewegt und so die
Tangensfunktion nachgezeichnet
werden. Wahle zwischen
3 Bogenmal und Gradeinteilung
/ ” des Graphen:
2
|
T
f 0.5 s
#
0 ¢ g ”
7 LA L n k4 it ¥
0.3 6 4 3 2 2
-1
an
2
-2
-3
-4
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In Grad:

y=tanix}
Mit der Maus kann der Zeiger im
4 Einheitskreis bewegt und so die
Tangensfunktion nachgezeichnet
werden. Wahle zwischen
1 Bogenmalk und Gradeinteilung
- des Graphen:
2
i
0% s p
{ -
IH“: r w_ i i -‘,
360° .7 30°45%0° 0% 180 270 360 ¥
—0.3
=1
2708
-2
70" -
-4
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Wie im Abschnitt Definition der Tangensfunktion im Dreieck angesprochen, wird im
Punkt (1;0) eine Tangente angelegt (Abbildung).

¥
1 A
i /__
7 I I \
i 1
| -o—-—-\\l. |
& 1
| L N
A1
m i
5
— -

-1

Der Zeiger, der vom Nullpunkt des Einheitskreises ausgeht, schneidet zuerst den Ein-
heitskreis und dann die Tangente und bildet somit ihr den y-Achsenabschnitt, der den
Wert fiir den Tangens liefert.

Nahert sich der Wert von ® zum Beispiel dem Wert g, dann wachst der Wert fir den

Tangens lber alle Grenzen, ins Unendliche. Wenn nun der Zeiger in den 2.Quadranten
(90°-180°) des Einheitskreises wandert, wird auch hier der Zeiger zur Tangente hin ver-
langert, so dass der Schnittpunkt S an der Tangente einen negativen y-Achsenabschnitt
liefert.

Der Kehrwert des Tangens wird als Kotangens bezeichnet. Er ist gegeben durch:
1 cos(P)
tan (&)  sin (D)

cot(d) =
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Trigonometrische Gleichungen
Grundlegende Gleichungen

Trigonometrische Gleichungen kénnen sehr kompliziert sein und sind oft nicht einmal
analytisch I6sbar. Es gibt aber einige grundlegende trigonometrische Gleichungen, wie

sin(x) = a,
cos(x) = b,
tan(x) = ¢

die wesentlich einfachere Losungen besitzen.

Solche Gleichungen haben im allgemeinen Fall entweder gar keine, oder unendlich
viele Losungen. Wenn man aber den Winkel x irgendwie begrenzt, gibt es endlich viele
Losungen.
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Beispiel 181:

Lésen Sie die Gleichung sin(x) = ;

Wir wollen alle Winkel finden, die den Sinus % haben.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Sinus im ersten und im zweiten Feld positiv
ist. Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel X gibt.

Wir haben also einmal die erste Losung bei:

x1=g

. . .. . T 5
Und eine zweite Losung bei X, = 1 — Pl

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen

gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich fiir x einschrankt. Dies
kéonnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

[L_{n_s }
“le’6

Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Losung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2m addieren kénnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

=—+2
o — . n .
X 6 T

=-m+2:n:
X 677,' n-m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstelit.
Dies nennt man dann auch die allgemeine Lésung der Gleichung.

Dies sieht man auch wenn man folgende Grafik betrachtet:

b=

@l
m o .
[=>]

=

T ~ 7 & 6 y=sinz
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Beispiel 182:

1

Lésen Sie die Gleichung cos(x) = >

Wir betrachten den Einheitskreis. Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im
ersten und im vierten Feld positiv ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Y 1 Y 1
r =35 r ==
A 2 TR 2
|': ) ﬂ:’({ 3\ ' | II'I
| B '. — -
o ¢ —7/f3
S/ \

Wir haben also einmal die erste Losung bei:
X, ==
173

T

. o . 5
Und eine zweite Losung bei x, = 21 — 3=5T

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen
gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich flr x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

T 5
L={3:37}
Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Loésung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:
Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2w addieren kdnnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

=242
X—3 n-m

=-n+2n-
X 37'[ n-m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.
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Beispiel 183:
Lésen Sie die Gleichung tan(x) = V3
Wir betrachten den Einheitskreis.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im ersten und im dritten Feld positiv
ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Y Y

s slope /3 4 slope/3
T T
T+ X 30
|':. \ ?Tf{ 3 I". |': .-’f L:\ i .I"|
| Fl i = T _|—I|_ LIS N | T
~ ’rf’ ."/." \

Wir haben also einmal die erste Lésung bei:

X =—
173

Und eine zweite Lésung bei x, = T + g = g‘l'[

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen

gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich fir x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

[L—{ﬂ 4 }
13’3

Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Losung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2m addieren kénnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

=242
x—3 n-m

=-m+2n:
X 37'[ n-m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.

360-459



Komplexere Gleichungen

Komplexere Gleichungen l6st man durch umformen mit Hilfe der Formelsammlung o-
der durch Substitution des Arguments der trigonometrischen Funktion.

Beispiel 184:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

1
sin(x) = E\/E
im Bereich von —21t < x < 411,
Lésung:
1
sin(x) = 5\/5

Laut der Formelsammlung:
1
sin(45°) = Eﬁ

Daraus ergibt sich eine erste Losung:

1
X; = Zn
Im zweiten Feld ergibt sich eine weitere Losung:
1 3
Xy =T — Zn = Zn
Im Definitionsbereich von —2m < x < 4m ergeben sich weitere Lésungen:
1 7
X3=X1—2T[=ZT[—2T[=—ZT[
3 5
x4=x2—21't=111—21'[=—11'[
1
Xs =x1+21T=Z1T+21T=Z1T
11
x6=x2+21't=111+21'[=71'[

[L_{7_ 7_1_3_9.11}
U2 Ty
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Beispiel 185:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos (gx) = %\/g im Bereich von =3 < x < 12.

Substitution:

T
u= gx
damit ergibt sich:
1
cos(u) = E\E
Aus der Formelsammlung ergibt sich eine erste Losung:
1
u; = gn
Ricksubstitution:
T
u= gx
1 1
gn = gx
x; =1

Der Kosinus ist im vierten Feld positiv, also ergibt sich eine weitere Losung:

1 11
Uy = 21 — gn = ?Tr
Ricksubstitution:
s
u= gx
11 T
?n = gx
x, =11

Im positiven Bereich keine weitere Lésung mehr. Im negativen Bereich ergibt sich eine
weiter Losung:

1 1
uz; =0 —gT= g™
Ricksubstitution:
T
u =gx
1 T
—gn =gx
x3=-—1

Im negativen Bereich auch keine weiteren Losungen mehr.

L={-1;1;11}
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Beispiel 186:
Losen Sie folgende Gleichung
cos(2x) —4-cos(x)+3 =0

Im Bereich von x € [0: 2]

Wir verwenden aus der Formelsammlung:
cos(2x) = 2 - cos?(x) — 1

und setzen es ein.

2:cos?(x)—1—4-cos(x) +3=0

2-cos?(x) —4-cos(x)+2=0 |:2

cos?(x)—2-cos(x) +1 =0
(cos(x) —1)?2=0

Diese Gleichung ist nur dann erfillt, wenn cos(x) = 1 ist.
Wir wissen, dass der Kosinus im ersten und im vierten Feld positiv ist.

Damit erhalten wir folgende Losungen:

x1=0
XZ =2T[
L = {0; 2}
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Funktionsbegriff

Eine Funktion ist eine Vorschrift, die

° jedem Element x aus einer Menge X (der Definitionsmenge: Der Definitionsbe-
reich (auch: Definitionsmenge) gibt an, welche x-Werte in eine Funktion einge-
setzt werden dirfen.)

° eindeutig

° ein Element y einer Menge Y (der Wertemenge: Die Wertemenge (oder Bild-
menge) einer Funktion ist die Menge aller moglichen Funktionswerte, die heraus-
kommen kdnnen, wenn man alle Zahlen aus der Definitionsmenge in die Funktion
einsetzt.) zuordnet.

Das Element y wird Funktionswert an der Stelle x genannt.

Definitions-

Qnge .

Schreibweise einer Funktion

Y lem =

Funktion

5o gibt man in der Mathematik in

Funktionsname  Definitions- Funklions-  Funkiions- ) )
. der Regel eine Funktion an.
menge variable term
Hier als Beispiel die Funktion
(=Zuordnung). die jeder reellen

Zahl x die Zah! x+1 zuordnet

.I.'. R — R x > X_I_ 1 (das heift: der 0 die 7, der 1 die 2
. !

der 0.7 die 1,7 usw.).

| ] wird zugeordnet/
wird definiert als Wertemenge abgebildet auf

+ Gelaufiger als ¢ ++ = + 1ist die Schreibweise f(z) =z + 1

+ Normalerweise wird eine Funktion f genannt, aber auch g, k und alle anderen verfigbaren Buchstaben
und sogar Zeichen sind erlaubt.

* Auch die Funktionsvariable muss nicht zwangslaufig & heillen. Z. B. ist in der Physik £ oder  als Funkti-
onsvariable weit verbreitet. Meistens dient die Bezeichnung der Verstandlichkeit (r: Radius, £: time/Zeit).
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Definitionsmenge
Definition 119:

Der Definitionsbereich (auch: Definitionsmenge) gibt an, welche x-Werte in eine Funk-
tion eingesetzt werden dirfen.

Darstellung
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Definitionsbereich darzustellen

» D = {xy;x2;... } "Der Definitionsbereich besteht aus xq , Za .
usw..."

D = [z1; +o0[ "Der Definitionsbereich sind alle Zahlen von 4
bis +o00 "

» D = R\{z1} "Der Definitionsbereich sind alle reellen Zahlen au-
ferz, "

Definitionsliicken

Um den Definitionsbereich einer Funktion zu bestimmen, muss man sie auf Definitions-
licken prifen.

Definitionsliicken sind Werte, die in eine Funktion nicht eingesetzt werden dirfen. Man
muss also prifen, ob durch einen bestimmten x-Wert

° der Nenner eines Bruches 0 wiirde
° etwas Negatives unter einer Wurzel stiinde
° das Argument eines Logarithmus kleiner oder gleich 0 ware.

Beispiel 187:

Definitionsbereich

;: 3 Setze den Nenner gleich 0.
2z —-5=10 |+5
2r =5 |12
r=2,5
— D=R\{2,5}
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Beispiel 188:

I*4r4
flz) = 227 | 20Z | 60
Voruberlegung

Die Funktion f ist genau fur diejenigen x definiert, fur die der Radikand g(z) = 2 +4z +4
im Zahler gréRer gleich 0 ist UND der Radikand h(z) = 2x? + 20z + 60 im Nenner gréRer als
0 ist.

Nullstellen von g(z) = z* + 4z + 4

g(z) = (z+2)(z + 2) Faktorisierung mit dem Verfahren von Vieta
= doppelte Nullstelle bei z = —2

Da der Graph der Funktion g(z) = z? + 4z + 4 eine nach oben gedffnete Parabel (positives
Vorzeichen vor der hdchsten Potenz ) ist, deren Scheitel auf der x-Achse liegt. ist sie fur alle
x € IR groker gleich 0.

Nullstellen von h(z) = 2z% + 20z + 60

D=202—-4.2.60=—-80<0 Hier zeigt die Berechnung der Diskriminan-
ten, dass die Funktion h keine reellen Null-
stellen besitzt.

= keine Nullstellen
Da der Graph der Funktion h(z) = 2z + 20z + 60 eine nach oben gedffnete Parabel (positi-

ves Vorzeichen vor der hiéchsten Potenz ) ist, deren Scheitel oberhalb der x-Achse liegt, ist sie
fur alle z € R positiv.

Interpretation

Da sowohl! fir g als auch h die Bedingung aus der Voraberlegung fur alle z € B erfullt ist, gilt:

Dy=R

366-459



Beispiel 189:

Fz) = 4

sin(z)

Definitionsbereich

F(@) = 25
sin(z) =0

=Dy =R\{k-w|lk e Z}

Lésung ausblenden

Artikel zum Thema

Menner gleich 0 setzen.

Uberlegung: Die gewdohnliche Sinus -Kurve
schneidet die x-Achse genau bei allen Vielfa-
chen von .

-

-
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Lineare Funktionen

Definition 120:

Eine lineare Funktion hat die Form f(x)=m-x + c
m: Steigung
c: y-Achsenabschnittsform

Die Steigung kann man an dem Graphen anhand des Steigungsdreiecks ablesen:

_ 4y
m= Ax
Beispiel 190:

y=2x-3mitm=2 ,c=-3
Allgemeine Geradengleichung

Definition 121:

ax + by +c=0

S —< i I
y=—x+t- nur firb =0 !

Achsenabschnittsform

Definition 122:

x y
“4+72 =1
a+b

Daraus ergibt sich fiir die Lage der Geraden:

b |

a
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Beispiel 191:

f(x)=2-x+ 4

=

Ay=4

Im Beispiel ist die Steigung
Ay _ 4 _
M= a&"27

Die Zahl c gibt den y-Achsenabschnitt der Funktion an.

Der y-Achsenabschnitt ist der Funktionswert bei x=0.

Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse also am Punkt (0]c)
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Beispiel 192:

flz)=3z+1
flz)=z+1,5
f(z) = %m—2
flz)= 2z +4
flz)=-3z—-1
f(@) =3

ENEI |
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Punkt-Steigungsform

Berechnung der Funktionsgleichung mit Hilfe der Steigung und einem gegebenen Punkt
P(x1]y1):

Definition 123:

:éX:y_yl
AX X=X

m

Durch Einsetzen des Punktes und der Steigung ergibt sich durch Umformen in y=mx+c
die Geradengleichung.

Beispiel 193:

Berechnen Sie die Geradengleichung, die gegeben ist durch m=-3 und P(-1]2). Stellen
Sie die Geradengleichung auf.

Losung:
Einsetzen in die Punktsteigungsform:

_y—2

x+1
—Bx+1)=y-2
y=-3x—1
Beispiel 194:

Stelle die Gleichung der Geraden mit Steigung m = —g durch den Punkt P(-2 -0,5) auf
und zeichne sie in ein Koordinatensystem.

m = —% » P(-2 | -0,5) Setze m und P in die die allgemeine Gera-
dengleichung ein.
——; = —% (—2) +¢ Lose nach t auf. |—§ Erlauterung:
4 . 4(-2) =8
3 (N=——=3
—_1_8 Srihtraktion
t= 5 3 Subtraktion.
t= —l—ﬁﬂ Wandle in einen gemischten Bruch um.
t= —3% Setze t und m in die allgemeine Geraden-

gleichung ein.

Gerade zeichnen

Wahle einen beliebigen Punkt auf der Geraden z. B. den gegebenen Punkt P(-2|-0,5). Gehe
von dort entsprechen der Steigung m = —% . 3 nach links und 4 nach ocben. Verbinde die

beiden Punkte zu einer Geraden.
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Zwei-Punkte-Form

Berechnung der Funktionsgleichung mit Hilfe der von zwei gegebenen Punkten
P1(x1]y1) und P2(x2|y2):

Definition 124:

A =Y _ Yo%
2 _ - =m #X
A X=X X=X (% #%)

Durch Einsetzen der beiden Punkte ergibt sich durch Umformen in y=mx+c die Gera-
dengleichung.

Beispiel 195:

Berechnen Sie die Geradengleichung, die gegeben ist durch P1(-1|2) und P2(2|1).
Losung:

Einsetzen in die zwei-Punkte-Form

y—2

Uy
I
N

\S}
—_

=

+

[N
W= W~k +

fan)
=
+
—_

—/

<

Il

|
Wl =
=
_|_
wl| Ul

Beispiel 196:
Geradengleichung durch zwei verschiedene

Punkte berechnen

Beispiel: Gegeben sind die Punkte A(-1]1) und B(2|3). Berechne die Gleichung der Geraden, die durch
Aund B verlauft.

1. Berechne die Steigung mit dem Differenzenquontienten

. 1-3

m= -

2. Setze m und einen beliebigen Punkt in die Geradengleichung ein, um t zu bestimmen. Wir ver-
wenden den Punkt B.

[¥

=2
3

wlm

N = m-x+t¢t
_ 2 _ 4
3 = §-2+t 3
3-1 = ¢
5
t = E

3. Setze m und tin die allgemeine Geradengleichung ein.
= y=3ix+2
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Winkelhalbierende

y=- v =x1:
m<- 19 - m=11. .

Aem<0f | Dem<1y

Parallele zu den Achsen

=0
A
y =2
-"__Y':'DTI
. :._21'[
x=-4q : LEPERL il

Bemerkung 2:

Parallele zur y-Achse sind keine Funktionsgraphen (da b=0)
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Senkrechte und parallele Geraden

Gegeben sind zwei Geraden mit ihren beiden Geradengleichungen

Parallele Geraden Senkrechte Geraden

Falls Falls

My = Mo My - My = —1

gilt. so sind die Geraden parallel. gilt, so stehen die Geraden senkrecht aufeinan-
der.

Beispiel: Beispiel:

g (z) =06z — 1 g (z)=1,5z—1

g2(xz) = 0,5z +1 @)= —2z+1

my = 0,5;m2 = 0,5

= My = Ma

Steigung von speziellen Geraden

Die Steigung einer Geraden, die parallel zur i
¥-Achse verlauft, ist 0.

In diesem Fall ist die zugehdrige Funktion kon-
stant.

Eine Gleichung fir so eine Funktion ware ¥ = n.

Die Steigung einer Gerade, die parallel zur y-Ach- ¥
se verlauft, ware "unendlich”. Es kann allerdings
keine Funktion in Abhangigkeit von & mit einer
solchen Gerade als Graphen geben, da dem glei-
chen x-Wert verschiedene y-Werte zugeordnet
werden mussten.

Trotzdem lasst sich eine solche Gerade durch R } I 4
eine Gleichung von der Form & = r beschrei-
ben.
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Differenzenquotient

Der Differenzenquotient zwischen zwei Stellen
Z; und &5 beschreibt die Steigung der Sekanten
zwischen den Punkten P (zq | f(z)) und

Q (z2 | f(z2)):
f(fﬂz) - f(irl)

Tg — &Iy

: (O S—

Durch Grenzwertbildung erhalt man den Diffe-
rentialguotienten, mit dessen Hilfe man die Ab-
leitung berechnen kann.

Beispiel 197:

Bestimme den Differenzenquotient der Funktion f(z) = =2 vom Intervall [1;3] = z; = 122 = 3

=f(3)—f(1] 32—1229—1 4

b | oo

3-1 2 2

swamanes e ey Hier kannst du eine beliebige
Funktion f(x) eingeben:
f(x)=0.4x2 + 0.3
Hier kannst du den Punkt Q=(x,. f(x,)) bewegen
S —
Hier kannst du den Punkt P=(x, f(x, )) bewegen

[

-

a [ n * 4 ¥ “ ] b g T 0

Die Steigung m der (griinen) Sekante lautet

Wachstum

Definition 125:

Wachsende Funktion
Wenn x groRer wird, dann wird y= f(x) groRer
Fallende Funktion

Wenn x groBer wird, wird y= f(x) kleiner
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Lineares Wachstum

Lineares Wachstum liegt dann vor, wenn die Anderung, bei gleicher zeitlicher Ande-
rung, konstant ist.

Anders gesagt:

Die Ausgangsmenge verandert sich in gleichen Zeitabstdanden um die immer gleiche
Menge. Die lineare Wachstumsfunktion ist dann eine Geradengleichung:

Dabei ist:
N (t) : Die Anzahl nach der Zeit t
- a  :Die Anderungsrate

- Ny :Die Anzahl nach der Zeit 0, also der Startwert

Der Graph einer linearen Wachstumsfunktion

Trm

Wachstumsgeschwindigkeit

Die Wachstumsgeschwindigkeit ist bei linearem Wachstum konstant:
Wachstumsgeschwindigkeit = a

Diese entspricht der Steigung des Graphen der linearen Wachstumsfunktion.

Beispiel 198:
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Ein Baum wird in den Garten gepflanzt. Zu diesem Zeitpunkt ragt er um 1m aus dem Boden heraus. Nach wie-
vielen Jahren ist der Baum 5m hoch, wenn er durchschnittlich im Jahr um 10 cm wachst?

Antwort:
Nu =1m
a=0,1m

N(f&m] = bm

N(t)=0,1m-t+ 1m

ges.: tsm

N(tsm) =0,1m - tgm +1m |—1m

N(tsm) —1m=0,1m-ts;m [:0,1m
N(tsm)-1m .
0,0m _ m
N(tsm)—1m Sm—1m 4m
tsm = 0,1m - 0,1m - m =40

Da die Wachstumsfunktion in Jahren rechnet, ist die
Einheit von tsym = 40 Jahre

Interpretation der gegebenen Werte. Der Startwert
ist 1m, da der Baum zu Beginn 1m hoch ist.

Die Anderungsrate betragt 10cm = 0, 1m, da der
Baum jedes Jahr durchschnittlich um 10cm wéachst.

Die Hhe des Baumes zu einem Zeitpunkt t5;, be-
tragt 5m. (Der Zeitpunkt kann natdrlich beliebig ge-
nannt werden.)

Einsetzen in die Wachstumsfunktion. N () ist dann
die Hohe des Baums nach t Jahren.

Gesuchte GrolRe angeben: Gesucht ist der Zeitpunkt,
ab dem der Baum 5m hoch ist.

Nach der gesuchten Grole aufldsen.

Die Werte einsetzen und ausrechnen.

Ergebnis interpretieren.
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Funktionen

Grenzwert

Grenzwerte werden benutzt, um das Verhalten des Ergebnisses einer Funktion zu be-
schreiben, wahrend eine bestimmte Variable einen gewissen Wert erreicht.

Dieser Wert wird allerdings nie wirklich erreicht. Man nahert sich diesem Wert nur un-
endlich nahe an. Deshalb haben Vollblutmathematiker auch Probleme damit, ein
Gleichheitszeichen bei der Limesschreibweise zu benutzen, obwohl dies so tblich ist.

Schreibweise eines Limes
Limesschreibweise
b Funktion, deren Grenzwert
1m Jj\x)-—
gesucht werden soll

Die Variable, deren Wert sich
Immer welter an ¢ annanert

G’I'E’]‘IZ\"U ert T

x nihert sich immer weiter diesem
Wert, erreicht ihn aber nie

Wird gesprochen: "Der Grenzwert (auch Limes) von f{x) fir x gegen ¢".

Definition 126:

Sei f eine Funktion die in einem offenen Intervall definiert ist, indem sich auch ¢ befindet, auBer vielleicht an der Stelle ¢

selbst. Dann ist der Grenzwert der Funktion f von x fiir x gegen ¢ gleich L:
limf(x)=1L
X—C

wenn fir jede Zahl ¢ > 0 eine Zahl & > 0 existiert, sodass

wenn0 < |x-¢| <&  dann | fix)-L| <=  for x M
In der geldufigen Definition des Grenzwerts n3hert sich f{x) beliebig nahe y
einer Zahl L an, wenn sich x dem Wert ¢ von beiden Seiten nihert. Auch ®
wenn sich diese Definition bereits recht technisch anhért, ist sie immer
noch nach mathematischen Kriterien zu unprazise. Die beiden Aussagen:
L+¢
B f{x) nahert sich beliebig nahe an L an fx)
B x nahert sich ¢ liegt Ly
hier
sind beide mathematisch nicht definiert worden. Die erste Person, die eine L=t
mathematische Definition des Grenzwerts formuliert hat war der
franzosische Mathematiker Augustin Louis Cauchy. Sein Epsilon-Delta
Kriterium ist bis heute die am hiufigsten benutzte Definition.
0 e x
Die Abbildung rechts veranschaulicht das Epsilon-Delta Kriterium. Die /
Aussage "f{x) nahert sich beliebig nahe an L an" bedeutet, dass f{x) im c—8 wenn x hier ist c+d
Intervall [L - ¢; L + ] liegt. Mit der Betragsfunktion, kann dies noch weiter (x = ¢)

verkiirzt ausgedriickt werden:
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|f(x:} - Li < E istidentisch mit: L —& < f(x) <L +¢

Analog dazu bedeutet die Aussage "x ndhert sich ¢" das eine positive Zahl & existiert, sodass x entweder in dem Intervall [e - §; €]

oder [e; ¢ + &] liegt. Dies kann mit einer Ungleichung auch wieder verkiirzt geschrieben werden:
0= |X — C| =& ist identisch mit: ¢ d<x<c+8d
Diese Ungleichung macht zwei Aussagen iber |x - e|:

EQ<lx-e
Der Abstand zwischen x und e ist groBer als Mull. Dies bedeutet, dass sich der Grenzwert zwar der Zahl ¢ annahert, sie
aber nie erreicht.

Blx-el<d
x befindet sich innerhalb von & Einheiten von e¢. Wenn der Abstand von x zu ¢ kleiner als & (aber nicht Mull) ist, dann wird
der Abstand von f{x) zu L kleiner als £ sein. & ist daher abhanig von . Der Grenzwert sagt damit aus, dass egal wie
klein £ gemacht wird, 8 immer noch ausreichend grof ist.

Die Buchstaben £ und 8 kénnen auch als "Fehler" (franzésisch erreur) und "Abstand" (franzésisch distance) verstanden werden.
Cauchy selbst hat in seinen Arbeiten den Buchstaben & haufiger benutzt, um Fehler anzugeben. Die Aussage des Grenzwerts ist

damit: man kann den Messfehler (£} so klein machen wie man will, indem man den Abstand (8) zu ¢ verkleinert.

Eigenschaften von Grenzwerten
cknl MeR L,M#+co

limf(x)=L und limg(x)=M

Name Regel Erklérung

) Der Grenzwert der Summe zweier Funktionen f{x)
Summenregel }}H}, (flx)+gx))=L+M und g(x) ist gleich dem Grenzwert von f{x) addiert
mit dem Grenzwert von g{x)

) Der Grenzwert der Differenz zweier Funktionen f
Differenzenregel ll_rﬂ (flx)—gx))=L-M (x) und g(x) ist gleich dem Grenzwert von fix)
minus dem Grenzwert von g(x)

lim(k-f(x)=k-L Konstanten kénnen aus dem Grenzwert
Konstantenregel X ( f } herausfaktorisiert werden
Der Grenzwert des Produkts der beiden Funktion f
lim (f(x)-g(x))=L-M (x) und g(x) kann als das Produkt des Grenzwerts
Y—c der Funlcti{mﬁ:x} und dem Grenzwert der Funktion
g(x) geschrieben werden

Produktregel

Der Grenzwert des Quotienten der Funktion ﬁ{x}
li [f(x)) _ L falls M # 0 und g(x) kann als Quotient des Grenzwerts der
M’ Funktionﬂx} geteilt durch den Grenzwert der
Funktion g(x) geschrieben werden

Quotientenregel

) e N Wird eine Potenz die auf die Funktionf[x)
Potenzregel ]l_I!:-. fo)) * =Lk angewendet, ist der Wert identisch, wenn die
Potenz auf den Grenzwert angewendet wird.
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Links- und rechtsseitige Grenzwerte

] . 1 ] . .
Die Funktion 7 hat eine vertikale Asymptote an der Stelle x=2 (siehe

Graph). Gleichzeitig besitzt die Funktion eine vertikale Asymptote bei y=0.
Das Werhalten fir beliebig grofe und kleine Werte von x, wird durch
folgende Grenzwerte beschrieben:

lim f(x)=0 Jim f(x)=0

Jetzt schauen wir uns die Funktion in der N3he der vertikalen Asymptote
bei x=2 genauer an. Zuerst betrachten wir die Seite links neben der Stelle

2. Nun schauen wir uns an, was passiert, je weiter wir uns nach rechts -
also in Richtung der Stelle 2 — bewegen. Desto weiter wir uns der Stelle 2

von links aus anndhern, desto kleiner wird x. Dieser linksseitige
Grenzwert wird mathematisch so ausgedrickt:

lim f(x)=—co

Da wir uns von links, mit Werten kleiner als x aus n3hern, schreiben wir ein
Minuszeichen in den Exponenten des Wertes, dem wir uns anndhern - in diesem Fall 1. Bei einem rechtsseitigen Grenzwert,
also wenn wir uns von rechts aus der Stelle 1 anndhern, schreiben wir folgendes:

1ir?+ flx)=o0

Regel von L'Hospital

Ei
g
und g, wenn Zdhler und Nenner entweder beide gegen 0 oder beide gegen (+ oder -) unendlich gehen. Wenn in
einem solchen Fall auch der Grenzwert des Bruches der Ableitungen existiert, so hat dieser denselben Wert wie

der urspringliche Grenzwert:

i@ 1@

2 gz)  om g'(z)

Die Regel von L'Hospital ist ein Hilfsmittel zum Berechnen von Grenzwerten bei Brichen = von Funktionen f

Voraussetzung

Die Regel von L'Hospital kann man anwenden, wenn eine dieser Bedingungen erfullt ist:
» lim f(z) = 0und lim g(z) =0
T—Tp T—+Ty
- lim f(z) = +oound lim g(z
T—Ig T—¥Ey

( () = +o0
» lim f(z) = —oound :li_}n:og[z:)=—oo
( (z) = —o0
( (z) = +o0

T—¥Tg

+ lim f(z) = +oound lim g(z
T—¥Ig T—+Tg

+ lim f(z) = —ocound lim g(z
T—¥Iyg T—+Ty
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Beispiel 199:

lim —
r—o0 T

fl(z) = 2=

g'(z) =€

@) 2

1m =
T—Hoo g-‘(m} 00 T

() =2
gﬂ{z) — EZ
T L T

T—+00 g"f(z) T zsoo €8

Der Grenzwert ist ein Bruch der zwei Funktionen f(zx) = z? und
g(x) = e*. Berechnung ergibt

:h_bnolﬂ F(z) = co und i]]_}rgo g(z) = co.

Dadurch ist zunachst keine Aussage moglich ist, jedoch sind die Voraus-
setzungen der Regel von L'Hospital erfillt.

Zur Anwendung der Regel von L'Hospital bendtigt man die Ableitungen
der beiden Funktionen.

Mach der Regel von L'Hospital wird jetzt der Grenzwert des Bruches der
Ableitungen betrachtet. Berechnung ergibt

lim 2z = co und lim e* = oo.
T—00 E—+00

Es ist also weiterhin keine Aussage mdéglich, aber die Voraussetzungen
der Regel von L'Hospital erfdllt.

Man leitet die Funktionen also ein weiteres Mal ab ...

... und betrachtet den Grenzwert des Bruches der zweiten Ableitungen.
Berechnung ergibt den Grenzwert 0, da

x =
lim " = co.
T—00

Diesmal lasst sich der Grenzwert bestimmen.

MNach der Regel von L'Hospital entspricht der berechnete Grenzwert
dem urspriinglichen.
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Beispiel 200:

fla) = =2

Verhalten gegen
+00

Artikel zum Thema

f(z) = =22 Grenzwert gegen +oo bilden.

Satz von |'Hospital anwenden.

Verhalten gegen
—00

Artikel zum Thema

f(z) = _:“_“;2 Grenzwert gegen —oo bilden.

Satz von I'Hospital anwenden.
—+o0

e,
—+00

3r +2
—nl
lim — — —
r+oo 4 — 5

——

——00

— —

——00

= lim — =-0,75

I—f00
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Monotonie
Definition 127:

Gr streng monoton steigend:

Mit groBer werdenden x-Werten nehmen die Funktionswerte (y-Werte) zu.
Kriterium:  Steigung des Graphen (Tangentensteigung) positiv,

d.h. f'(x)>0 fiirx eR

Gy streng monoton fallend:

Mit groRer werdenden x-Werten nehmen die Funktionswerte (y-Werte) ab.
Kriterium:  Steigung des Graphen (Tangentensteigung) negativ,

d.h. f'(x)<0 firx eR

Streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend) sind Funktionen oder Folgen,
die nur groBer (kleiner) werden, aber nicht konstant sind.

Zusammenfassung:

Die Funktion f (x) seiim Intervall | differenzierbar.
1.Wenn f(x) im Intervall | monoton wachsend ist, dann gilt (3} > 0 fir alle x e
Wenn f (x) im Intervall | monoton fallend ist, dann gilt f'(>] < 0 fur alle x e

2. Wenn f'[x) > 0 fur allex el ist, dann ist f (%) monoton wachsend im Intervall |
Wenn f'(x) < 0faralle xelist, dannist f (%) monoton fallend im Intervall |

3. Wennf'(x] > 0furallex elist, dannist f (x) streng monoton wachsend im Intervall |
Wenn f'(x) < 0faralle x el ist, dann ist f (x) streng monoton fallend im Intervall |

Beispiel 201:

Die Funktion

y=x

ist Uber den gesamten Wertebereich streng monoton steigend. Bei x=0 hat sie zwar
eine Steigung von 0, jedoch nur an diesem einen Punkt.

Die Funktion
y=x

ist im Bereich von minus unendlich bis Null (einschliellich) x<=0 streng monoton fal-
lend. Im Bereich von Null (einschlieRlich) bis plus unendlich x>=0 ist sie streng monoton
steigend.
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Krimmung

Definition 128:

Unter der Krimmung einer Kurve versteht man in der Mathematik die Richtungsande-
rung pro Langeneinheit.

Beispiel 202:

Die Krimmung einer Geraden ist Gberall gleich null, weil sich ihre Richtung nicht an-
dert. Ein Kreis mit dem Radius r hat Gberall gleiche Krimmung (ndmlich 1/r), denn seine
Richtung andert sich Giberall gleich stark. Bei allen anderen Kurven wechselt die Krim-
mung von Kurvenpunkt zu Kurvenpunkt.

Linkskrimmung Rechtskriimmung

Fe
L6

4

t 1 t t
1 2 3 4 5

Definition 129:

Grlinks gekrimmt:

Die Steigung des Graphen nimmt streng monoton zu,
wenn f"(x)>0 fur x € I.

Grrechts gekrimmt:

Die Steigung des Graphen nimmt streng monoton ab,

wenn f"(x) <0 fur x € I.

Die Krimmung einer Kurve in einem Punkt P gibt also an, wie stark die Kurve in der
unmittelbaren Umgebung des Punktes P von einer Geraden abweicht.

Ay G

¥ X
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Stetigkeit

Eine Funktion f heilit genau dann stetig an einer Stelle x;, wenn der
Funktionswert an dieser Stelle mit sowohl links- als auch rechtsseitigem
Grenzwert identisch ist, d.h. wenn gilt:

f(mo) = limg 7y f(z) = limz—r:; f(z)

Eine an allen Stellen des Definitionsbereichs stetige Funktion wird allge-
mein als stetig bezeichnet.

Umgekehrt nennt man eine Funktion unstetig, wenn obige Bedingung
an mindestens einer Stelle ihres Definitionsbereichs nicht erfullt ist.

Anschauliche Darstellung
Eine stetige Funktion hat die Eigenschaft, dass ihr Graph an keiner Stelle

einen Sprung macht. Entsprechend besitzt eine unstetige Funktion soge-
nannte Unstetigkeitsstellen{n) (= Sprunge).

Epsilon-Delta-Definition der Stetigkeit

Alternative Definition von Stetigkeit

Eine Funktion nennt man stetig im Punkt &, wenn es fur jedes £ > 0 ein d > 0 gibt, sodass fur alle

' €z — &,z + 8| gilt | f(z) — flz')| < e

Ausfuhrliche Erlauterung der Epsilon-Delta-Definition

Der Ausdruck | f(z) — f(z")| ganz am Schluss bezeichnet den Abstand der Funktionswerte von & und . Wir
wollen, dass wir, wenn man uns ein € vorgibt, einen Bereich um @ wahlen kénnen, in dem dieser Abstand der
Funktionswerte niemals groBer als € wird (diesen Bereich wahlen wir symmetrisch um @ durch das Intervall
lz — &,z + &]). Wenn wir fur jedes € so eine Delta-Umgebung von x finden konnen, in der die Funktionswerte

den g -Abstand einhalten, dann ist die Funktion im Punkt & stetig.

Stetigkeit nachweisen

Gemal? der allgemeinen Definition der Stetigkeit einer Funktion f ist folgende Gleichungskette zu zeigen:

f(zo) = im_f(z) = lim f(z)

Dabei betrachtet man bei @y~ die Funktion auf der linken Seite von @g und bei xg+ auf der rechten Seite von

Iy .
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Beispiel 203:

Abschnittweise definierte Funktionen

Im Folgenden wird die Stetigkeit der Funktion 4’;,
—x+2, firz<1
flz) = : h
r ,firz>1
3
nachgewiesen.
2
1
0 Xy
Ed
-1 0 1 2 3 4
-1

Im linken Abschnitt definierte
Funktion separat auf Stetigkeit
Uberprifen

Im rechten Abschnitt definierte
Funktion separat auf Stetigkeit
Uberprifen

Funktion an der "interessanten”

Stelle xp = 1 auf Stetigkeit Gber-

prifen

Sprungstelle

Eine Sprungstelle ist eine Stelle xy, an der der linksseitige und der
rechtsseitige Grenzwert unterschiedlich sind.

Die im linken Abschnitt (@ < 1) definierte Funktion lautet —z + 2,
stellt also eine Gerade dar. Bekanntlich besitzen Geraden keine Sprung-
stellen (= Unstetigkeitsstellen).

= Also ist die Funktion im linken Abschnitt stetig.

Die im rechten Abschnitt ( & > 1) definierte Funktion lautet & und stellt
ebenso eine Gerade dar.

=+ Auch die Funktion im rechten Abschnitt ist stetig

) =—1+2=1

lim f(z) = zlir?_(—z+2) =-142=1

Tl

lim f(z) = ]ir?_(:l:) =1
1t T—

= flzo) = lim f(z) = lim f(z) =1

= fiststetigbeixzg =1
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Beispiel 204:
Die Funktion in der Abbildung hat den Funktionsterm.

z? Tz <1

f(m}:{ (x—22+3 z2>1

Der linksseitige Grenzwert an der Stelle £ = 1 ist hier 1 und der rechtsseitige Grenzwert 2.

Differenzierbarkeit

Differenzenquotient

Der Differenzenquotient zwischen zwei Stellen x,
und &3 beschreibt die Steigung der Sekanten zwi-
schen den Punkten P (zy | f(z;))und

Q (z2 | fz2)):
f(=z2) — f(z1)

Iy — Iy ) F{XI:l -

f(xz

Durch Grenzwerthildung erhalt man den Differential-
quotienten, mit dessen Hilfe man die Ableitung be-
rechnen kann.

Beispiel 205:

Bestimme den Differenzenquotient der Funktion f(z) = x* vom Intervall [1;3] = z; =122 =3

Cf(3)-f() 3-1* 9-1 8
m=—9—7 ~ 35 ~— 3 —3°*%

Hier kannst du eine beliebige
Funktion f{x) eingeben:
f(x)=04x*+03

Sakants an &y durch Fund 0

Hier kannst du den Punkt Q=(x,, f(x,)) bewegen
S S—

Hier kannst du den Punkt P=(x, fix,)) bewegen

-

|

I

I

i

a F N a5 " 85 i & s T =% W
a

Die Steigung m der (grinen) Sekante lautet:

_ Slxa) — flxy) _ s — ot _ 1.9 — .[J.lj'Z _ 1168

Tz — I Ta— I 2—10.9
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Differentialquotient

Den Differentialguotient an einer Stelle &g erhalt man durch Grenzwertbildung des Differenzenquotienten:

1i f(z) — f(zo)
im —————,

T—rEg I — Ty

Man betrachtet also jeweils die Steigung der Sekanten zwischen den Punkten P (z, f(z)) und @ (zq, f(zo)).
und lasst © immer naher an xy laufen. Im Grenzwert, falls dieser existiert, beschreibt dies die Steigung der Tan-
gente an der Stelle &y und dieser Wert wird als Ableitung an der Stelle &y aufgefasst.

Beispiel 206:

Veranschaulichung durch ein Applet

Hier kannst du eine beliebige

. Funktion f(x) eingeben:

flr) == === === == o] fx)=04x2+0.3

Hier kannst du den Punkt Q=(x, f(x)) bewegen
15

P Hier kannst du den Punkt P=(x, f(x,)) bewegen

[

l | -

Sekameai'l G, durch Pund Q Ta x i .
s Die Steigung m der (roten) Sekante lautet:
fle) = floa) x* - xy LT - 036

T — Iy T — Iy 1.9 — 0.4

- i =

= (1.92%

[[] Tangente durch P anzeigen

Differenzierbarkeit
Differenzierbarkeit ist eine Eigenschaft von Funktionen, die darGber Auskunft gibt ob und wo sich eine Funktion
ableiten lasst.

Eine Funktion f heilRt differenzierbar an einer Stelle &y ihres Definitionsbereichs, falls der Differentialgquotient
existiert:

. f(z) — flzo)
lim ———.
T—+Ig I — Iy
Wir nennen dann diesen Grenzwert Ableitung an der Stelle xy.

Anschaulich bedeutet das, dass sich der Graph von f an der Stelle &y durch eine eindeutige Tangente anna-
hern lasst. Der Grenzwert und damit die Ableitung gibt die Steigung dieser Tangente an.

Ist f an jeder Stelle der Definitionsmenge differenzierbar, so nennt man f differenzierbar.
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Differenzierbarkeit liberpriifen

Der obige Grenzwert exisiert genau dann, wenn linksseitiger und rechtseitiger Grenzwert des zugehdrigen Dif-
ferenzenquotienten existieren und Gbereinstimmen, d. h. wenn gilt:

i @ = H@0) (@)~ fm0)

Ty I — Iy :—}_’:3' I — Ig
Diese Aquivalenz ist insbesondere dann hilfreich, wenn die Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen
Uberpriift werden soll.

Sind die Ableitungen links und rechts von &y bereits bekannt, kann die Differenzierbarkeit auch Gber die
Gleichheit der Ableitungen nachgewiesen werden. Eine Funktion f ist also differenzierbar, wenn beide Grenz-
werte existieren und gilt:

lim f'(z) = lim f'(z)-
:—}n:éla f I:.T:I I f (I)

Nicht differenzierbare Funktionen
Hat eine Funktion eine "Ecke” (siehe Bild), so ist sie nicht differenzierbar. Man sieht, dass in diesem Fall keine
eindeutige Tangente an den Graphen gelegt werden kann.

differenzierbar: nicht differenzierbar:

¥

Die durch f(z) = /T gegebene Funktion ist ein weiteres Beispiel fur eine nicht differenzierbare Funktion. Es
gilt namlich:

T 3
—4/0
]jm'\'/_—lejm 1 —
z—0 x—0 20 /g2

somit ist f nicht an der Stelle @y = 0 differenzierbar.
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Beispiel 207:

Untersuche die Funktion f (z) = z® + 4z — 1 auf Differenzierbarkeit.

1. Differentialquotienten mit der h-Methode aufstellen.

lim f(xo + h) — f(zo) _

h—0 h

tm [[a:u+h}’°‘+4-(zn+hfz—1] — [22 + 420 — 1]

2. Zahler des Bruchs vereinfachen.

i [z2 + 2zoh + h? + 4zy + 4h — 1] — 2% — 4z +1
h—D0 h o

z3 + 2xgh+ A% +dxp +4h — 1 — 2 —4zp + 1
lim _
h—+D h

lim 2xoh + h? + 4h
h—0 h

3. im Zahler h ausklammern.

h- (220 + h+4)
T h0 h

4, h kirzen.

= lim(2 h+4
h—m( xo + h+4)

5. Nun kann man den Grenzwert bilden, also h gegen 0 gehen lassen.
=2rp+ 4

6. Da dieser Grenzwert fur alle Werte &g aus dem Definitionsbereich existiert, ist die Funktion
f(z) = =* + 4z — 1 differenzierbar.

7. Man sieht, dass das Ergebnis Gbereinstimmt mit der Ableitung der Funktion f(z) = z? 44z —1
gleich f'(z) = 2z + 4ist.
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Beispiel 208:

zfirz >0
Untersuche die Funktion f (z) = |z| = { 0 firz =0 auf Differenzierbarkeit.
—zfurz <0

Diese Funktion ist offenbar for alle z € |/ {0} differenzierbar. Man muss also nur die kritische Stelle bei
x = 0 untersuchen.

1. Erstelle den Differentialquotienten an der Stelle g = 0.

o f@o ) = @) | fO+R) = SO | fR)

h—0 h h—0 h 0 h

2. Zunachst muss man unterscheiden, von welcher Seite man sich der 0 annahert, da man fir positive
und negative Werte von & unterschiedliche Funktionsterme verwenden muss. Man betrachtet also
zwel Grenzwerte. Dabei nahert man sich einmal von links (in Zeichen: ljmh/mu} und einmal von
rechts (in Zeichen: limy o) an den Wert 5 = O an.

2.1. Annaherung von rechts: ;];lﬂ ) _ lim 2

=liml=1
h h'\,ﬂh h{,%

2.2 Annaherung von links: lim @ = lim %" =lim—-1=-1
k0 R0 k0
Da die beiden Grenzwerte von links und rechts unterschiedlich sind, existiert der Grenzwert an der Stelle
rzfirz >0
z = 0 nicht. Deshalb ist die Funktion f(z) = || = ¢ 0 firz =0 ander Stelle 2y = 0 nicht diffe-

—xfirz <0
renzierbar.
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Ableitung

Die Ableitung einer Funktion gibt die Steigung des Funktionsgraphen an einem be-

stimmten Punkt an.

Ableitungen werden fir eine Vielzahl von Anwendungen der Mathematik bendétigt. Zum

Beispiel, um das Maximum oder Minimum einer Funktion zu errechnen.

Grundlegende Ableitungsregeln

(a;r.b)f = abx

1\ 1
x)  x?
1

Ableitung einer Variablen

Ableitung einer Variablen mit Faktor

Ableitung einer Quadratfunktion

Ableitung eines Bruches

Ableitung einer Wurzel

Allgemeine Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen

Inz) = -
(Inx) »

(a*) = a”loga

(sinz) = cosx

(cosz) = —sinx
1
(tanz) = 5
(cosx)

Ableitung von e (Eulersche Zahl)

Ableitung einer Exponentialfunktion

Ableitung des Logarithmus

Ableitung des Sinus

Ableitung des Cosinus

Ableitung des Tangens

392-459




Zusammengesetzte Ableitungsregeln

Ableitung einer Konstanten

Die Ableitung einer Konstanten ist Mull.

fe)=C - f@)=0

Beispiel
f@)=5 — f(z)=0
f@)=-8 — fl(a)=0

Ableitung von x

Die Potenzregel ist - vereinfacht gesagt - immer dann anzuwenden, wenn etwas im
Exponenten der x-Funktion steht. Wie der Name bereits vermuten ldsst, handelt es sich dabei
um Potenzfunktionen f(z) = ™.

Die Potenzregel lautet

f@)=a - fla)=n-o

Was zunéchst vielleicht etwas kompliziert aussieht, ist eigentlich ganz einfach:
1. Schreibe den Exponenten der x-Funktion mit einem Mal-Zeichen vor das x.
2. Ziehe von dem Exponenten "1" ab.

Beispiel

flz)=2> — f(z)=3-2>1=3.22

flz) = 3 f'(z)=-5- g3 1l—_gK.p 6
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Faktorregel

Wenn vor dem & ein konstanter Faktor steht, wendet man die Faktorregel an.

Die Faktorregel lautet

f@)=c-g(z) — [fl(z)=c-g(z)

Beim Ableiten bleibt der konstante Faktor unverandert erhalten.
Beispiel

flz)=2-22 — fl(z)=2-(3-2%1)=6-2?
flz)=—4- . fl(z)=—4- {—5 . m_5_1) —20-z 9

Summenregel

Kommt auf beiden (1) Seiten des Plus-Zeichens ein & vor, ist die Summenregel anzuwenden.

Die Summenregel lautet

flz) =g(z) + h(z) — [f'(z)=g'(z)+NH(z)

Eine Summe wird abgeleitet, indem man jeden Summanden fir sich ableitet und die
Ableitungen addiert.

Beispiel
flzy=2*+z — fl(z)=322+1

flz)=4z° +z* — f(z)=20- 2%+ 423
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Differenzregel

Kommt auf beiden (1) Seiten des Minus-Zeichens ein @ vor, ist die Differenzregel

anzuwenden.

Die Differenzregel lautet

flz)=g(z) —h(z) — f(z)=4(z) k(=)

Die Differenzregel unterscheidet sich von der Summenregel nur durch das Vorzeichen
Beispiel
flz)=2*-=z — f'(z)=32%-1

flz)=42° —z* — f'(z)=20-2*—42°
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Produktregel

Kommt auf beiden (1) Seiten des Mal-Zeichens ein & vor, ist die Produkiregel anzuwenden.

Die Produktregel lautet

f(z)=g(z) -h(z) — f'(z)=4g(z) h(z)+g(z) k' (z)

Was zunachst vielleicht kompliziert aussieht, ist eigentlich ganz einfach:
1. Berechne die Ableitungen der beiden Teilfunktionen g(z) und h(z).

2. Setze die entsprechenden Teilfunktionen in die Formel ein.

Beispiel

f(z) ==2* 2°

Zuerst berechnen wir die Ableitungen der beiden Funktionen links und rechts vom Mal-
Zeichen

glz) =z — g'(z) =3z

h(z)=z° — K/(z)=>5z

Jetzt setzen wir entsprechend in die Formel ein
f'(z) = g'(z) - k(=) + g(<) - W' (z)

f'(z) =32 -2° + 2* - 5z* = 32" + 52" = 8"

Hinweis: Man kéinnte den Term auch vor dem Ableiten mit Hilfe der Potenzgesetze

vereinfachen und sich so die Arbeit mit der Produktregel sparen. Zum Erlernen der
Froduktregel eignet sich dieses "einfache" Beispiel jedoch hervorragend.
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Quotientenregel

Kommt im Zahler und (1) im Nenner eines Bruchs ein x vor, ist die Quotientenregel
anzuwenden.

Die Quotientenregel lautet

h(z) - ¢'(z) — g(z) - K’ (z)

m—@ - fl(z)=
f(=z) f () h(@)]

- h(z)

Was zundchst vielleicht kompliziert aussieht, ist eigentlich ganz einfach
1. Berechne die Ableitungen der beiden Teilfunktionen g(z) und h(z).
2. Setze die entsprechenden Teilfunktionen in die Formel ein.

Beispiel

2:3
f)=—

Zuerst berechnen wir die Ableitungen der Funktionen im Zdhler und im Nenner
glz) == — g'(z) =3

h(z) =2 — HK'(z)=>5z"

Jetzt setzen wir entsprechend in die Formel ein

_ h(z)-g'(z) — g(z) - (=)

f'(z)

k(=)
z? - 322 — z* - 5zt
ff(m] = [35]2

Fl2) = z® - 32% — - 5t _ 3z’ — 527 _ —227 _ 9,3
[35]2 10 pl0

Hinweis: Man konnte die Gleichung vor dem Ableiten mit Hilfe der Potenzgesetze

vereinfachen und sich so die Arbeit mit der Quotientenregel sparen. Zum Erlernen der
Quotientenregel eignet sich dieses "einfache” Beispiel jedoch hervorragend.
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Kettenregel

Die Kettenregel ist bei Funktionen anzuwenden, die als Verkettung von zwei Funktionen
vorliegen. Es geht also um den Fall, wenn zwei verschiedene Funktionen ineinander
verschachtelt sind. Was das genau bedeutet, wird an dem nachfolgenden Beispiel deutlich.

Die Kettenregel lautet

flz) =g(h(z)) — f'(z) =g (h(z))- W ()

Was zunachst vielleicht kompliziert aussieht, ist eigentlich ganz einfach:
1. Identifiziere die dultere und die innere Funktion.

2. Berechne die Ableitungen der beiden Teilfunktionen g(z) und h(z).
3. Setze die entsprechenden Teilfunktionen in die Formel ein.

Ubrigens bezeichnet man g(v) als duBere Funktion, g’ (v) entsprechend als dufiere
Ableitung. h(z) ist dann die innere Funktion und &’ (z) die innere Ableitung. Die
Multiplikation mit b’ (z) wird als "nachdifferenzieren” bezeichnet

Beispiel

f(z) = (=* +5)°

Hinweis: Selbstverstandlich kinnte man die Gleichung einfach ausmultiplizieren und sich so
die Arbeit mit der Kettenregel sparen. Da sich die Kettenregel aber oftmals nicht umgehen
lasst, sollte man sie ebenso gut beherrschen wie die anderen Ableitungsregeln.

Die auftere Funktion ist: g(v) =22 —  g¢'(v) =2v

Die innere Funktion ist: (z) =z +5 — hk'(z) =423
Jetzt setzen wir entsprechend in die Formel ein

f!(z) = g (h(z)) - ¥ (=)

F(z) =2 (2t +5) - 423
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Kurvendiskussion (Eigenschaften)
Definitionsmenge

Siehe weiter vorne
Symmetrieeigenschaften
Grundlegende Symmetrien

Definition 130:

Eine Funktion f : D — R heillt symmetrisch zur y-Achse, wenn fir alle xe D gilt:

fx) =f(=x)
Eine Funktion f : D — Rheillt symmetrisch zum Ursprung, wenn fiir alle Xe D gilt:
f&x) =—f(=x)

Beispiel 209:

2.0

am 20 10 /m/ 2

000

2000

fixe X
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Beispiel 210:

Uberpriifen Sie die folgenden ganzrationalen Funktionen auf Symmetrie: (Vergleiche

f(x) mit f(-x))

a) f(x)=5x*—2x*+1
f (%) =5(—x)* —=2(=x)* +1=5x" —2x* +1= f(X)
f ist symmetrisch zur y-Achse

b) f(x):%x7—5x3+2x

f(—x) = % (—Xx)" =5(=x)° +2(~x) = —B X" —5X+ 2} =—f(x)

fist symmetrisch zum Ursprung
o  fx)=x"+x f(=x)=(=X)* +(=x)*=x" =X
Die Funktion ist weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung.

Symmetrie zu einer beliebigen Achse

Definition 131:

Der Graph einer Funktion f ist genau dann achsensymmetrisch beziglich der Geraden
mit der Gleichung x = u, wenn die folgende Bedingung fiir beliebige Werte von x richtig
ist:

flu=x) =f(u+x)

Durch Substitution von x mit u - x erhalt man die dquivalente Bedingung:

f&) = fQ2u—-x)

Beispiel 211:

Um die Verschiebung der Symmetrieachse darzustellen wird die Funktion
f(x) = x* — x? wie folgt verandert:

gx) =(x—2)2—(x—2)?+0,2.

Der Graph zeigt deutlich, dass die Achse um den Vektor u der Lange 2 LE nach rechts
verschoben wurde. Natlrlich wurde die Funktion auch um den Vektor v der Lange 0,2
nach oben verschoben, dies andert jedoch nichts an der Position Symmetrieachse.

04 |

400-459



Punktsymmetrie zu einem beliebigen Punkt

Definition 132:

Eine Funktion f(x) heiRt punktsymmetrisch zum Punkt P, wenn gilt (Dabei bezeichnet a
die x-Koordinate und b die y-Koordinate von P.)

fla+x)—b=—f(a—x)+b
Die genannte Bedingung ist durch Substitution von x mit x - a gleichwertig zu

f(x) =2b — f(2a —x)

Beispiel 212:

Um die Verschiebung des Symmetriezentrums zu veranschaulichen wird die Funktion
f(x) = 5x> — 5x3wie folgt verdndert:

g(x) =5(x—1)5>=5(x—-1)3+0,5.

Der Graph zeigt deutlich, dass das Zentrum um den Vektor a der Lange 1LE nach rechts
und um den Vektor b der Lange 0,5 nach oben verschoben wurde. Die Summe der Vek-
toren a und b ist genau der Verbindungsvektor vom urspriinglichen Zentrum, dem Ur-
sprung, zum neuen Zentrum P.

Definition 133:

Eine ganzrationale Funktion ist genau

symmetrisch zur y-Achse,

wenn ihr Funktionsterm nur gerade. x-Potenzen enthalt.
symmetrisch zum Ursprung,

wenn ihr Funktionsterm nur ungerade x-Potenzen enthalt.
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Schnittpunkte mit den Achsen
Definition 134:

Um die Nullstellen einer Funktion f (und damit die Schnittpunkte des Funktionsgraphen
mit der x-Achse) zu finden, berechnet man die Losungsmenge der Gleichung

f(x) = 0.

Wie man dabei im Detail vorgeht, hangt davon ab, welche Funktion man untersucht.

Ist die Funktion f beispielsweise durch einen Bruchterm gegeben, so setzt man den
Zahler gleich 0, um die Nullstellen zu erhalten. Im Nenner sind Nullstellen nicht zulas-
sig, da die Division durch 0 nicht erlaubt ist. Der Funktionswert ware in diesem Fall
nicht definiert.

Definition 135:

Um den Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der y-Achse zu bestimmen, setzt man
fir x den Wert 0 ein. Der y-Achsenabschnitt liegt dann folglich bei (0 | f(0)).

Den Schnittpunkt mit der y-Achse erhalt man, indem man x=0 einsetzt. Dann ist f(0) der
y-Wert und x=0 der x-Wert des Schnittpunkts.
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Polstellen
Definition 136:

Polstellen treten immer dann auf, wenn eine Funktion nicht definiert ist, es existieren
dann so genannte Definitionsliicken in der Funktion.

Nicht definiert sind z.B. gebrochen rationale Funktionen immer dann, wenn ihr Nenner
Null wird (denn durch Null darf man nicht teilen). Je ndher man dieser Stelle kommt,
desto kleiner wird der Nenner und der Funktionswert damit umso grofer.

Die Funktion strebt an dieser Stelle also unendlich grofen Werten entgegen. Man be-
zeichnet solch eine Definitionsliicke als Polstelle.

Alle Graphen haben an der Polstelle eine Gemeinsamkeit. Der Verlauf der Funktion na-
hert sich einer Funktion an, die durch eine senkrechte Gerade dargestellt werden kann.
Man spricht daher in Zusammenhang von Polstellen auch von senkrechten Asympto-
ten!

Beispiel 213:

flz) = % hat eine Polstelle bei # = 0, denn dann ist der Nenner gleich Null. Es handelt sich
hierbei um eine sogenannte Hyperbel.

107

e I T T T T T T
T 1 2 4
‘\.I- -
\ ]
\J
1
I
1o
‘r) = —_ hat eine Polstelle bei £ = 5. denn dann ist der Nenner gleich Null.
) z—5 &
‘) = 22=1 hat eine Polstelle bei z = —2, denn dann ist der Nenner eleich Null.
/ r+2 =1
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5

oy 2+2 +2 & O i ¥ .
f(z) = 555 = z57=—5; hat zwei Polstellen bei z = 2 und z = —2, denn an beiden Stellen

T (z+2)(=
wird der Nenner Null.

Hebbare Polstellen

Definition 137:

Wenn sich eine gebrochenrationale Funktion auf eine ganzrationale Funktion zuriick-
fuhren lasst, spricht man von einer hebbaren Polstelle. Dabei verschwindet dann immer
der Nenner in der Funktion. Daher kann auch nicht mehr durch Null geteilt werden.
Prinzipiell muss im Zahler der Funktion der Nenner als Faktor auftauchen, so dass ge-
kiirzt werden kann.

Beispiel 214:

' 2_ (z4+3){z—3) : . . .
flz) = II+39 = ‘HI'J;; £ = 1 — 3 hat eine hebbare Polstelle und ist eine Gerade.

¢ L (z+2)(z—4) . . .
flz)=% 12_:.4 £ = I+1_f = + 2 hat eine hebbare Polstelle und ist eine Gerade.

flz) = :2"'_24 = rI+§','I§_2, = z—i?_ hat zwei Polstellen, wobei eine hebbar ist. Die Funktion ist

eine Hyperbel

10 |
_ \.
& |
B '\1
hY
e
S — g
G _\_I T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
| —, 3 4
] N
i it
-5 b
i |I
=10 |
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Asymptoten
Senkrechte Asymptoten
Definition 138:

Diese Asymptoten sind auf Polstellen zuriickzufiihren und wurden im vorangegangenen
Abschnitt besprochen.

Waagrechte Asymptoten
Definition 139:

Diese Asymptoten entstehen nur bei Betrachtungen fir unendlich groBe x-Werte. For-
mal bedeutet das, einen Grenzwert flir eine Funktion im Unendlichen zu finden.

lim f(x) =X,

X—>*o0

Gebrochen rationale Funktionen kénnen, miissen aber keine waagerechten Asympto-
ten besitzen.

Beispiel 215:

v flz) =+ = lim f(z)= lim £ =0 hat eine waagerechte Asymptote bei y = 0.
' = r—+o0 ' z—+oo T . -
( 2z—1 : ( : 2r—1 : 2z : - . ' :
v flz) = = lim f(r)= lim = lim =£ =2 hat eine waagerechte Asymptote hei
ft , z+2 _z-_.:tgcf[ ‘ z—+ton T+2 T—dpo T = Yo
y=2.
16
SN |/A— -
40 20 1 20 40
l
-1
lim f{z)= lim e ® = +oc hat keine Asymptote fir z — +oc
» f[.ﬂ =T r—+oc ) ' I—+oc
lim f(z)= lim e ® =0 hat eine waagerechte Asymptote y = 0 fiir r — —oc
I——02C I——0C
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v flz) =" +e = lim flz)= lim € +e* = +oc hat keine waagerechte Asymptote bei.
! r—Eoc ' r—koo "

Schiefe Asymptoten

Definition 140:
Schrage Asymptoten besitzen eine Funktion in Form einer Geraden als Grenzwert im
Unendlichen. Formal bedeutet das:
lim f(x) =mx+b
n— oo

Es handelt sich in der Regel um gebrochen rationale Funktionen, bei der die Polynomdi-
vision durch- gefiihrt werden muss. Dabei entsteht dann eine zusammengesetzte Funk-

tion aus der Geraden und einer Hyperbel.
Manchmal wird auch bei einfachen Funktionen (z.B. quadratischen Funktionen) verall-
gemeinert von schragen Asymptoten gesprochen.
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Beispiel 216:

z?+2z—% Pol.Div. 1 1 1 ; T 1 1 1 1
f@)=—Fm = J@)=32+1-gm5=>_lim f(z)= lim s0+1-55=57+;
hat eine schrige Asymptote.

10

r T T T T T T T T T -“_lr-)l T T T T T T T 1

10 5 // ﬁ: 5 10

/‘ﬂ 1
-5
Lip

1 3_gzi_g PolDiv. ,, 1.2 1 ; 1 . 1..2 1 1..2 ;
_ r—r*=5 _ 1 _ 1 _ 1
flz) =22 "= " flz)=z"+ 3 = EE]’.:'lr:le[I] = zll—iﬂ:c =r° + —7 = zz° hat eine

schrige Asymptote (hier eine quadratische Funktion).

=t - W
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Schnittpunkte mit den Achsen
Definition 141:

Um die Nullstellen einer Funktion f (und damit die Schnittpunkte des Funktionsgraphen
mit der x-Achse) zu finden, berechnet man die Lésungsmenge der Gleichung

f(x) = 0.

Wie man dabei im Detail vorgeht, hangt davon ab, welche Funktion man untersucht.

Ist die Funktion f beispielsweise durch einen Bruchterm gegeben, so setzt man den
Zahler gleich 0, um die Nullstellen zu erhalten. Im Nenner sind Nullstellen nicht zulas-
sig, da die Division durch 0 nicht erlaubt ist. Der Funktionswert ware in diesem Fall
nicht definiert.

Definition 142:

Um den Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der y-Achse zu bestimmen, setzt man
fir x den Wert 0 ein. Der y-Achsenabschnitt liegt dann folglich bei (0 | f(0)).

Den Schnittpunkt mit der y-Achse erhalt man, indem man x=0 einsetzt. Dann ist f(0) der
y-Wert und x=0 der x-Wert des Schnittpunkts.
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Extremwerte

Definition 143:

Graphenpunkte, an denen sich das Monotonieverhalten andert.
Kriterium fir differenzierbare Funktionen:

Grhat an der Stelle xo einen Hochpunkt,
falls T'(x,)=0und f"(x,) <0
Grhat an der Stelle xo einen Tiefpunkt,

falls f'(X,)=0und f"(x,)>0,

Ein Vorzeichenwechsel muss durchgefiihrt werden,

falls f'(x,)=0und f"(x,)=0.

Definition 144:

Vorzeichenwechsel

Statt zu prifen, ob die zweite Ableitung an der Stelle xg kleiner oder groRer als Null ist,
kann man auch untersuchen, ob die erste Ableitung an der Stelle x¢ ihr Vorzeichen
wechselt.

Durchlauft man (im wortlichen und tbertragenen Sinne) eine Kurve an einem Hoch-
punkt von links nach rechts, so lasst sich das Verhalten von f bzw. das der Steigung von
f folgendermaRen beschreiben:

Vor der Hochstelle steigt die Kurve, es geht bergauf. Die Steigung ist positiv
An der Hochstelle selbst ist die Steigung Null (die Tangente also waagerecht).

Hinter der Hochstelle fallt die Kurve, es geht bergab. Die Steigung ist negativ.

Zusammengefasst:
An einer Hochstelle wechselt die Steigung von plus nach minus.
Oder:

Dort hat die Steigung (also f’) einen Vorzeichenwechsel von plus nach minus (von +
nach - ).

Analog gilt fir eine Tiefstelle:

An einer Tiefstelle wechselt die Steigung von minus nach plus. Oder: Dort hat die Stei-
gung (also f’) einen Vorzeichenwechsel von minus nach plus (von - nach +).
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Wendepunkte
Definition 145:

Graphenpunkte, an denen sich das Krimmungsverhalten andert.

Grhat an der Stelle xo einen Wendepunkt,
falls T"(X,)=0und f"(x,)#0

Terrassenpunkt:

Wendepunkt mit waagrechter Wendetangente (zusatzlich: f'(x,)=0)

Die Wendepunkte einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f sind die Extrem-
punkte der Ableitungsfunktion f'. Man erhdlt sie, indem man die zweite Ableitung mit
Null gleichsetzt, d. h. die Losungsmenge der Gleichung f''(x) = 0 berechnet.

Auch hier hat man es nur mit einer notwendigen Bedingung zu tun, sodass weitere
Untersuchungen zu machen sind. Wenn zum Beispiel die dritte Ableitung der Funktion
fan der fraglichen Stelle ungleich Null ist, so handelt es sich tatsachlich um eine Wen-
destelle.

Ist die dritte Ableitung jedoch gleich 0, so ist damit noch nicht gezeigt, dass an dieser
Stelle keine Wendestelle ist. In diesem Fall sollte man auf Vorzeichenwechsel der 2.
Ableitung unmittelbar vor und hinter der fraglichen Stelle untersuchen (vgl. Untersu-
chung auf Extrempunkte).

Tritt ein Vorzeichenwechsel auf, so handelt es sich um eine Wendestelle.

Ist das Vorzeichen der 2. Ableitung vor und hinter der Stelle gleich, so kann man in der
Schule zwar davon ausgehen, dass es sich um keine Wendestelle handelt, es gibt jedoch
Funktionen, bei denen dann trotzdem eine Wendestelle vorliegt. Dieses Kriterium kann
alternativ zum erstgenannten Kriterium (3. Ableitung ungleich 0) angewendet werden
und ist in der Schule auch etwas sichererer und bei gebrochenrationalen Funktionen
sogar sinnvoller.

Ist der Wert der dritten Ableitung an dieser Stelle gréfier 0, handelt es sich um eine
Wendestelle mit Ubergang in eine ,Linkskrimmung®, ist er jedoch kleiner 0, so handelt
es sich um eine Wendestelle mit Ubergang in eine ,Rechtskriimmung”.

Sattelpunkte

Einen Wendepunkt mit zugleich waagerechter Tangente nennt man einen Sattelpunkt
oder Terrassenpunkt. Fiir ihn gilt demnach f'(x) = 0 und f''(x) = 0, wie im Beispiel der
Funktion mit der Gleichung

flx) =3

an der Stelle x = 0.
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Allerdings ist das kein hinreichendes Kriterium, es kann auch f'(x)=0 und f"'(x) = 0 wer-
den, ohne dass ein Sattelpunkt auftritt, wie im nachfolgenden Beispiel gezeigt.

flx) = x*

)=

Erst wenn f'"'=0 ist, ist ein Sattelpunkt erwiesen; allgemeiner gilt:

Definition 146:

Es liegt ein Wendepunkt vor, wenn der Grad der ersten von 0 verschiedenen Ableitung
ungerade ist; ist der Grad gerade, so handelt es sich um ein Extremum.
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Beziehungen zwischen Kurven

Schnittpunkte
Ein Schnittpunkt ist in der Mathematik ein gemeinsamer Punkt zweier Kurven.

Der Schnittpunkt (xsp|yse) zweier Funktionen f(x) und g(x) liegt auf beiden Graphen.

Definition 147:

Das heil3t, f(xsp) und g(xsp) miissen den gleichen Wert ergeben, namlich die y-Koordi-
nate des Schnittpunktes: ysp.

Es muss daher gelten:
f(xsp)=g(xsp), weiterhin ist

f(xsp)=g(xsp)=ysp.

Vorgehensweise:

Man setzt, um das entsprechende x zu ermitteln, bei dem f(x)=g(x) gilt, die beiden
Funktionsterme gleich, 16st die Gleichung nach x auf und erhalt so xsp, die x-Koordinate
des Schnittpunkts.

Setzt man den erhaltenen Wert in eine der Funktionen ein (egal in welche!), erhdlt man
die y-Koordinate des Schnittpunkts, ysp.

Beispiel 217:
Geg.: f(x) =2x+ 1
g(x)=3x+2
Ges.: Schnittpunkt (Xse | yss)
Berechnung von x:
(Der Lesbarkeit zuliebe schreibe ich statt xs» wahrend der Umformung nur x)
f(x) = g(x)
2x+1=3x+2 | -3x

Xx+1=2 | -1
x=1 | (1)
X = -1

Berechnung von ys:
Ysp = f(Xsp) = 2'('1) +1=-1
oder

Yse = g(XSP) = 3('1) +2=-1
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Beispiel 218:
Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Funktionen
gx) =(x+2)-e*und f(x) = x? e~

Durch Gleichsetzen der Funktionsterme ergibt sich eine Gleichung, die durch den Ex-
ponentialterm geteilt werden kann, und dann auf die quadratische Gleichung

x2-x-2 = 0 mit den beiden Lésungen x1 = -1 und x; = 2fihrt.
Fir die Funktionswerte ergibt sich

g(-1) =f(-1) = e und

g(+2) =f(+2) = 4e?2 = :—2.

Es gibt also die zwei Schnittpunkte S1(-1]e) und S2(2] ;iz ).

Beispiel 219:

4+x2

Die Funktionen g(x) =3 —ix und f(x) = —

haben keinen Schnittpunkt, da f(x) = g(x) nach dem Durchmultiplizieren mit xund Ver-
einfachung auf die quadratische Gleichung %xz + 3x + 4 = 0 fuhrt, die keine Losung
hat.

Beriihrpunkte

Ein Schnittpunkt ist in der Mathematik ein gemeinsamer Punkt zweier Kurven. Haben
beide Kurven in ihrem gemeinsamen Punkt auch die gleiche Tangentensteigung, so
spricht man von Beriihrungspunkt.

Definition 148:

Zwei Funktionen f und g haben einen Berlhrpunkt an der Stelle xo, wenn sie dort den-
selben Funktionswert und dieselbe Ableitung haben, wenn also

f(xo) = g(xo0) und
f'(xo) = g'(xo)
gilt.

Diese beiden Bedingungen miissen also nachgepriift werden, wenn Sie zeigen wollen,
dass ein vorgegebener Punkt ein Berihrpunkt ist.

Wenn Sie selber die Berlihrpunkte von zwei Funktionenbestimmen wollen, I6sen Sie
zuerst die Gleichungen f(x) = g(x) und f'(x) = g'(x)nach x auf, und schauen, ob mit der
Losung oder den Losungen auch noch die andere Gleichung erfillt ist.

Fir BerUhrpunkte kommen also nur solche Losungen in Frage, die beide Gleichungen
erfillen. Am Schluss rechnen Sie zu allen erhaltenen x-Werten die Funktionswerte aus
und schreiben die Koordinatenpaare als Berihrpunkte auf.
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Beispiel 220:

Es soll gezeigt werden, dass sich die Funktionen f(x) = 3 - 4x%und g(x) = %in B(0,5]2)
bertGhren.

Die Ableitungen sind f'(x) = -8x und g'(x) = —xiz, es gilt also

f'(0,5) =-8 -0,5 = -4und

g'(0,5)=-4

Die Ableitungen sind damit gleich und genauso die Funktionswerte,

denn wir haben

f(0,5)=2 und g(0,5)=2.

Beispiel 221:

Wir berechnen den Bertihrpunkt von f(x) = 3 = 4x? und g(x) =%.

Da sich die Gleichung f(x) = g(x)nicht gut auflésen lasst, versuchen wir es mit der ande-
ren Bedingung

f'(x) = g'(x), bzw. 2e*3 = 2,

die nach Division durch 2und Logarithmieren zur Losung x = 3flihrt.

Damit ist auch die andere Bedingung erfillt, es gilt namlich f(3) = 2e® = 2und
g(3)=2-3-4=2.

B(3|2)ist also ein Berlihrpunkt der Funktionen fundg.

Tangenten

Tangentensteigung

Berechnung der Tangentensteigung in einem Punkt P(xo/f(x0)) des Graphen Gs:

Definition 149:

Bilden der Ableitung f'(x) und Einsetzen des xo-Wertes: Berechnen f'(xo).

Beispiel 222:
f(x)=x2
f'(x)=2x

Xo=1

f'(xo0)=2

414-459



Tangente durch einen Kurvenpunkt
Berechnung der Tangentengleichung in einem Punkt P(xo|f(x0)) des Graphen Gs:

Definition 150:

Berechnen der y-Koordinaten von P: yo=f(xo).
Berechnen der Tangentensteigung in P: m=f'(xo)
Einsetzen in die Punkt-Steigungs-Form einer Geraden: y=m(x-Xo)+Yo.

Gleichung der Tangente: t(x)=f"'(xo)(x-xo0)+f(x0)

Beispiel 223:
Gegeben: Funktion f mit ihrem Grafen Gs.

Gesucht: Gleichung(en) der Tangente(n) an den Graphen von f, wenn der Berihrpunkt
P =Gs der Tangente gegeben ist.

Funktionsterm: f(x)=-(x-1)? +1

Berthrpunkt: P( 1,5/ ?)

Xx0=1,5

yo=Ff(1,5)=0,75

->p(1,5]0,75)

1. Ableitung: f'(x)=-2x+2

Steigung der Tangente: f'(1,5)=-1

Tangente: t(x)=f'(1,5)(x-1,5)+f(1,5)= -x + 2,25

Tangent?n'a durch Kurvenpunkt P

2+

2 1 fo 1 \'4

-2+

-3+

— Funktion
—— Tangente
# & ¢ RBerithrpunkt
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Tangente durch einen Punkt auBerhalb der Kurve
Wir bezeichnen jetzt mit (x1]y1) einen Punkt, der nicht auf der Funktion f liegen soll.

Dabei suchen wir Geraden, die durch diesen Punkt gehen, und auBerhalb die Funktion
f tangieren (berthren).

Definition 151:

Um den Berthrpunkt (xo|f(xo)) zu finden, wird x1 und y1 in die Tangentengleichung fir
x bzw. y eingesetzt:

y1=f'(xo0)(Xx1-X0)+f(xo0)
Diese Gleichung nach xo auflésen und xo berechnen.

Wenn xo dann bekannt ist, wird wie oben die Tangente an f im Kurvenpunkt (xo|f(xo))
berechnet, diese enthalt dann automatisch auch den Punkt (x1]y1).

Beispiel 224:

An die Funktion f(x)=x?+1 sollen alle Tangenten durch den Punkt (0,5]-1) (der nicht auf
f liegt) gefunden werden. Wir setzen also fiir x und y in der Tangentengleichung die
Werte 0,5 und -1 ein:

-1=2X0(0,5-X0)+X20+1 -> Xzo-Xo-2=0

Die quadratische Gleichung hat die Lésungen xo=2 und xo=-1. Dies bedeutet, durch den
Punkt (0,5|-1) kénnen zwei Tangenten an die Funktion f angelegt werden. Die Glei-
chungen ergeben sich durch Einsetzen von 2 und -1 fiir xO in die Tangentengleichung:

t1: y=f'(2)(x-2)+f(2)=4(x-2)+5=4x-3
ta: y=Ff'(-1)(x+1)+f(1)=?—2(x+1)+2=-2x
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Beispiel 225:
Gegeben: Funktion f mit ihrem Grafen Gs.

Gesucht: Gleichung(en) der Tangente(n) an den Graphen von f, wenn ein beliebiger
Punkt Q aullerhalb des Graphen gegeben ist.

Funktionsterm: f(x)=-x?
Beliebiger Punkt: Q(0/1)

Da man die Tangente an einen beliebigen Kurvenpunkt berechnen kann, wahlt man
einen Punkt P auf dem Gs.

Bedingung P(u/v) =Gs: v=f(u)=-u?
->P(u|-v?)

1. Ableitung: f'(x)=-2x

Steigung der Tangente: fiul—=-2u
Tangente: t(x,u)=f"(u)(x-u)+f(u)=-2ux+u?

Das ist eine Geradenschar. Daraus wahlt man genau die Tangente, die durch den Punkt
Q geht.

Bedingung Q(0/1) <Gr: t(O,u) =1 -> u?=1->u=t1
Tangentengleichungen:

t1(x)=t(x,u1)=-2x+1

t2(x)=t(x,uz2)=2x+1

Tangent%l_i_urch Punkt O auferhalb

—
ot
o
-

Funktion
—— Tangente 1
Tangente 2
¢ # & Berithrpunkt 1
¢ & @ Beriihrpunkt?2?

> Ausgangspunkt Q
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Senkrechter Schnitt

Zwei Kurven f und g schneiden sich senkrecht bei xo, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

Definition 152:

f(xo)=g(xo)
f'(x0)-g'(x0)=-1 (Orthogonalitatsbedingung)

Beispiel 226:

Die Geraden f(x)=3x+5 und g(x)=—§x +§schneiden sich im Punkt (-1]2) rechtwinklig
wegen

f(-1)=g(-1) = 2 und f'(-1)-g'(-1) = -1

Normalen

In der Analysis und in der Differentialgeometrie ist der Normalenvektor zu einer ebe-
nen Kurve (in einem bestimmten Punkt) ein Vektor, der auf der Tangente in diesem
Punkt orthogonal (senkrecht) steht. Die Gerade in Richtung des Normalenvektors durch
diesen Punkt heillt Normale.

Definition 153:

Ist die Kurve als Graph einer differenzierbaren Funktion f gegeben, so hat die Tangente
im Punkt P (xo|f(xo0)) die Steigung m=f'(xo), die Steigung der Normalen betragt also

1 1
mn=——=

m,  f'(x)

Die Normale im Punkt P(xo,f(xo)) ist dann durch die Gleichung

y = f(x0) + mn(x — Xo0),

also durch

y = f(xo) —

X — Xg)

1
)

Beispiel 227:

Wir stellen die Gleichung der Normalen durch die Funktion f(x) =1 —xz—z im Kurven-
punkt (1]-1) auf. Es gilt also

x0=1, f(xo)=f(1)=-1 und mit

f'(x) = = noch F'(xo)=f'(1)=4.

Das ergibt dann alles zusammen fiir die Normalengleichung

1 1 3
n: yz—z(x—l)—1=—zx—z
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Schnittwinkel

Definition 154:

Zwei Kurven f und g, die sich in einem Punkt an der Stelle xo schneiden, schlieen einen
Winkel a ein, der mit der Formel

f'(x0) — g’ (x0)

A = T () g (%)

berechnet werden kann
Beispiel 228:

Die Funktionen f(x)=-e* und g(x)=(3x-1)e* schneiden sich im Punkt S(0|-1) und es gilt
f'(0)=-1 und g'(0)=2.
Das ergibt dann in die Formel eingesetzt

-1-2
1+(=1)-2

tana = | | =3 ->0=71,6°

419-459




Aufstellen von Funktionen anhand von Bedingungen oder aus Schaubil-
dern

Wahrend bei der Kurvendiskussion von der bekannten Funktionsgleichung auf Eigen-
schaften der Funktion geschlossen wird, wird in diesem Abschnitt umgekehrt vorge-
gangen.

Beispiel 229:

Wir gehen jetzt bei allen Beispielen vom Ansatz einer ganzrationalen Funktion
3. Grades aus:

fl@)=az® +ba® +cx+d, f'(z)=3ax®>+2z+c, ["(z)=06az+2b.

Jede Bedingung an dic Funktion wird dann als Gleichung fiir die Unbekannten
aufgeschrieben.

e Der Punkt mit den Koordinaten (2[5) liegt auf f:
f2)=5<=8a+4b+2c+d=5.

e f hat an der Stelle £ = —2 die Steigung 3:
f(-2)=3<=12a-4b+c=3.

o Der Punkt mit den Koordinaten (—1|4) ist ein Hochpunkt (Tiefpunkt):
f(-1)=4 & -a+b-c+d=4
f(-1)=0 <> 3a—-2b+c=0.
o (5| —2) ist ein Wendepunkt von f:
fB)=-2 < 125a+25b+5c+d=-2
f'6)=0 < 30a+2b=0.
o fhat an der Stelle z = —4 einc zur Geraden y = 1523 parallele Tangente:

f/(-4) =15 < 48a - 8b+c=15.

o f hat an der Stelle z = —3 die Tangente y =9z - 7
F(=3)=9.(=3)-7 <> -2a+%—3c+d=-3
f(-3)=9 < 2la-6b+c=09.

e f hat an den Stellen = =3 und z = 6 parallcle Tangenten:

f(=3) = f'(6) < 2Ta— 6b+c = 108a + 120 +c.

s A ) oy gy
HPohs 17

o f hat an der Stelle 2 = —1 eine waagrechte Tangente: (

f(-1)=0=3a-2b+c=0.

e f beriihrt die Funktion g(z) =1- fg an der Stelle 2 = 2 (Dazu muss erst t’fm [t 1t b Y3

noch die Ableitung von g mit ¢(z) = 2 berechnet werden): At e 4053
(k) =9%%0)

f2)=g(2) < 8a+4b+2+d=0 i
VL N e A P

f2 =402 < 12a+db+c=1 (o) =8 C3)
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e f hat and der Stelle z = 7 die Wendetangente y = —3z + 5:

B

ecding Loy Weede Fevse T
O JW»\S e Ale., (.L,C(A.C[_L“ig

C"/q_ -
(=0
f(N=(-3)-7+5 <= 343a+49+ T7c+d=—-16 v,
fl()=-3 < 47a+14b+c=-3 £(3)=-3
7 o - / —
f'(7)=0 <= 42a+2b=0. L (P~ (=3)-24S5 =,
e f beriihrt dic z-Achse im Ursprung (dic -Achse hat die Steigung 0):
f(0)=0 <= d=0
fl(0)=0 <= c=0.
e f hat an der Stelle z = 1 dic Normale y = 2z + 3 (s. 1.6.5):
f1)=2:-1+43 < a+b+c+d=5 . *__l PR 1S lo e,
_ 1 ey L 1 T ) RE\Y ¢
= f,(1)4=>f(1)_ 5 < 8a+2b+c=—c. : N
e f hat an der Stelle z = 4 cine zur Geraden y = —3z + 4 senkrechte ((*’o‘r‘ = g( o)
c : Al !
Tangente (s. 1.6.4): £ o)y m, = -~/
1 1 A / )
"4)- (-3) =-1+= f'(4) =% = Vi S ' =4
f'(4)-(-3) f'(4) 3<=>48a+8b+c 3 £ O) = sl e e
Wy, I V(
e f hat an der Stelle z = 4 eine zur Geraden y = —3z 44 parallele Normale
(s. 1.6.5):
m =———-1————3<=)f’(4)—11=>48u+85+ -
"TTTm 3 T

A -

fr schneidet g zweimal
Zu bestimmen sind alle t, fiir dic fi(z) = t — £ die Gerade g(z) = 2z
zweimal schneidet. Aus der Schnittbedingung fi(z) = g(x) folgt

t—g-——?w bzw. 22% —tz+8=0.

Nach 1.2.3 hat diese Gleichung zwei Losungen, wenn die Diskriminante
positiv ist, d.h. wenn 2 — 64 > 0 gilt. Das bedeutet, dass es fiir t* > 64,
also fiir £ > 8 oder fiir ¢ < —8 zwei Schnittpunkte von f; und g gibt.

fr beriihrt g

Gesucht ist dasjenige ¢, fiir welches f; mit fi(z) = 2® + (t + 1)z + 3 die
Funktion g(z) = 1—2? beriihrt. Nach 1.6.2 bedeutet Beriihrung soviel wie
fi(z) = ¢'(z) und fi(x) = g(z), d-h. es muss gelten:

2 +t+1=-2z und 22+ (t+1)z+3=1-2°

Um die beiden Gleichungen nach ¢ und z aufzulésen, kénnen wir z.B.
t = —4z — 1 (erste Gleichung) in die zweite Gleichung einsctzen. Aus der
entstandenen Gleichung folgen dann die Lésungen z = =1. Das ergibt
dann wieder nach Einsctzen in dic erste Gleichung fiir ¢ die Lésungen
t = —5 und ¢ = 3. Das Ergebnis sicht dann so aus: f3 beriihrt g an der
Stelle z = —1, und f_s beriihrt g an der Stelle z = 1.

ft schneidet g senkrecht
Fiir welches ¢ schneidet fi(z) = 2 + 4t dic Funktion g(z) = 54y senk-
recht? Nach 1.6.4 ist das der Fall, falls f/(#)-g'(z) = —1 und ft(:cg = g(x)
gilt: 5 i
-2z s, 1
= St=—.
2z 1P 1 und 1:+2 e |
Die crste Gleichung fithrt nach Umformung auf eine biquadratische Glei-
chung fiir z mit den Lésungen x = +1 (vgl. 1.2.4). Beide Losungen kénnen
dann in die zweite Gleichung cingesetzt werden, wobei sich jeweils ¢ = —1
crgibt. Das bedeutet, dass f_; dic Funktion g an den Stellen z = +1

senkrecht schneidet.

Der Hochpunkt von f; liegt auf der z-Achse )

Wir gehen aus von der Funktionenschar fi(z) = 2%;+:c+3 mit ¢ < 0. Dabei
hat f; den Hochpunkt H (|3t +3) (vgl. 1.4.4). Soll der Hochpunkt auf der
z-Achse licgen, dann muss scine y-Koordinate den Wert Null haben:

gt+3=0 bzw. t=-2.

Damit hat die Funktion f_o ihren Hochpunkt auf der x-Achse.
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Beispiel 230:

Welche ganzrationale Funktion 3. Grades hat den Hochpunkt (-1]10) und den Wende-
punkt (1]-6)?

Losung:

Eine ganzrationale Funktion 3. Grades hat eine Gleichung von der Form

(1) f (x): y=ax>+bx*+cx+d unddie Ableitungen
(2) y'=3ax*+2bx+c,
(3) y'"=6ax+2b,

wobei a, b, ¢, d zu bestimmende reelle Zahlen sind.

Die gegebenen Eigenschaften werden nun in die Sprache der Algebra Gbersetzt, d.h. es
wird versucht, sie in Gleichungen auszudriicken. Weil (-1|10) ein Kurvenpunkt ist, er-
fullen seine Koordinaten die Gleichung (1). Also gilt

(4) 10=-a+b-c+d.
Weil (-1|10) Hochpunkt ist, ist f'(-1)=0, also nach Gleichung (2)
(5) 0=3a-2b+c.

Auch (1]-6) liegt auf der Kurve, also nach Gleichung (1)

(6) -6=a+b+c+d.

Weil (1]|-6) Wendepunkt ist, ist y''=0, d.h. nach Gleichung (3)
(7) 0=6a+2b.

Das Gleichungssystem (4) bis (7) hat die Losunga=1;b=-3;c=-9; und d=5. Also
lautet die gesuchte Gleichung.

y=x3-3x*-9x+5.
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Beispiel 231:

Bestimme die Gleichung einer ganzrationalen Funktion 4. Grades, dessen Graph ach-
sensymmetrisch zur y-Achse ist, einen y-Achsenabschnitt von y = 2 und auf der x-Achse
bei x = 3 einen Tiefpunkt hat.

Losung:

fx)=a x*+b x*+c X*+d x+e
Wegen der Achsensymmetrie miissen die Koeffizienten b und d Null sein. Damit vereinfacht
sich der Funktionsterm zu: f(x)=a-x*+c-x*+e > f(x) =4a- x* +2¢c X

1. [f(0)=2 [a-0+c-0+e=0[e=0>f(x)=ax"+cx" +2
2. [f(3)=0 [a-3*+c-32=0 [8la+9b+2=0

3. [f(8)=0 |4a-3%+2c-3=0 [108a+6b=0

Ubrig bleibt ein Gleichungssystem mit zwei \ 4 f(x) /
Unbekannten, das leicht zu |sen ist. \

S
Daraus folgt: 54a = %/ \ TN /

8la+9¢c=-2 ——— | -54a-6¢c=
a=2%gundb =-% 108a +6¢c =0

S
P—

| =

2 4
f(x):ax4—§x2+2 ) ) 5 5 5
| | | |

427-459



Funktionsscharen
Eine Kurvenschar (auch Funktionsschar) ist eine Menge verschiedener Kurven, deren
Abbildungsvorschriften sich in mindestens einem Parameter unterscheiden.

Gemald einer anderen Definition ergibt sich eine Kurvenschar aus dem Graphen von
Funktionen, in denen ein freier Parameter der betreffenden Funktion in Parameterdar-
stellung variiert wird.

Ortskurven

Eine Kurvenschar (auch Funktionsschar) ist eine Menge verschiedener Kurven, deren
Abbildungsvorschriften sich in mindestens einem Parameter unterscheiden.

Definition 155:

Gemal einer anderen Definition ergibt sich eine Kurvenschar aus dem Graphen von
Funktionen, in denen ein freier Parameter der betreffenden Funktion in Parameterdar-
stellung variiert wird.

Parabely=2" x*

50

1\ /

20

\\ /1
10 4+ \ / -
SN [ A
0 \\;\—\ //W X
0 “ 3 2 i o0 1 2 3 4 5
[—.-‘h asin2 an —.-ﬂ

Wenn bei einer Funktion einer Funktionsschar f: die Hoch-, Tief- oder Wendepunkte in
Abhangigkeit von t ausgerechnet sind, ist es moglich, die Kurve zu bestimmen, auf der
alle diese Punkte liegen.

Gegeben ist z. B. der Hochpunkt H(a(t)|b(t)), wobei a(t) und b(t) die x-Koordinate und
die y-Koordinate der Hochpunkte in Abhangigkeit von dem Parameter t bilden.
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Definition 156:

Mit
x=a(t) und y=Db(t)

kann man die erste Gleichung nach t auflésen und das Ergebnis in die zweite Gleichung
einsetzen, was eine Gleichung mit y und x ergibt.

Dies ist dann die Funktionsgleichung der Ortskurve aller Hochpunkte.

Das gleiche kann natirlich fir Tiefpunkte und Wendepunkte durchgefiihrt werden.

Beispiel 232:

Bestimmen Sie die Ortskurve aller Hochpunkte der Funktionsschar, wobei der Hoch-
punkt HP(0,5t|0,25t?+t) alle Hochpunkte der Schar beinhaltet.

fe(X)=x2+tx+t

Es gilt:

x=0,5t und y=0,25t2+t

Die erste Gleichung wird nach t aufgeldst

t=2x

und in die zweite eingesetzt

y=0,25(2x)2+2x -> y=x2+2x

Die Ortskurve aller Hochpunkte lautet dann

y=x2+2x

Okonomische Anwendungen der Differentiation

Zusammenhadnge zwischen wirtschaftlichen Gréfen lassen sich im Allgemeinen durch
Funktionen beschreiben. In der Praxis tritt haufig das Problem auf, dass diese Funktio-
nen nicht bekannt sind und sich zudem nur sehr schwer abschatzen lassen.

Haufig kennt man aber einige Eigenschaften der Funktion, aus denen sich Folgerungen
fur wirtschaftliche Entscheidungen ableiten lassen.

Zur Losung wirtschaftlicher Fragestellungen durch mathematische Methoden ist es
nicht moglich, die Realitadt in ihrer umfassenden Komplexitat zu berlicksichtigen. Des-
halb wird ein Modell (ein vereinfachtes Abbild der Wirklichkeit) erstellt, das die realen
Zusammenhange auf das Wesentliche reduziert.

Haufig unterstellt man fur die Bestimmung der Nachfragefunktion, dass alle Faktoren
bis auf den Preis des Produktes konstant bleiben (ceteris paribus Bedingung), so dass
nur noch eine unabhangige Variable in die Berechnung eingeht.

Eine weitere Vereinfachung erfolgt dadurch, dass hdufig lineare Funktionen verwendet
werden, auch wenn die Beziehungen zwischen zwei wirtschaftlichen GréRen nur anna-
hernd linear verlaufen oder nur in einem bestimmten Intervall eine konstante Steigung
haben.
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Insbesondere bei wirtschaftlichen Funktionen ist es wichtig, Definitions- und Wertebe-
reich zu beachten, da diese in vielen Fallen eingeschrankt sind.

Beispielsweise haben alle Kostenfunktionen K(x) einen beschrankten Definitionsbe-
reich, da die Produktionsmenge durch Kapazitatsbegrenzungen eingeschrankt ist, und
K nur die Werte annehmen kann, die sich durch Einsetzen der x-Werte in die Funktion
ergeben. Kosten und Produktionsmengen kénnen zudem nicht negativ werden.

Nachfrage- und Angebotsfunktion

Die Nachfragefunktion gibt die Abhangigkeit zwischen der nachgefragten Menge eines
bestimmten Gutes und allen Faktoren an, die sie beeinflussen.

Wie oben beschrieben, wird diese Beziehung haufig vereinfacht. Die nachgefragte
Menge x eines Haushaltes wird nur noch als abhdngig von dem Preis p des entspre-
chenden Gutes angesehen.

x = f(p)
Wenn man die Abhangigkeit zwischen Preis und nachgefragter Menge eines Gutes aus

der Sicht des anbietenden Unternehmens betrachtet, bezeichnet man die Nachfrage-
funktion als Preisabsatzfunktion.

Bei der Preisabsatzfunktion fragt sich der Unternehmer, welche Mengen er bei welchen
Preisen absetzen kann.

Wenn man von einigen Besonderheiten absieht (Preis-Qualitats-Effekt bei Luxusgltern
mit prestigevermittelndem Preis), bei denen die Preisabsatzfunktion von ihrem typi-
schen Verlauf abweicht, ist es plausibel, dass die nachgefragte Menge steigt, wenn der
Preis sinkt, und umgekehrt. Die Preisabsatzfunktion hat demnach eine negative Stei-

gung.
Vereinfachend wird in der Praxis haufig ein linearer Verlauf unterstellt, obwohl die

Funktion in der Realitat vor allem in der Nahe der Achsen ihre Steigung andern und sich
an die Achsen anschmiegen wird.

In den Wirtschaftswissenschaften ist es Ublich, den Preis an der Ordinate und die
Menge an der Abszisse abzutragen. Die Nachfragefunktion wird demgemalR so darge-
stellt, dass der Preis der abhangigen und die Menge der unabhdngigen Variablen ent-
spricht. Man betrachtet also die Umkehrfunktion, die die Abhangigkeit des Preises von
der Nachfragemenge angibt p = f(x).

p

Allgemeine Funktionsgleichung einer linearen Nachfragefunktion:
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p=mx+b

Dabei bedeuten:

e p =Preis

e m = Steigung (negativ)

e x =nachgefragte bzw. abgesetzte Menge

e b = Ordinatenabschnitt (maximalen Preis pmax flr das Gut, bei dem die Nachfrage
Null wird)

Die Nullstelle xs zeigt die Sattigungsgrenze an. Selbst wenn der Preis des Produktes auf
Null gesenkt wird, Gberschreitet die nachgefragte Menge nicht den Wert xs.

Die Angebotsfunktion gibt die Abhdngigkeit der angebotenen Menge eines Gutes von
dem dafir verlangten Preis an.

Je hoher der Verkaufspreis, desto mehr sind die Hersteller bereit zu produzieren. Mit
steigenden Preisen wird also auch die angebotene Menge zunehmen. Die Angebots-
funktion hat eine positive Steigung.

Allgemeine Funktionsgleichung einer linearen Angebotsfunktion:
p=mx+Db

Dabei bedeuten:

e p =Preis

e m = Steigung (positiv)

e x = Angebotsmenge

e b = Ordinatenabschnitt (minimalen Preis pmin, bei dem das Angebot gleich Null ist;
erst bei steigenden Preisen sind die Produzenten bereit, mehr und mehr Produkte
anzubieten.)

p

Prmin

Das Marktgleichgewicht, bei dem sich Angebot und Nachfrage ausgleichen, ldsst sich
graphisch ermitteln, wenn Nachfrage- und Angebotsfunktion in ein Koordinatensystem
gezeichnet werden.

Das Marktgleichgewicht ist erreicht, wenn das Angebot mit der Nachfrage Ulberein-
stimmt. Graphisch entspricht das Gleichgewicht dem Schnittpunkt der beiden Funktio-
nen.

pg = Gleichgewichtspreis

Xg = Gleichgewichtsmenge
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Kostenfunktion

Die Kostenfunktion eines Unternehmens zeigt den Zusammenhang zwischen den ge-
samten Kosten K in einer Periode und der in dieser Zeit produzierten Menge x eines
Produktes auf. Die Produktionsmenge ist die unabhangige Variable, deren Einfluss auf
die abhdngige mit Hilfe der Kostenfunktion analysiert wird.

Im Allgemeinen kann man davon ausgehen, dass Kostenfunktionen eine steigende Ten-
denz haben. Mit zunehmender Produktionsmenge werden auch die Kosten zunehmen.
Der Funktionsverlauf hdangt von dem zugrunde liegenden Produktionsverfahren ab, so
dass sich im konkreten Fall verschiedene Kurvenformen ergeben.

Im einfachsten Fall wird eine lineare Kostenfunktion auftreten. Bei linearen Funktionen
ist die Steigung konstant, das heillt die Zusatzkosten fiir die Produktion einer zusatzli-
chen Einheit sind immer gleich.

Bei einem progressiven Verlauf der Kostenfunktion wachst die Steigung mit zunehmen-
dem x. Die Kosten fiir die Produktion einer zusatzlichen Einheit werden immer groRer.

140
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0 4 8 12 16 x 20

Eine Kostenfunktion mit degressivem Verlauf liegt vor, wenn durch die Massenproduk-
tion die Stlickkosten gesenkt werden kdnnen. Die Steigung nimmt ab, und die Zusatz-
kosten flir weitere Einheiten werden mit groBer werdender Stlickzahl geringer.
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Besonders haufig wird in den Wirtschaftswissenschaften die S-formige Kostenfunktion
diskutiert.

Diese S-formige Kostenfunktion hat zunachst einen degressiven, spater aber einen pro-
gressiven Verlauf.

Wird beispielsweise ein landwirtschaftliches Gut (z. B. Weizen oder Kartoffeln) auf ei-
ner bestimmten Flache produziert, so ist der Ertrag pro Hektar die Produktionsmenge.
Die zusatzlichen Kosten fir Saatgut, Dinger etc. werden von einem bestimmten Hek-
tarertrag an immer groBer, wenn der Hektarertrag noch weiter gesteigert werden soll.
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Da die Funktionsgleichung einer Kostenfunktion in der Praxis im Allgemeinen nicht be-
kanntist, wird vereinfachend ein linearer Verlauf unterstellt. Aus einigen Eigenschaften
der Kostenfunktion, die aus der Erfahrung abgeleitet werden, ldsst sich dann eine line-
are Funktion aufstellen, die den tatsachlichen Verlauf wiedergibt.

Die Gesamtkosten K(x) setzen sich zusammen aus den Fixkosten K und den variablen
Kosten Ky, die sich durch Multiplikation der variablen Stiickkosten ky mit der Produkti-
onsmenge x errechnen.

Die Funktionsgleichung in ihrer allgemeinen Form lautet flr die lineare Kostenfunktion:
K(x) = K¢ + Ky = K¢ + ky* X

Dabei bedeuten:

K(x) = Gesamtkosten, abhangig von der Produktionsmenge x
Kt = Fixkosten, unabhéangig von der Produktionsmenge x
Ky = variable Kosten, abhangig von x

kv = variable Stickkosten, Steigung der Geraden

X = Produktionsmenge

Da die Steigung konstant ist, sind auch die zusatzlichen Kosten fiir die Produktion einer
weiteren Einheit - die Grenzkosten - konstant. Sie betragen k..

In einem Unternehmen gilt die Kostenfunktion K(x) = 700 + 3x

Zeichnen Sie die Funktion.

Wie hoch sind die Fixkosten und die variablen Kosten pro Stiick?

Welche Kosten entstehen bei der Produktion von 150 Mengeneinheiten?
K¢ =700 kv =3

K(150) = 700 + 3 - 150 = 1.150
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Umsatzfunktion

Durch Multiplikation von Preis und Menge ergibt sich der Umsatz, der somit von zwei
unabhangigen Variablen abhangt.

U(x,p)=p-x

Fur viele Unternehmen ist der Preis jedoch eine konstante GroRe. Sie haben einen zu
geringen Marktanteil, um den Preis beeinflussen zu kénnen. Diese Unternehmen wer-
den Mengenanpasser genannt, da sie ihren Umsatz nicht durch den Preis, sondern nur
durch die abgesetzte Menge verandern kénnen. Der Umsatz ist fir sie nur von der
Menge x abhéangig.

U(x) =p-x p=const.

Der Preis entspricht der Steigung einer Geraden, die durch den Koordinatenursprung
verlauft.

u
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Gewinnfunktion
Die Differenz von Umsatz und Kosten stellt den Gewinn eines Unternehmens dar.
G=U-K
Bei einem Mengenanpasser ist der Gewinn nur von der Menge abhangig.
G(x) = U(x) - K(x)
Durch Einsetzen der Umsatz- und der Kostenfunktion ergibt sich
G(x) =p-x-Ki-kyx
=-Ke+ (p - ky) - x

Der Gewinn errechnet sich durch Multiplikation des Uberschusses des Preises iiber die
variablen Stiickkosten (p-ky, Stickdeckungsbeitrag) mit der Menge x, wovon noch die
Fixkosten subtrahiert werden mussen.

Graphisch lasst sich die Gewinnfunktion ebenfalls durch die Differenz der Umsatz- und
Kostenfunktion darstellen.

Wenn die Kosten groRer als der Umsatz sind, ist der Gewinn negativ. Das Unternehmen
befindet sich in der Verlustzone.

In dem Punkt, in dem sich Umsatz- und Kostenfunktion schneiden, ist der Gewinn Null.
Das Unternehmen hat die Gewinnschwelle erreicht.

Bei hoheren Stiickzahlen wird ein positiver Gewinn erzielt (Gewinnzone).

Die Gewinnfunktion kann durch die Subtraktion der Kosten- von der Umsatzfunktion
graphisch dargestellt werden. Bei der Produktion von Null Einheiten entsteht ein Ver-
lust in Hohe der Fixkosten; die Gewinnfunktion schneidet die Ordinate bei -Ks. An der
Gewinnschwelle xo schneidet die Gewinnfunktion die Abszisse und erreicht den positi-
ven Bereich.
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Beispiel 233:

Auf dem Markt fiir ein bestimmtes Produkt gilt ein Maximalpreis von 500 Euro und eine
Sattigungsmenge von 200 Stlick. Der Mindestpreis ist 100 Euro und die Steigung der
Angebotsfunktion betragt 1,5.

a) Bestimmen Sie die Nachfrage- und Angebotsfunktion, die beide einen linearen Ver-
lauf haben sollen.

b) Bestimmen Sie Gleichgewichtspreis und -menge graphisch und analytisch.

c) Welche Folge hat eine staatliche Festlegung des Preises auf 200 Euro fir Nachfrage
und Angebot?

Losung:

a) Nachfragefunktion, bekannt:
Punkt 1 (0;500)

Punkt 2 (200;0)

2-Punkteform:

0-500 500-y

200-0 0—-x

5
=500 - —x
Y 2

Angebotsfunktion, bekannt:
Punkt (0;100)
Steigung m=1,5

Punktsteigungsform:

]_,5:100__y

0-x
y =100 +1,5x
b.

500-2,5x=1,5x + 100
Xg = 100, pg = 250
c.

Bei einem Preis von 200 Euro ist die Nachfrage groRer als das Angebot, wie die Abbil-
dung zeigt.

nachgefragte Menge x, : 200 = 500 — 2,5xx
Xn =120

angebotene Menge x, : 200 = 1,5x, + 100
Xa = 66,67

Es besteht ein Nachfrageliberhang von ca. 53 Stiick.
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Beispiel 234:

Ein Unternehmen hat Fixkosten in H6he von 1.000 Euro und variable Stlickkosten in
Hohe von 1,50 Euro. Maximal kénnen 1.500 Einheiten produziert werden. Der Markt-
preis betragt 2,50 Euro.

a) Ermitteln Sie graphisch und analytisch die Gewinnschwelle.

b) Welche Folgen hat eine Senkung des erzielten Preises auf die Halfte?

Losung:

a.

K(x) = 1.000 + 1,5x

U(x) = 2,5x

G(x) = U(x) - K(x)=0

0 =2,5x - 1000 - 1,5x
Xo =1.000

b.

Wenn der Preis auf 1,25 Euro fallt, ist der Stickdeckungsbeitrag negativ, und es kann
kein Gewinn erzielt werden.

Die Steigung der Kostenfunktion ist dann groéRer, als die der Umsatzfunktion, so dass
kein Schnittpunkt existiert.

Beispiel 235:

Ein Betrieb kann im Monat maximal 3000 Kreissdagen herstellen. Dabei entstehen fixe
Kosten von 100.000 Euro und zusatzliche variable Kosten in Hohe von 150 Euro pro
Stiick

a) Geben Sie die Kostenfunktion an, die der Anzahl x der produzierten Kreissdgen die
entstehenden Kosten zuordnet.

b) Geben Sie Definitions- und Wertebereich der Kostenfunktion (bezogen auf einen Monat)
an!

Losung:

KX =K, +k,x

= K(X) =100.000+150x
D, =[0; 3000]

W, =[100.000; 550.000]
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Nichtlineare Funktionen

Beispiel 236:

Einem Unternehmen ist die Preisabsatzfunktion fiir sein Produkt bekannt:
p(x) = 80 - 4x

Die Umsatzfunktion lasst sich durch Multiplikation der Preisabsatzfunktion mit x ermit-
teln.

U(x) =p-x=(80-4x)-x = 80x - 4x?
Graphische Darstellung von Preisabsatz- und Umsatzfunktion:

Die Preisabsatzfunktion zeigt, dass der Hochstpreis 80 DM betragt. Die nachgefragte
Menge und damit der Umsatz ist bei einem Preis von 80 DM oder mehr gleich Null.
Wenn der Preis sinkt, steigt die nachgefragte Menge bis zur Sattigungsmenge von 20,
die bei einem Preis von Null erreicht wird. Da der Preis beim Erreichen der Sattigungs-
menge Null ist, wird an dieser Stelle der Umsatz wiederum Null.

Die Umsatzfunktion ist eine nach unten gedffnete Parabel 2. Grades. Der Umsatz steigt
zundchst mit steigender Absatzmenge und sinkenden Preisen an. Er erreicht sein Ma-
ximum genau in der Mitte zwischen den Nullstellen bei der Menge von 10 Einheiten,
da die Parabel symmetrisch zur Senkrechten durch x = 10 verlduft. Mit weiter zuneh-
mendem Absatz aber sinkendem Preis geht der Umsatz dann wieder zurick.

Die in der Praxis haufig anzutreffende S-formige Kostenfunktion entspricht mathema-
tisch einer Variante von Parabeln 3. Grades.

Beispiel 237:
Graphische Darstellung der Kostenfunktion:
K(x) = x3 - 25x? + 250x + 1000
Wertetabelle:
X ‘0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

K ‘1000 1408 1664 1816 1912 2000 2128 2344 2696 3232 4000

Wie dndern sich die Kosten, wenn die Produktion um eine Einheit ausgeweitet wird,
ausgehend von 2, 9, 19 Einheiten?

Produktionssteigerung Zusatzkosten K(x)
Von auf
2 3 144 1552
9 10 46 1954
19 20 416 3584

Bei niedrigen Produktionsmengen fallen die Zusatzkosten (Grenzkosten) bei zuneh-
mender Produktion, die Kostenfunktion verlauft degressiv steigend.

Fir hoheres x ist die Kostenfunktion progressiv steigend, d. h. die Zusatzkosten werden
immer grofer.
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Bedeutung der Differentialrechnung fiir die Wirtschaftswissenschaften

Bei der Analyse von 6konomischen Funktionen interessiert man sich fir charakteristi-
sche Eigenschaften der Funktion, wie Steigung, Extrema, Wendepunkte, die mit Hilfe
der Differentialrechnung bestimmt werden kénnen.

Am Beispiel einer Kostenfunktion soll die Anwendung der Differentialrechnung in den
Wirtschaftswissenschaften zunachst allgemein verdeutlicht werden.

Die Kostenfunktion K = K(x) stellt den Zusammenhang zwischen der Produktionsmenge
x und den Gesamtkosten eines Einproduktunternehmens dar.

Die Frage nach der Kostenerhéhung bei einer Produktionsmengenausweitung ent-
spricht der Frage nach der Steigung der Funktion, die durch die 1. Ableitung bestimmt
wird.

Bei einer Anderung der Produktionsmenge von x1 auf x, dndern sich die Gesamtkosten
um K(x2) — K(x1).

Wenn nun die Anderung der Kosten in Bezug auf die Produktionsmegeninderung mit
X2—> X1 ermittelt

werden soll, entspricht dies der Frage nach dem Differentialquotienten

dK H K(Xz) _K(Xl)
o= lim—r =

Xp =Xy X2 - Xl

Der Differentialquotient gibt die Steigung der Kostenfunktion in einem bestimmten
Punkt an und entspricht der 1. Ableitung der Funktion.

Die 1. Ableitung einer Kostenfunktion wird als Grenzkostenfunktion bezeichnet.

Die Untersuchung von Funktionen bei unendlich kleinen (infinitesimal kleinen) Ande-
rungen der unabhdngigen Variablen wird Marginalanalyse genannt.

Allgemein ergibt diese Grenzbetrachtung, wie die abhdngige Variable variiert, wenn
sich die unabhadngige Variable um einen gegen Null gehenden Betrag andert.

Bei der Interpretation der 1. Ableitung einer 6konomischen Funktion wird haufig ge-
sagt, dass die 1. Ableitung der Anderung der abhingigen Variablen bei Anderung der
unabhdngigen Variablen um eine Einheit entspricht.

Beispielsweise ist folgende Ausdrucksweise Ublich:

,Die Grenzkostenfunktion zeigt die Anderung der Kosten, wenn die Produktionsmenge
um eine Einheit gedndert wird.”

Diese Interpretation ist mathematisch nicht korrekt, denn die Marginalanalyse unter-
sucht das Funktionsverhalten bei unendlich kleiner Variation der unabhdngigen Vari-
ablen.

Anstelle von Ax — 0 wird aber Ax = 1 unterstellt.

Dieser Fehler mag bei der Massenproduktion vernachldssigbar sein. Wenn dagegen
Ausbringungseinheiten einen groRen Wert haben und die Produktion relativ klein ist
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(z.B. Flugzeughersteller), entsprechen die Grenzkosten nicht der Kostendnderung bei
einer Produktionsveranderung um eine Einheit.

Um die Interpretation nicht zu komplizieren, wird vereinfacht gesagt: Die 1. Ableitung
gibt ndherungsweise an, in welchem Umfang sich die abhangige Variable dndert, wenn
die unabhdngige um eine Einheit variiert wird.

Bei der Grenzbetrachtung 6konomischer Funktionen muss beachtet werden, daR diese
differenzierbar sein missen. Diese Voraussetzung ist bei solchen Funktionen, die auf-
grund von Spriingen oder Stufen unstetig sind, nicht erfillt.

Kostenfunktion

Die 1. Ableitung der Kostenfunktion K = K(x) ist die Grenzkostenfunktion
_dK

dx

Sie gibt ndherungsweise an, wie sich die Gesamtkosten dandern, wenn die Produktions-
menge um eine Einheit verandert wird.

KV

Beispiel 238:

In einem Unternehmen, das nur ein Produkt herstellt, wurde folgende Kostenfunktion
ermittelt:

2

K(X) = = + 2X + 50
=10

Wie lautet die Grenzkostenfunktion?
K'(x) =§+2
Die Hohe der Grenzkosten hangt davon ab, wie hoch die Produktionsmenge ist, von der
ausgegangen wird.
Wie hoch sind die Grenzkosten bei einer Produktionsmenge von 5, 10 und 20 Stick?
x=5 K'(5)=3
x =10 K'(10) =4
x =20 K'(20) =6
Die Steigung der Kostenfunktion nimmt standig zu.

Bei einer Produktionsmenge von x = 5 betragen die Grenzkosten drei Geldeinheiten.
Wie andern sich die Kosten, wenn die Produktionsmenge ausgehend von fiinf um eine
Einheit verringert wird oder wenn sie um eine Einheit erh6ht wird?

K(5) — K(4) = 62,5 — 59,6 = 2,9
K(5) — K(6) = 62,5 — 65,6 = 3,1
Die Gesamtkosten sinken um 2,9 bzw. steigen um 3,1 Geldeinheiten.

Dies verdeutlicht, dass die Grenzkosten K'(5) = 3 nicht der Kostendanderung bei der Va-
riation um einen Geldmenge entsprechen.
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Umsatzfunktion

Die 1. Ableitung der Umsatzfunktion U = U(x) ist die Grenzumsatzfunktion
du
" odx
Sie gibt ndaherungsweise an, um welchen Betrag sich der Umsatz dandert, wenn die ab-

gesetzte Menge sich um eine Einheit dndert. Die beschrieben, lasst sich die Umsatz-
funktion durch Multiplikation der Preisabsatzfunktion mit der Menge aufstellen.

Beispiel 239:

U!

Ein Unternehmen hat fiir sein Produkt durch Erfahrung einen Maximalpreis von 1.000
DM und eine Sattigungsmenge von 5.000 Stiick festgestellt.

Mit Hilfe der 2-Punkteform lasst sich daraus folgende Preisabsatzfunktion ermitteln,
wenn man Linearitat unterstellt.

p(x) = 1.000 — 0,2x
Die Umsatzfunktion lautet:
U(x) = 1.000x — 0,2 x?2

Die Grenzumsatzfunktion lautet:
du
U’(x)=—=1000-0,4
(x) I X

Sie hat genau die doppelte negative Steigung der Preisabsatzfunktion.

Das Maximum der Umsatzfunktion wird bei der Produktionsmenge von 2500 Stiick er-
reicht.

U'(x) =1.000-0,4x=0
x =2.500
U'’(2.500) = -0,4 < 0 —» Maximum

Dass die Grenzumsatzfunktion die doppelte negative Steigung der linearen Preisabsatz-
funktion hat, gilt nicht nur fir diese spezielle Beispiel, sondern allgemein:

p(x) =a— mx
U(x) = ax — mx?

U'(x) =a—2mx
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Gewinnfunktion

Die 1. Ableitung der Gewinnfunktion G = G(x) ist die Grenzgewinnfunktion
_de
~dx

Sie gibt ndherungsweise an, um welchen Betrag sich der Gewinn dandert, wenn sie die
abgesetzte Menge um eine Einheit andert.

G!

Da der Gewinn eines Unternehmens die Differenz aus Umsatz und Kosten darstellt G(x)
= U(x) — K(x), kann der Grenzgewinn auch als Differenz zwischen Grenzumsatz und
Grenzkosten interpretiert werden.

G'(x) = U'(x) — K'(x)

Beispiel 240:

Die Kostenfunktion eines Unternehmens lautet:
K(x) = 440 + 3x

Die Preisabsatzfunktion hat die Funktionsgleichung:
p(x) =100 -0,2 x

Die Gewinnfunktion berechnet sich als die Differenz zwischen Umsatz- und Kostenfunk-
tion.

U(x) = p(x) - x = 100x — 0,2x?
G(x) = U(x) — K(x) =-0,2x%2 + 100x — 440 — 3x
=—-0,2x2 + 97x — 440
Die Gewinnfunktion lautet:
G'(x) =—0,4x + 97

Die Berechnung liber die Differenz zwischen Grenzumsatz und Grenzkosten ergibt die
gleiche Funktion:

G'(x) =U'(x) - K'(x)
=100-0,4x — 3
=-0,4x + 97

442-459



Gewinnmaximierung

Im Zielsystem eines Unternehmens nimmt die Gewinnmaximierung eine wichtige Posi-
tion ein.

Bei Kenntnis der Gewinnfunktion lasst sich das Maximum mathematisch dadurch er-
mitteln, dass die 1. Ableitung der Gewinnfunktion, die Grenzgewinnfunktion, gleich
Null gesetzt wird. Denn die notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremwer-
tes lautet, dass die 1. Ableitung der entsprechenden Funktion an dieser Stelle Null wer-
den muss.

G'(x)=0

oder
G'(x) =U'(x) —K'(x)=0
U'(x) = K'(x)

An der Stelle des Gewinnmaximums sind Grenzumsatz- und Grenzkostenfunktion
gleich, sie schneiden sich.

Wenn die Produktionsmenge gesteigert wird, ist dies solange mit einer Gewinnsteigung
verbunden, bis die letzte produzierte Einheit einen genauso hohen Umsatzzuwachs (U’)
erbringt, wie an zusatzlichen Kosten (K’) fiir ihre Herstellung anfallen.

Ob an der berechneten Stelle wirklich ein Maximum existiert, wird mit Hilfe der hinrei-
chenden Bedingung Uberprift. Wenn die 2. Ableitung der Gewinnfunktion fir den er-
mittelten Wert negativ ist, liegt ein Maximum vor.

An der so berechneten Stelle eines Gewinnmaximums muss jedoch nicht notwendiger-
weise ein positiver Gewinn erzielt werden. Der maximal erreichbare Gewinn kann auch
ein Verlust sein; das Gewinnmaximum waére dann ein Verlustminimum.

Es ist also sinnvoll, zusatzlich zu Uberpriifen, welchen Wert der Gewinn an der Stelle
des Gewinnmaximums annimmt.

Beispiel 241:

Ein Unternehmen stellt einen Dachgepacktrager fiir Pkws zum Transport von Sportmo-
torradern her und ist Monopolist auf diesem Markt.

Im letzten Jahr wurden 50 Dachgepacktrdager zu einem Preis von 1200 Euro verkauft.
Bei einer Preiserhdhung um 50 Euro wird nach einer Marktforschungsuntersuchung ein
Rickgang des Absatzes auf 45 Stick erwartet.

Die Preisabsatzfunktion wird als linear angenommen.

Die Gesamtkosten der Produktion betragen:
1
K(x) = §x3 —8x® +600x + 4000

Ermitteln Sie rechnerisch, bei welcher Preismengenkombination das Gewinnmaximum
erreicht wird.

Losen Sie das Problem graphisch.
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Preisabsatzfunktion: Ein linearer Verlauf wird unterstellt. Zwei Punkte sind bekannt,
so dass die 2-Punkteform angewandt werden kann.

p1=1.200 X1 =50
P2 = 1.250 X2 =45
P, — P _ P.—P

X, — X, X —X
1250-1200 1200— p
45-50 50— x
50 1200 p
5~ 50X
~500+10x = 1200 p
p =1700—10x

Umsatzfunktion

U(x) =p-x =1.700x— 10x2
Gewinnfunktion

G(x)=U(x)-K(x)

1
G(x) =1700x —10x* — 5 x® +8x? —600x —4.000

1

G(x) = r x® —2x% +1100x — 4.000

Ermittlung des Gewinnmaximums
1

G'(x) :_§X2 —4x+1100

G'(x)=0

l 2
_§X —-4x+1100=0

x* +12x—-3300=0
X, , = —6++/36+ 3300

X, , = —6++/3336
X, , = —6+57,7581

X, =51,7581
X, =—63,7581 — 6konomisch nicht relevant
2
G"(x)=—5x-4
(0 =-3x

G’’(51,7581) = -38,5054 < 0 — Maximum

Bei einer abgesetzten Menge von gerundet 52 Dachgepacktrdagern erzielt der Unter-
nehmer einen maximalen Gewinn.
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Der Preis, den er verlangen muss, ergibt sich aus der Preisabsatzfunktion.
p(x) =1.700 — 10x
p(52) =1.180

Der Unternehmer muss einen Preis von 1.180 DM verlangen, um 52 Stiick absetzen zu
kénnen.

Den maximalen Gewinn erhdlt man durch Einsetzen der berechneten Menge von 52
Stick in die Gewinnfunktion.

G(x) = —é x® —2x* +1100x — 4.000
G(52) = 32168,89

Wenn das Unternehmen einen Preis von 1.180 DM verlangt, wird es 52 Motorradtrager
jahrlich absetzen und damit einen maximalen Gewinn von 32.168,89 DM erzielen.

Da die Stlickzahl von 51,7581 auf 52 gerundet wurde, sollte zusatzlich untersucht wer-
den, ob eine Abrundung auf 51 nicht zu einem hdheren Gewinn fihren wirde.

G(51) = 32.159,00
Der Gewinn bei einem Absatz von 52 Stick ist groRer.
Graphische Lésung

Die Nullstellen der Umsatzfunktion x1 = 0 und x2 = 170 begrenzen den relevanten Be-
reich.

Preisabsatz- und Grenzumsatzfunktion sind linear, fir sie ertibrigt sich die Aufstellung
einer Wertetabelle.

Die Ermittlung des Gewinnmaximumes fiir einen Angebotsmonopolisten, der den Preis
fir sein Produkt steuern kann und fir die eine Preisabsatzfunktion relevant ist, soll
allgemein an den obigen Abbildungen erlautert werden.

Die Preisabsatzfunktion hat einen linearen Verlauf. Daraus ergibt sich eine parabelfor-
mige Umsatzfunktion und eine Grenzumsatzfunktion mit der doppelten negativen Stei-
gung wie die Preisabsatzfunktion.

Der Schnittpunkt von U’ und K’ gibt die gewinnmaximale Menge x. an.

Wenn man den zu x. gehérenden Punkt auf der Preisabsatzfunktion eintragt, erhalt
man den Cournotschen Punkt C.

Der Cournotsche Punkt gibt die Koordinaten der gewinnmaximalen Preis-Mengen-Kom-
bination an (pc, Xc).
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Extremwertaufgaben

Extremwertaufgaben fiir eine Variable:
Definition 157:

Ubersetzen Sie den Aufgabentext in eine mathematische Fragestellung!
Finden Sie eine Formel fiir die zu optimierende GroRe (die sog. Zielfunktion)!

Falls die Zielfunktion von mehreren Variablen abhangt, so suchen Sie Gleichungen (die
sog. Nebenbedingungen), die die Anzahl der Variablen in der Zielfunktion reduzieren,
bis moglichst nur noch eine librig bleibt!

Fertigen Sie ggfs. eine Skizze mit den entsprechenden GroRen an.
Legen Sie flr diese Variable den Giltigkeitsbereich (den sog. zuldssigen Bereich) fest!

Formulieren Sie die mathematische Fragestellung fiir die veranderte Zielfunktion unter
Einbeziehung des Giltigkeitsbereichs!

Bestimmen Sie die relativen Extrema der Zielfunktion im zuldssigen Bereich!

Bestimmen Sie das absolute Extremum der Zielfunktion fiir die verbliebene Variable
durch Vergleich der Zielfunktionswerte:

Die Kandidaten sind die relativen Extrema und die Randwerte des zulassigen Bereiches!

Berechnen Sie alle tibrigen relevanten GroRen!

Beispiel 242:

Gegeben sind zwei Funktionen fund g durch
f(x)=x*-3x*+14x+4 und g(x)=-1x*+4 5

P (ulf(u)) seiein Punkt auf dem Schaubild von f | / \
fur O=u=5 i

Die Parallele zur y-Achse durch P schneidet das
Schaubild von g im Punkt Q. /

Dann hat die Strecke je nach Lage des Punktes P, —%]
also je nach u eine bestimmte Lange. Es liegt also /
—14

eine Langenfunktion vor.

Unsere Aufgabe heilbt:
Bestimme die Langenfunktion L{u) der Strecke PQ
fur 0=u=5 und beschreibe ihre Eigenschaften.

Lésung:

Hier entnehmen wir der Anschauung, dalt P fir
0=u=5 stets oberhalb von Q liegt,
aulterimFallu=0,wo P =0Q st
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Untersuchung der Langenfunktion

1. Aufstellen der Langenfunktion: L

Fur die Lange einer vertikalen Strecke gilt: PQ=vY, ., =¥, =¥ —Ya

Oder in der Funktionsschreibweise:

L(u)=f(u)-g(u), dennesistja P(ulf(u)} und Q(ulg)).

L(u)=(u® -3 +14u+4) - (-Lu +4)
L{u)=u® —2t0® +14u+ 4+ Lo’ -4
L(u)=u’-2u”+14u
2. Angabe ihres Definitionsbereiches:
D, =[0;5]
3. Ableitungen der Langenfunktion:
L'(u)=3u"-Lu+14 und L"(u)=6u-=&

4. Bestimmung der Nullstellen der Ableitungsfunktion:
Extremwertbedingung:  L'(uz)=0

30 -2u+14=01-2
Bu® —20u+28=0

Wir l6sen die quadratische Gleichung ax2 + bx + ¢ =0 stets mit der allgemeinen Losungsformel

("Mitternachtsformel” ):
-b++b* -4ac

2a
Die meist gelehrte p-g-Formel wird in meinen Manuskripten nicht verwendet, weil sig in vielen
Aufgaben unhandlicher ist. Wenn der Koeffizient a den glinstigen Wert 1 hat, dann wird diese

Formel besonders handlich, weill dann im Nennar 2a = 1 steht. Dann kann man bekanntlich den
Menner samt Bruchsfrich weglassen.

X;p =

Fira=6,b=-29 und c=24 folgt: u s

12 12 4|

Bekanntlich liefern die Nullstellen der ersten Ableitungsfunktion meistens
Extremwerte. Diese miissen jedoch kontrolliert werden:

Wenn L"(xg) > 0 wird, dann liegt ein Minimum vor, flir L"(xg) < 0 gin
Maximum.

20+B41-627 _29+13 _{%’1
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5. Extremwertkontrolle:

L(_]I ﬁ.__i_ .»__ 2 .0 MtL(uJ
"(4]_5 4 ¢g=24_£:4aa?{[}
3 d i}

d.h. L hatfir x =% ein relatives Minimum -

und fir x =% ein relative Maximum.
Um herauszufinden, ob die gefundenen Maxima und Minima relativ oder 4
absolut sind, mult man das Verhalten der Funkiion am Rand betrachien
Hier werden wir feststellen, dal® es am Rande noch grolbere bzw. kleinere
Werte als die gefundenen Maxima / Minima gibt: 8
6. Randwert-Untersuchung:

Da die Rander 0 und 5 im Definitionshereich der Langenfunktion .

eingeschlossen sind, mul® man nicht mit Grenzwerten arbeiten

(siehe spater), sondern kann die Randwerte direkt angeben:

L(0O)=0 und L(5)=1375 4
T Extremwertliste:

L(0)=0, L($)=7,15, L(£)=3,06, L{5)=1375 N

Durch Vergleich erkennt man, dal die absoluten

Extremwerte an Rand liegen. !

0 2 4 .

Anmerkungen:

MNun haben wir unsere Untersuchung beendet und folgendes herausgefunden:

Wandert die Strecke PQ von u=0 nach rechts bis u=5, dann nimmt ihre Linge von 0 aus zuerst zu,

erreicht dann bei U=+ ein relatives Maximum (dort betragt die maximale Lange etwa 7,15 LE.

Danach nimmt die Lange bis u = 3.5 wieder ab. Dort befindet sich das relative Minimum mit 3,06 LE.

Dann aber nimmt die Lange wieder zu und erreicht am Rande des Definitionsbereiches, also beiu =
5 ihren absolut groften Wert mit 13,75 LE.
{Die Abbildung zeigt die untersuchte Langenfunkfion)

Beispiel 243:

BEISPIEL 2 FLACHENINHALTSPFUNKTION

4 fix)

Q Gegeben ist die Funktion f durch
4 2
L~ f{.x}=4x 4_4_16
<~ & —T | _ - —
\ 2 S P(qu[’u)J sei ein Punkt des
f‘ J N ’
RN 1 Schaubilds K von f mitu = 0.
\ i | x Die beiden Asymptoten von K und
-4 0 E 4 die Parallelen dazu durch P

T R begrenzen ein Rechteck.
[\ | [ A Berechne und untersuche dessen
| ) | Flacheninhalt A{u).

Zur Berechnung von Grundseite und Hohe des Rechtecks muld man einige der
bendtigien Punkte mit Keordinaten versehen:

. Qful4)

P und Q liegen belde auf der gleu:hen Héhe f{u), wahrend P und () dbereinander
liegen und daher die gleiche x-Koordinate haben.

0|4—1§-
4
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1. Schritt: Aufstellen der Flacheninhaltsfunktion:

Grundseite: g=RP=u
S T B T
Inhalt: A['ujzg.h:u.gzﬂ
o u u
16
Ergebnis: A(u) :T

2. Schritt: Festlegung des Definitionsbereiches:
Aus der Aufgabenstellung geht klar u = 0 hervor. Also gilt:

D, =] 0]

3. Schritt: Ableitung der Inhaltsfunktion:
A'u) = —I—?
2

In Beispiel 1 besal die Ableitungsfunktion Nullstellen, das heifit: Es gab Extremwerte.
Daher wurde auch die Kontrollrechnung mit der 2. Ableitungsfunktion notwendig!
Jetzt liegt eine Ableitungsfunktion vor, die keine Nullstzllen besitzt. Daher gibt es
keine Extremwerte. Die Funktion wachst oder fillt daher streng monoton .

Dies ist jetzt das Ziel der weiteren Untersuchung!

4. Schritt: Auswertung:
Die Ableitungsfunktion A' besitzt keine Nullstellen, also besitzt die
Flacheninhaltsfunktion keine Extremwerte.
Da fiir alle usD gilt A'(u) <0, filltdie Funktion A streng
monoton.

5. Schritt: Bestimmung der Randwerte

Die Funktion A(u)= % hat bei u =0 eine Polstelle, d.h.

Far u—0 folgt A(u)—x.

Fur  u—o folgt Af{u)j—0, denn Iim,ﬂ.[u}:limE:ﬂ

L—x U—rm U

Man beachte, dal} die Randwertuntersuchung hier ganz anders verluft als in Beispiel 1, wo es
zwel echte "Rander” 0 und 5 gab, die man einfach einsetzen konnte.

6. Schritt. Ergebnis:
Die Flacheninhaltsfunktion fallt streng monoton von Unendlich nach Null.
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Hier ihr Schaubild:

121

In der Zeichnung der gegebenen Funktion
(Seite zuvor) ist ein solches Rechteck
eingezeichnet.

Der Punkt P sitzt dort beiu =35

Gemal} unserer Berechnungen ergibt dies
einen Rechtecksinhalt von

A(35) =22 .48
35

107

Dies kann man auch aus dem Schaubild
der Funktion A ablesen, das nun eben
Flacheninhaltswerte darstellt.

Beispiel 244:
BEISPIEL 3 VOLUMENFUNKTION

1 Q Gegeben ist die Funktion f durch

o 2
| f(x)=aX %410

I R N | 2
3 ¢ T, x

N I S S S N (et B P(ulf(u)) seiein Punkt des

| B / AN S Schaubilds K von f mit u > 0.

\ Die beiden Asymptoten von K und
X | 0 ! 4 a4 | die Parallelen dazu durch P
A begrenzen ein Rechteck. Durch

\ | Drehung dieses Rechtecks um die
R T T T y-Achse entsteht ein Zylinder.
Berechne und untersuche dessen

REEREEEE Volumen V(u).
L | |

o

Zur Berechnung von Grundseite und Héhe des Rechtecks mulk man einige der
bendtigten Punkte mit Kﬂordinaten versehen:

P|u|4— 1, Q(ul4) und R|U|4——

P und Q liegen bewie auf der glelchen Hohe flu), wahrend P und Q lbereinander
liegen und daher die gleiche x-Koordinate haben.

1. Schritt: Aufstellen der Volumenfunktion:

Radius: r=RP=u
Hﬁhe: h:m:y&_ypz‘i 4_? - 1?
- - 2 2 16
Volumen: V(u)=nrh=nu"-—=16n
: 0
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2. Schritt: Auswertung:

Jetzt liegt die ndachste Besonderheit vor, namlich eine konstante
Funktion. Da das Volumen von u unabhangig ist, hat der Zylinder
fur jede Lage des Punktes P denselben Rauminhalt |

V()

401

0 20 40 60 80 100 120

Beispiel 245:

BEISPIEL 4 EINE KOMPLIZIERTE VOLUMENFUNKTION

F1p d Dreht man das Rechteck aus Beispiel 3 um die
7 1 X-Achse, entsteht ein Ring. Sein Volumen
a _-F;""" entsteht, indem man aus einem grolien Zylinder
E 2 A den Inneren Hohlraum (ebenfalls ein Zylinder)

herausschneidet. Allerdings gilt dies nur, so lange
' - , u =2 ist, denn fur u=2 entsteht ein Vollzylinder
0 F % undfiiru=<2 iiberlagem sich bei Drehung der
il | untere und obere Teil des Rechtecks, was

|| | auszuschliefen ist.
BE ' || DerRadius des aulteren Zylinders ist yg, der des
o " Innerenist yp Als Hihe dient jetzt u. Dies ergibt

folgendes Volumen.

L B

i - 2 - - -
L - [ 16V (.. (4. 128 256} (128 256)
V[\U}_Wo U_WF‘ U—T[u‘l\’]ﬁ_!\‘q'_FJl J—nu|k-15_|t\1ﬁ_u_2+u—4:izl|—T[u|\u—2_ u4 )
¢ g -
also: ‘v’{u}=128n|i—%l=128nu 2_2 mit D, =[ 2;=[ .
u o u? ) u

Sehen wir uns zunachst einmal diese Funktion im Schaubild an, damit wir sehen,
was uns erwartet:
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1001 /'"\\
501 e E—
— |
| u
0 | 4 6 8 10 12 14

1. Beobachtung:

Das Schaubild beginnt wegen D, =[ 2;»[ am Startpunkt Z.

Dieser hat die Koordinaten Z(2|v(2))=(2|32x)~(2[100,5)

Seine y-Koordinate stellt den linken Randwert dar, also das Volumen des
Vollzylinders (P liegt jetzt in der Nullstelle N{210) der Funktion f.
Danngilt: V=mnr*h=n-4.2=321~100,5.

Diesen Wert erhalt man auch aus der Volumenfunkfion tber V(2) .

2. Beobachtung:

Das Schaubild hat einen Hochpunki, also besitzt die

Volumenfunktion ein absolutes Maximum.

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

6. Schritt:

Berechnung: (teilweise schon oben ausgefiihrt)

Aufstellung der Volumenfunktion:

2 I ™ _
V(u) =128 22— 1282 - -2 | = 128x(u - 2u”)
u wuoou ) '
Festlegung des Definitionsbereichs:
D, =[ 2]
Ableitungen der Volumenfunktion:
o [ 1 6%y —u*+6
V'iu)=128n ——,——4 =128n
’ Lo out) u
v"[juj::*]zex'uig—ﬂ'_maxﬂ

Nullstellen der 1. Ableitungsfunktion:
Extremwertbedingung: V'(u.)=0 < u* =6

ergibt u.=%J6. Da —6 2D, folgt: u.=+6 ~245.
Kontrollrechnung:
H[F]_mamz 2 o

B

Also hat die Funktion V bei u; =+/6 ~2,45 ein relatives Maximum.
Randwert-Bestimmung.

Linker Rand: V(2)= 1287[% =327 =1005

Rechter Rand: u—w = V(u)—>0, denn

lim V (u) = lim)| |th[|’1 3'-":121%

U—x |‘

I|ml—l|rni =128n-0=0

' U—x u LU—x u
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7. Schritt: Extremwertliste:

V(E}:’IEBRE:BER::’]GG;S (Linker Rand)
8
- 62 4 6 4 1287
V(B ) =128n—= = 1287 —— . ¥~ 1281 —.f6 = J6 ~100 4
¥6) J6° 646 /6 36

Durch Vergleich erkennt man, dal} bei JE das absolute Maximum liegt.

Ergebnis: Das Volumen des Drehkdrpers erhalt fur u = J6 sein absolutes

Maximum. Dieses betragt V. = 1298'1 6 ~109,4

Beispiel 246:
BEISPIEL S EINE UMPANGSPUNKTION
llf{x} a
4 |  Gegeben ist die Funktion f durch
[ | —T | -4 16
S ) fx)=4X 2 4
N | RITT 7% || B=8 =4
! ] \
\‘\"1. / P(ulf(u)) seiein Punkt des
| ! ! 4 ! —f ! ! | ] \ g
Hﬁ / </ Schaubilds K von f mit u = 0.
2 0 5 1 4 | > Die beiden Asymptoten von K und
oL | | dieParallelen dazu durch P
| [ begrenzen ein Rechteck.
R .'I 1 11 Berechne und untersuche dessen
bbb 11 Umfang U(u).
'| |
L1 '

1. Schritt: Aufstellung der Umfangsfunktion:

3
U(u)=2g+2n=2u+210 cpys 32 20 +52
o " U u’
2. Schritt:  Festlegung des Definitionsbereichs:

u

D =]0;x[
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3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

6. Schritt:

Ergebnis:

Das Rechteck hat fur uz =3/32 = 234 ~ 3,17 den absolut kleinsten Umfang.

Beispiel 247:

Ableitungen der Volumenfunktion:

. 64 2u®-64
Jfuj=2-——=——1—
(v u’ T
. 192
U [U}z u?

Nullstellen der 1. Ableitungsfunktion:

0°-64=0 & v’ =32
also u. =332 =234 ~ 317
Kontrollrechnung:
U"(332)=—22_. 0
' b2

Also hat die Funktion U bei
u. =332 =234 ~ 317

ein relatives Minimum.
Randwert-Bestimmung.

Linker Rand: u—0:
Rechter Rand: Uu—ow:

Aufgabenstellung

Aus einem quadratischen Stiick Pappe soll eine nach oben

offene Schachtel hergestellt werden.

Dazu werden aus den 4 Ecken Quadrate ausgeschnitten.

Die Pappe ist p cm lang und breit.

Wie missen die Quadrate ausgeschnitten werden, damit
das Fassungsvermoégen der Schachtel moéglich groR ist? Kle-

beflachen sollen nicht berlicksichtigt werden.

Losung:

Ubersetzung:

Die offene Schachtel ist ein oben offener Quader. Ge-
sucht ist das absolute Maximum des Quadervolumens!

Zielfunktion:

Fir das Volumen V eines Quaders gilt die Formel:

121

U

Ulu)— o (Polstelle von U)
U{u)—w (Grad Zahler = Grad N)

B A

/
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V = Lange L * Breite B * Hohe H

Nebenbedingungen:

Die Zielfunktion hangt von drei GrofRen ab:

L, B, H

Die Anzahl dieser GroRen muss so weit wie moglich reduziert werden:

Ist S die Seitenlange der ausgeschnittenen Quadrate, dann ist

L=P-2S
B = P-2S
H=S

Jetzt hdangt das Volumen V nur noch von den GroBen P und S ab:
V = (P-2S)(P-2S)S

P ist konstant und vorgegeben, so dass das Volumen V jetzt nur noch von der variablen
GroRe S abhdngt.

zulassiger Bereich:

Die Zielfunktion hangt jetzt nur noch von der Variablen S ab.

S ist die Seitenldange der ausgeschnittenen Quadrate.

Nach der Konstruktion muss

S20undS<0,5P

sein.

Der zulassige Bereich fur S

ist das Intervall [0 | 0,5P].

Die mathematische Fragestellung lautet jetzt:

Gesucht ist das absolute Maximum von

V(S) = (P-2S)(P-2S)S im Intervall [0 | 0,5P] !

relative Extrema:

V(S) = (P-2S)(P-2S)S = 453-4PS2+P2S hat im gesamten Definitionsbereich
ein relatives Maximum bei S1 = P/6 und

ein relatives Minimum bei S2 = 0,5P.

Beide relativen Extrema liegen innerhalb des zuldssigen Bereichs [0 | 0,5P].

absolutes Extremum:

Fir das absolute Maximum gibt es drei Kandidaten:
S1 =0 (linker Randwert)
S2 = P/6 (relatives Maximum)

S$3 =0,5 P (relatives Minimum und rechter Randwert)
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Der Vergleich der Funktionswerte (= Volumenwerte):

V(0)=0
V(P/6) = 2P3/27
V(P/2) =0

ergibt, dass das absolute Maximum der Funktion V(S) im Intervall [0 | 0,5P] bei S = P/6
vorliegt, namlich V = 2P3/27

Lésung:

Die Schachtel mit dem maximalen Fassungsvermdgen hat

die Ldnge L = 2P/3 cm,

die Breite B =2P/3 cm,

die Hohe H = P/6 cm und

das Volumen 2P3/27 cm3.

Um diese Schachtel herzustellen, miissen 4 Quadrate mit der Seitenlange

S = P/6 cm ausgeschnitten werden.

456-459



Manuskript und
Losungen
Mathematik |

Wirtschaftsingenieurwesen

DHBW Stuttgart
Campus Horb

Dozent

Dipl. Math. (FH) Roland Geiger

457-459



http://www.dhbw-stuttgart.de/horb/themen/studium/bachelor/wirtschaftsingenieurwesen/konzeption-und-zielsetzung.html

Auf der folgenden Seite finden Sie Unterlagen und die Losungen der Aufgabensamm-
lung.

www.cs-geiger.de/wiw.htm

458-459


http://www.cs-geiger.de/wiw.htm

