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Allgemeine Regeln

Keine Handys, Smartphones, Tablets, Notebooks,
MP3-Player, und sonstige elektronischen Gerate.

(Sollten auch nicht auf dem Tisch liegen)

Sollten Sie unbedingt kommunizieren miissen, so
gehen Sie freiwillig aus dem Raum oder Sie bekom-
men von mir eine Pause zugeteilt, in der Sie in Ruhe

lhre Kommunikation durchfiihren kénnen.
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Losungen zu den Aufgaben

Internet

http://www.cs-geiger.de/wiw.htm
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QR-Code Internet

YouTube

http://www.youtube.com/channel/UCro4ldWf20euH8u1SXU3l-g

N(1] Tube o Suchen Hochladen

GoodBetterMaCoSta

[ e B

Mein Ziel ist es die Mathematik, die Statistik und die Computeranwendungen durchschaubarer und verstandlicher zu machen. Dazu habe
ich verschieden Playlisten fiir meine Studenten angelegt. Dort finden Sie die Ldsungen fiir Aufgaben aus der Aufgabensammlung. Auch
wenn Sie nicht Student sind und Ubungen zu diesen Bereichen brauchen, sind Sie gerne willkommen um die Lésungen von
Ibungsaufgaben online nachzuverfolgen

Weniger anzeigen

Auf diesem Kanal gibt es keine Inhalte

QR-Code YouTube
™ |
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Aufgabensammlung

Trigonometrische Zusammenhange
Aufgabe 1:

Berechnen Sie den Flacheninhalt des unten aufgefiihrten Dreiecks. (A = %-g -h)

48m

Losung:

Im rechten Dreieck die fehlende Strecke berechnen (Hohe des Gesamtdreiecks):

60% = 482 + h?
h? = 60% — 482
h = 607 — 482
h =36
Im linken Dreieck die fehlende Strecke berechnen (Teilstlick der Grundseite):
45% = 362 + x*
x? = 452 — 362
x = 257~ 362
x =27
A=lg-h=l-(27+48)-36
2- 2
A = 1.350 m?

Aufgabe 2:

Berechnen Sie die Lange der Strecke x.
5]
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Aufgabensammlung

Losung:

4,82 = 2,52 + h?

h? = 4,82 — 2,52

h =./4,82 — 2,52

h =4,
x%? = h? + (13 — 2,5)?
x? =412+ (13 — 2,5)?
x = /4,12 + (13 — 2,5)2
x =11,27

Aufgabe 3:

Einem Quadrat ABCD ist ein Rechteck mit den Seitenlangen 10cm und 4cm einbeschrie-
ben. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Quadrates.

m
()

A C

B

Losung:
M A
A2 °
5 9

A C
. B

ARechteck = 10 cm 4 cm = 40 cm?

AA1=§-5cm-5cm=12,5cm2

Seite 7 von 322



Aufgabensammlung

AA2=§-2cm-2cm=2cm2

Agesamt = Arechteck T4 " Apr + 4 Ay
AGesamt = 40 cm? + 4+ 12,5 cm? + 4 - 2 cm?

Agesamt = 98 cm?®
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Aufgabe 4:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck mit p=4cm und g=3cm. Bestimmen Sie die Hohe
h.

Losung:

Nach dem Hohensatz gilt:

h*=p-q
h=.p-q
h=+v4-3
h = 3,46

Aufgabe 5:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck mit p=2cm und c¢= 5cm. Bestimmen Sie die Stre-
cken a und b.

Losung:

Nach dem Kathetensatz gilt:

a?=p-c
a=,p-c
A= VIS
a=3,16
b2=q-c

Aufgabe 6:

Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist bekannt, dass die Hohe 5cm lang ist und der
Hypothenusenabschnitt p=6,1cm lang ist und p um 2cm langer ist als der Hypothenu-
senabschnitt q. Berechnen Sie alle fehlenden Seitenlangen des Dreiecks ABC und be-
rechnen aullerdem den Flacheninhalt des Dreiecks.

Losung:
Berechnung der Seite c:

c=p+q=61+41
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c=10,2
Berechnung der Seite b:
b? =52 4 6,17
b=./52 +6,12
b =7,89
Berechnung der Seite a:
a? =5%+4,1%
b=.5%+4,12
a= 647

Aufgabe 7:

Welches der folgenden Dreiecke von A bis D hat eine Hohe von V8?

A (5
/‘E:\ /b\
£ * 4 4
B: D:
/Q\ N
8 8
[ 2
Losung:
Nach dem Hb6hensatz gilt:
A:
h*=p-q
h=\p-q
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Aufgabensammlung

h=v2-4
h = 2,83
B:
h?=p-q
N
h=+8-8
h=8
c:
h*=p-q
N
h =44
h=4
D:
h?=p-q
h=\r4q
h=6"2
h=4

Losung: Dreieck A
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Aufgabe 8:

Gegeben ist ein Trapez durch a=9cm, c=3cm, h=5cm und a = 42°

Berechnen Sie alle Strecken und Winkel im Trapez (siehe Zeichnung).

Losung:

Im Teildreieck AED folgt:

=—-==747
sin(42°)

h

tana = —

h
X =
tana

* = an@zy - P

Als weiteres gilt:
a+ 6 =180°
6 =180° -«
6 = 180° — 42°
6 = 138°
Fiir die Strecke AB gilt:

AB=x+c+y

y=AB—x—c
y=9-555-3
y = 0,45

Damit kdnnen wir im Dreieck FBC folgendes berechnen:

tan 8 h
anfi = —
y
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5
t = —_—= 4- o
anf = 57s = 8486

b=———+——=25,02
sin (84,86°)

Daraus folgt:
y =180°—-p
y = 180° — 84,86°
Yy = 95,14°
Aufgabe 9:

Gegeben sind in einem beliebigen Dreieck die Seite ¢c=18cm und die Winkel y = 118°
und B = 35°. Berechnen Sie die Seiten a und b sowie den Winkel a.

Losung:
Die Summe der Winkel in einem beliebigen Dreieck ist 190°.
Daraus folgt fiir unsere Aufgabe:
a=180°—- 3 —y=180°—35°—118° = 27°
a=27°
Mit dem Sinussatz kdnnen wir folgendes berechnen:
b C

sin (B) _ sin (Y)

b= n(B) = —2 M n(359) = 11,69
~ sin (y) sin(B ~ sin (118°) St - bram

c a
sin (y)  sin (a)

in(a) = 18 cm
sin (y) SR = sin(118°)

sin(27°) = 9,26 cm

Aufgabe 10:

Gegeben sind die GroRRen a=7,5cm, ¢=8,2cm und f§ = 85° in einem beliebigen Dreieck.
Berechnen Sie die Seite b und die Winkel aund y.

Losung:
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Hier lasst sich kein Sinussatz anwenden.

Hier wird der Kosinussatz angewendet:
b? = a% + ¢? — 2ac - cos (B)
b = /a2 + ¢2 — 2ac - cos ()

b= \/7,5cm2 + 8,2cm? — 2-7,5cm - 8,2cm - cos(85°) = 10,62 cm

Zu der Seite b haben wir auch den Gegenwinkel, also kdnnen wir jetzt den Sinussatz
verwenden:

sin () sin ()

a b

sin () sin(85°)
b A= 10,62cm

a = 44,71°

sin(a) = -7,5cm = 0,7035

Der Winkel y lasst sich wieder Gber die Winkelsumme berechnen:
y =180° — a — = 180° — 44,71° — 85° = 50,29°
y = 50,29°
Aufgabe 11:

Auf dem Bild sieht man ein Pendel, das 1,20m zur Seite ausgelenkt wurde. Wie viel
Zentimeter hat das Pendel an H6he h gewonnen?

\
Y
\'\
\, 2 T
M,
LY
M
LY

™ 1,20 m D
i { -

&
Losung:
22 =x%+1,22
x*=22-12°
x =4[22 —1,22
x=1,6

h=2—-x=2m—-16m=04m
h=04m
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Aufgabe 12:

Fir den Bau einer pyramidenférmigen Lautsprecherbox sind vier gleichschenklige Drei-
ecksflachen aus Spanplatten gesdagt worden. Die Hohe der Dreiecke betrdagt h, = 90cm.
Welche Hohe hat die fertige Box bei einer quadratischen Grundflache der Lange
a=45cm?

Losung:

2

h? = h? + (

)
@

’ =4/90%2 — 22,52 = 87,14 cm

N o

_h2 2

Nlm
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Aufgabe 13:

Ein 90m hoher Funkmast wird bei %seiner Hohe durch 4 Spannseile befestigt. Die Be-

festigungspunkte der Spannseile am Boden sind jeweils 5m vom FuR des Mastes ent-
fernt und bilden ein Quadrat.

a) Wie lang sind die 4 Seile zusammen?

b) Wenn man sie Flache um die Befestigungspunkte herum einzaunen wiirde, wie Lang
ware der Zaun?

Losung:
a)
Die Lange eines Seiles ergibt sich aus:
x? =722 + 52

X=+7224+52=7217m

Die Langer von vier Seilen:
L=4-72,17m = 288,68 m
Aufgabe 14:

Von einem Turmfenster in 12m Héhe sieht man die Spitze eines Schornsteins unter dem

Hohenwinkel (Erhebungswinkel) a = 42° und den FuBpunkt unter dem Tiefenwinkel
(Senkungswinkel) B = 32°

Wie weit ist der Schornstein vom Turm entfernt und wie hoch ist er?

Losung:

Im Dreieck ABS gilt folgendes:

h,
tan(a) = "~

h, = e-tan(a)
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Im Dreieck ABF gilt folgendes:

tan(B) = -
*~ tan()

Die Gesamthohe ergibt sich aus:

h,
tan(B)
_hy -tan(B) + h, - tan(a)

tan(p)
_ tan(B) + tan(a)
' tan(B)

h=h; +h, =h; +e-tan(a) = h; + - tan(a)

.tan(B) +tan(a) 1 _tan(32°) + tan(42°)

h="h tan(p) B tan(32°)

=29,29m

h =29,29m
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 15:

Uber einen Fluss mit der Breit b=13m fiihrt eine Zugbriicke. Das Gelenk A der Briicke
liegt h=3,7m Uber dem Wasserspiegel. Die Briicke ldsst sich hdchstens so weit 6ffnen,
dass die beiden Briickenhalften unter dem Winkel a = 31° gegen die horizontale ge-
neigt sind.

a) Wie hoch liegen die Punkte P und Q Gber dem Wasserspiegel, wenn die Briicke so
weit wie moglich gedffnet ist? Wie weit sind sie auseinander?

b) Das Deck eines Schiffes ist 6m breit und ragt 4,5m aus dem Wasser. Das Schiff fahrt
genau in der Mitte des Flusses. Entscheiden Sie per Rechnung, ob das Schiff durchfah-
ren kann, wenn die Zugbriicke soweit wie moglich ge6ffnet ist.

Losung:
a)
Als erstes berechnen wir die Hohe des Punktes P(Q) von der Wasseroberfldche.

In Dreieck AWP gilt folgendes:
sin(a) = =
- 1 . 1 .
PW = AP - sin(a) = 5 b -sin(31°) = 5 13m - sin(31°) = 3,35 m

PW=3,35m

Die Hohe der Punkte ergibt sich aus:
FP=h+PW=37m+335m=7,05m
FP = 7,05 m

Wie weit sind die beiden Punkte auseinander:

. 1
AW = AP - cos(a) = 5 b cos(a) = 5 13m - cos(31°) = 5,57 m

AW =557 m

Fir den Abstand gilt:
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Aufgabensammlung

PQ=b—-2-AW=13m—2-557m = 1,86 m
PQ=186m

b)
Das Schiff, welches unter der Zugbriicke durchfahren soll hat eine Breite von x=6m.

Wenn das Schiff genau in der Mitte fahrt, bleibt rechts und links vom Schiff der
gleiche Abstand frei:

1 1
s=§(b—x)=§(13m—6m)=3,5m
s=35m

Nun mussen wir ausrechnen, wie hoch das Schiff am linken (oder auch am rechten)
Rand sein darf, damit es unter der Briicke durchfahren kann:

~.B_

Also, wie hoch der Punkt S Gber der Wasserflache liegen kann:

AR = 3,5m
o= 31°
tan(a) = i

AR

SR = AR - tan(a) = 3,5m - tan(31°) = 2,10 m
Fur die zulassige Hohe des Schiffes ergibt sich folgendes:

ST=h+SR=3,70m+ 2,10m = 5,80 m

Da das Schiff nur 4,50 m aus dem Wasser ragt, kann das Schiff die Briicke passieren.

Aufgabe 16:

Auf einer horizontalen Ebene stehen zwei senkrechte Sendemasten AB und CD, die
180m voneinander entfernt sind. Auf der Verbindungsstrecke ihrer FuRpunkte A und C
befindet sich eine Verankerung F, von der aus Halteseile zu den Mastspitzen flihren.
Von F aus erscheint der 48m hohe Mast AB unter dem Winkel a = 36,5°, der Sendemast
CD unter f = 29°.

a) Wie weit ist die Verankerung F von den FuRBpunkten A und C der beiden Sendemasten
entfernt.

b) Wie hoch ist der Sendemast CD?
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c) Zwischen den beiden Mastspitzen ist ein Antennendraht gezogen. Wie lang ist dieser
Draht, wenn er wegen seines Durchhangs um 15% langer ist als der Abstand der Mast-
spitzen?

Losung:
D A
_—_'_'-'_'_'_ H"\.-\.- e
_-—"'_'_'_'_- - - - -
B _—7 \ - L Teel
N ___ Lo E T T
_ _--F.-"" \ (=] T M -
= P - / T
- -
-
F g ¥
L }lllllr
h, \ h,
|'r/.; .I'.-/E'\ |I|I
A x F ¥ C
a)

In dem Dreieck mit dem rechten Winkel AFB gilt folgendes:

h,
tan(a) = "

_hy  48m
x= tan(a) tan(36,5°)

= 64,87 m

Damit ergibt sich fiir die Strecke y:
y=e—x=180m — 64,87m = 115,13 m
y = 115,13 m

b)
In dem rechtwinkligen Dreieck FCD gilt folgendes:

tan(p) = -2
y
h, = y-tan(B) = 115,13m - tan(29°) = 63,82m
h, = 63,82m
c)

In dem rechtwinkligen Dreieck BED gilt folgendes:
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z hy;—hy 6382m —48m

tan(y) = Pl T80m = 0,088
y = 5,03°
Daraus folgt:
AC
cos(y) = 5
— AC 180m
BD = = 180,70 m

cos(y) - cos(5,03°)

Das Seil ist um 15% langer:
L=BD"-1,15 = 180,70m- 1,15 = 207,81 m
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Trigonometrische Funktionen

Aufgabe 17:
Rechnen Sie den Winkel 20° in BogenmalR um.

Losung:

Bogenmafd =

Bogenmaf$ = 20°

Grad - 180
T
180

20 1

B - ="
ogenmaf T80 "= g™

Aufgabe 18:

Rechnen Sie das BogenmaR 18—371 in ein Gradmaf um.

Losung:
180
Grad = Bogenmaf? - —
13 180
Grad = — - mt-—— = 294,5°
8 i1
Aufgabe 19:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = —1,5 - sin (x) in ein Koordinatensystem und bestimmen
Sie die Amplitude A.
Losung:
A=-1,5
Vo
15
0.8
—-1..1 - —In -5 -2 —.'.l-'lt-.‘. ar mwl -l m 3 2 Swl ¥ Twl 4.; e
-0.5
-1
-13
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Aufgabe 20:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = sin (X+§) in ein Koordinatensystem und bestimmen

Sie die Phase c.

Losung:

T

C =—

2
‘jl'.aL
2..
|.5

4z -T2 -In —pw2 =2n =392 -n g2 bl hi§ w2 2x 54 Iz Tel 4z X

Aufgabe 21:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = sin (0,5x) in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie
die Periode b.

Losung:
b=0,5
Vo
b
1.5
i
0.5
—4r -Tw} —In -5w/l -In -Inm? -m w2 - m 3w} Iah Ml Im Twl Mm X
g5
-1 1
-1.5
5
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Aufgabe 22:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = 1,5 cos (x) in ein Koordinatensystem und bestimmen
Sie die Amplitude A.

Losung:
A=15
Y 4
2
3
1
0.5
—d4n Tl -In —-5u2 -2n 2R -n w2 -2 wm 342 In 52 3m T2 dn W
0.5
1A
-1.5
-2

Aufgabe 23:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = 0,5 - sin (x) in ein Koordinatensystem und bestimmen
Sie die Amplitude A.

Losung:

A=0,5
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—4x -Ta'l -Im—Sm'? Fin —iml -m\ ml

Seite 25 von 322



Aufgabensammlung

Aufgabe 24:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = —0,5 - cos (X) in ein Koordinatensystem und bestimmen

Sie die Amplitude A.

Losung:

. .
—4n In? -3n -SnA -2n A2 -n w2

Aufgabe 25:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = sin (—2x) in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie

die Periode b.
Losung:
b=-2
1"' #
2
15
i
0.8
45 -T2 -3k -S5Ok -2 - P —ai2 3 A 51 3 Tl 4dm X
-0.5
-1
-1.5
5
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Aufgabe 26:
Zeichen Sie die Funktion f(x) = cos (X—g) in ein Koordinatensystem und bestimmen

Sie die Phase c.

Losung:
T
C=——
2
Vo
1 4
1.5
|
0.5
—k i —
dn -T2 -3t 52 42 -3m} -k -ml w2 Iw?2 fmn Swm2 3% Tw? fm X
—AE
|1
—1.5
. |

Aufgabe 27:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = cos (%x) in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie

die Periode b.
Losung:
b=0,5
.!,llJL
1.5
0.5
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Aufgabe 28:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = tan (%X) in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie

die Periode b.
Losung:
b=1,5
'3!' F
2
1.5
'| 4
(.5
=4n —-Ta/p 3r 52 =t =3n —n 2 ol m MUl 4o Swit 3m w4
—{.5
=1
=15
=2

Aufgabe 29:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = tan (x + m) in ein Koordinatensystem und bestimmen

Sie die Phase c.

Losung:

L

M2 Bx S5a? pn T B x

w2

A -T2 fiw -S/2 fr 302 fr -2
{

L)

Aufgabe 30:
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Zeichen Sie die Funktion f(x) = cos (x — %n) in ein Koordinatensystem und bestimmen
Sie die Phase c.

Losung:

—

fn —Tw? -3¢ —Sw? in
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 31:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = tan (—%x) in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie
die Periode b.

Losung:
b=-0,5
Vo
2
1.5
1 4
5
— ; . : ' 5
= T2 —Ix 52 =25 =3I = w2 -2 wm 3w 2my Sm'? I Tw'? dn %
—.5
=14
=1.3
=7

Aufgabe 32:

Zeichen Sie die Funktion f(x) = tan (x — 211) in ein Koordinatensystem und bestimmen
Sie die Phase c.

Losung:
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—4m -2 =3n -2 -2n -2 - =l 2 = 3m2

i

2

a

47 X

Seite 31 von 322



Aufgabensammlung

Trigonometrische Gleichungen

Aufgabe 33:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

sin(x) = %\/7

im Bereich von =27 < x < 4.

Losung:

sin(x) = %\/E

Laut der Formelsammlung:

sin(45°) = 1\/5

2
Daraus ergibt sich eine erste Losung:
1
X, = Zn
Im zweiten Feld ergibt sich eine weitere Losung:
1 3
Xy, =T — ZT[ = Zn
Im Definitionsbereich von —2m < x < 4m ergeben sich weitere Lésungen:
1 7
X3 =X1—2T[=ZT[—27T=——7T
3 5
x4=x2—2n=1n—2n=—zn
1 9
Xs =x1+2n=Zn+2n=Zn
3 11
x6=x2+2n=zn+2n=zn

=T — 7T TG T — T

]L—{7 713911}
R

Aufgabe 34:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

sin(x) = — 3

im Bereich von 0 < x < 2m.

Losung:
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Aus
) 1
sin(x) = — >
folgt

= 30° = ©
X = —ET[

Da der Sinus nur im 3. und 4. Feld negativ ist, ergeben sich folgende Lésungen:

B +1 7
X =T em=on

1 11
x2=2n—gn=?n

IL—( 11 }
6" 6"

Aufgabe 35:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,3

im Bereich von —m < x < +m.

Losung:
Der Taschenrechner liefert flir das erste Feld:

x; = 1.266

Der Bereich geht von
—nT<x<+m
Daraus ergibt sich die zweite Losung:

x, =0—1,266 = —1,266

L ={+1,266}
Aufgabe 36:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) = —0,5

im Bereich von —27 < x < +2m.

Losung:

Laut der Tabelle aus der Formelsammlung ergibt sich flr die Gleichung eine erste
Losung:
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2
X, = §T[
Da der Kosinus im zweiten und im dritten Feld negativ ist:
1 4
X, =T+ §7r = §7r

Da der Bereich von —2m < x < +2m geht, existieren auch die entsprechenden ne-
gativen Losungen.

Aufgabe 37:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

3-sin(x) = 4
im Bereich von —m < x < +m.
Losung:
3-sin(x) =4
in() = =
sin(x) ==
3
Diese Gleichung hat keine Lésung, weil alle Sinuswerte in dem Intervall [—1; 1] lie-
gen.
L={}
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Aufgabe 38:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:

Der Kosinus ist laut Formelsammlung bei

1
X, = En
und periodisch wieder bei
3
X, = En
im vorgegebenen Bereich Null.
1 3
L=l

Aufgabe 39:
Bestimmen Sie die L6sungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,8

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:

Erste Losung mit dem Taschenrechner berechnet:
x, = 0,644

Diese Losung befindet sich im ersten Feld,

und periodisch wieder bei

X, = 2m — 0,644 = 5,639

L = {0,644; 5,639}
Aufgabe 40:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos(x) = — %\/g

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:
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Erste Losung mit dem Taschenrechner berechnet:
x, = 2,186
Diese Losung befindet sich im zweiten Feld,
und periodisch wieder bei
x'=m—2,186 = 0,956
x, =m+ 0,956 = 4,096

L = {0,956; 4,096}
Aufgabe 41:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

tan(x) = —V3

im Bereich von —m < x < +2m.

Losung:
Aus der Formelsammlung der gibt sich die erste Losung:
2

x1 :§T[

Geht man eine Periode zurlick, so erhdlt man eine weiter Losung:
2 1

X2:§7T—7T:—§T[

Geht man von der x1-L6sung eine Periode vorwarts, so erhdlt man eine weitere LO-
sung:

Aufgabe 42:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
s

COoS (EX) = —\/§

im Bereich von —3 < x < 12.

Losung:
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Substitution:

s
u= gx
damit ergibt sich:
1
cos(u) = E\/E
Aus der Formelsammlung ergibt sich eine erste Losung:
1
U = Eﬂ
Ricksubstitution:
s
u= gx
1 T
gn ==X
x=1

Der Kosinus ist im vierten Feld positiv, also ergibt sich eine weitere Losung:

1 11
Uy = 21 — gn = ?TL’
Ricksubstitution:
T
u= gx
11 T
?n = gx
x, =11

Im positiven Bereich keine weiteren Losungen mehr.

Im negativen Bereich ergibt sich eine weiter Losung:

1 1
uz; =0-— gT="g"
Ricksubstitution:
s
u =gx
1 T
—gn =gx
X3 =-—1

Im negativen Bereich auch keine weiteren Lésungen mehr.
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L={-1;1;11}
Aufgabe 43:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

1
-5}

im Bereich von — < x < +4m.
Losung:

Substitution:

X T
u=7"3
damit ergibt sich:
. 1
sin(u) = —3
Aus der Tabelle ergibt sich:
, 1
u' = gn

Negative Werte nimmt der Sinus im dritten und vierten Feld an. Daraus ergeben
sich die ersten Losungen:

1 7
u, =m+ gn = gn
Ricksubstitution:
X m
=973
7 X T
6" 2 2
x 7 1
276" a"
x 1443
2- 12 ©
x 17
2 12"
17
X1 = FTT
Die zweite Losung:
1 11
U, = 21 — Eﬂ = 3
Ricksubstitution:
X m
“T27 g
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|r—k
—
S|
Il
N R
|

NIR NIR o
(o))

Keine gliltige Losung, da aullerhalb des definierten Bereiches.

Weitere Losung:

Ricksubstitution:

1 17
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Aufgabe 44:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

T
tan (x — E) =2
im Bereich von —m < x < +2m.
Losung:
Substitution:
T
Uu=x——
2
damit ergibt sich:
tan(u) = 2

Mit Hilfe des Taschenrechners ergibt sich eine erste Losung:

u, = 1,107

Ricksubstitution:

s
Uu=x-—=
2

1,107 = z
) =X 2

1
x =1,107 +E7r

x, = 2,678

Eine Periode in den positiven Bereich:

u, = 1,107 + m = 4,249

Ricksubstitution:

T
u=x-—-
2

4,249 = z
) =X 2

1
x = 4,249 +§7T

x, = 5,820

Eine Periode in den negativen Bereich:
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u, = 1,107 — w = —2,035

Ricksubstitution:

T
u=x—=
2

2,035 = T[
) =X 2

1
x =—2,035 +§n

x3 = —0,464

L = {—0,464; 2,678; 5,820}
Aufgabe 45:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

sin(3x) = %\/g

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:

Substitution:

u = 3x
1
sin(u) = Z\/g

Mit dem Taschenrechner erhalten wir eine erste Losung:
u, = 0,593
Ricksubstitution:
u=3x
0,593 = 3x
x; = 0,198

Im zweiten Feld haben wir eine weitere Losung:
u, =m—0,593 = 2,549

Ricksubstitution:

u=3x
2,549 = 3x
x, = 0,850
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Da es sich im Original um eine gestauchte Funktion handelt, miissen wir hier unbe-
dingt weitere Werte Gberprifen:

Us = uy + 21 = 0,593 + 21 = 6,876

Ricksubstitution:

u=3x
6,876 = 3x
X3 = 2,292

Uy = U, + 2w = 2,549 + 2 = 8,832

Ricksubstitution:

u = 3x
8,832 = 3x
X4 = 2,944

Us = uq +4m = 0,593 + 47 = 13,159
Ricksubstitution:
u=3x
13,159 = 3x
x4 = 4,386

Ug = Uy + 41 = 2,549 + 4 = 15,115
Ricksubstitution:
u = 3x
15,115 = 3x
x5 = 5,038

us = uy + 6m = 0,593 + 6m = 19,443
Ricksubstitution:
u=3x
19,443 = 3x
X = 6,481

Liegt nicht mehr im vorgegebenen Bereich, also auch keine Lé6sung mehr.

L ={0,198; 0,850; 2,292; 2,944; 4,386; 5,038}
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Aufgabe 46:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

(2 1
sin (§x) =3
im Bereich von 0 < x < +3m.
Losung:
Substitution:
2
u= §x
sin(u) = —3
Aus der Formelsammlung erhdlt man den positiven Wert:
, 1
u' = gn

Der Sinus ist im dritten und vierten Feld negativ, also ergeben sich folgende Losun-

gen:
+1

Uy =M+-T==T

1 6 6

Ricksubstitution:

Ricksubstitution:

33
X2 - ET[
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11
X2 = TT[

Im Bereich von 21 bis 3m gibt es keine weiteren Lésungen, da der Sinus dort positiv
ist.

]L—{7 _11 }
= 41'[, 41‘[
Aufgabe 47:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

1
cos(x—1) = 1
im Bereich von — < x < +2m.
Losung:
Substitution:
u=x-—1
1
cos(u) = I

Mit Hilfe des Taschenrechners erhdlt man:

u; = 1,318
Ricksubstitution:
u=x-—1
1,318 =x—-1

X = 1,318 +1 = 2,318
X1 = 2,318

Die ndachste Losung in positiver Richtung ergibt sich aus

u, = 2m — 1,318 = 4,965
Ricksubstitution:

u=x-—1
4,965 =x—1

X, = 4,965 + 1 = 5,965
x, = 5,965

Im negativen Bereich ergibt sich eine weitere Losung:
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uz; =0-1,318 = -1,318
Ricksubstitution:
u=x-—1
-1,318=x—-1
x3 =-—1318+1=-0,318
x3 = —0,318

L ={-0,318;2,318; 5,965}
Aufgabe 48:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
5 1
cos(x+=m)=—-=+3
(2 +57) =

im Bereich von —m < x < +2m.

Losung:
Substitution:

u-=Xx 61'[

cos(u) = — %\/5

Aus der Formelsammlung kénnen wir den positiven Wert ablesen:

, 1
u—6T[

Der Kosinus ist im zweiten und dritten Bereich negativ, daraus ergeben sich fol-

gende LOosungen:

Ricksubstitution:

U, =TT+ - =—-T
? 6
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Ricksubstitution:

Weiter in positiver Richtung:

=u, +2m= + 2 _ U
Uz =Up +2m=-m+2n=—n

Ricksubstitution:

In positiver Richtung gibt es keine weiteren Losungen.

In negativer Richtung finden wir eine weitere Losung:

1 5
u4=—1'[+€1't=—81'[

1

U4 = _gT[

Ricksubstitution:

5

Uy =X+€T[

5 5

—g‘l'[ =X+gT[

10

X4_ = _?T[

Liegt nicht mehr im gliltigen Bereich, also keine Losung.

1
L= {—11; 0;§1T; 211}
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 49:
Losen Sie folgende Gleichung und bestimmen Sie alle Lésungen.

4-sin?(x)+3-cos(x) =3 fir—-n<x<+m

Losung:

4.sin”x+3-cosx =3 fir -n<x<m=
Wir ersetzen sin’x = 1-cos” x
4(1-cos’ x)+3-cosx =3
4-4cos’x+3-cosx=3
1-4cos’x+3-cosx =0
4.cos’x—3-cosx+1=0

Dies ist eine quadratische Gleichung fur cos x. Manche ldsen dies, indem sie eine
Substitution durchfilhren und u = cos x setzen. Dies ist unndtig. Ich wende einfach
die allgemeine Losungsformel fur die quadratische Gleichung an und beachte, dafi
ich cosx statt x schreiben mufi.

Die allgemeine quadratische Gleichung ax” +bx+c =0
hat diese Losung:
_—b=b’-4ac

2a

xl|2

Also folgt hier:

3: 9+441_315_{ ,1 ...............
B - - +

COSX,, = 3

Aus cosx; =1 folgtin —w=x<n
X1 = 0.

Aus cos ¥’ =+ 0,25 folgt x* = 1,32, Die Kosinusfunktion hat negative Werte im 2.
und 3. Feld. Also folgt: x,=n—-x"'=182 und x,=mn+x"=446 Doch diese Zahl

liegt nicht mehr im Definitionsbereich. Daher gehen wir um eine Periode nach links
und subtrahieren 2n: X, =n+x-2n=x'-n=-182

Auf diesen Wert kommt man schneller, wenn man weil3, dal die Kosinuskurve
symmetrisch zur y-Achse ist, also ist %= - x; 1l

Losungsmenge:  L={0; +182}
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Aufgabe 50:

Losen Sie folgende Gleichung und bestimmen Sie alle Lésungen.

3+ sin(x) + V3 - cos(x) =

Losung:
3sinx++/3cosx =0 0<x<2n
1.Fall: cosx=0 dh. x=Jm 3n : Dann kann man durch cos x dividieren:
3tanx++/3 =0
3tanx=—/3
tanx =-3+/3

3

Die Gleichung tanx :%Jg hat im 1. Feld die Lésung x'=
Die Tangensfunktion hat negative Werte

im 2. Feld: x,=n—{n=32mn

im 4. Feld: x,=2n-{n=4n

1
ETT

2. Fall x=1r Dann stimmt die Probe nicht: 3sinin++3cosin=3=0

-
1 0

x =37 Dann stimmt die Probe nicht: 3sin3n++/3cosin=-3=0
— —

1
2

Lésungsmenge: L ={Zn;1n|

Der Schrittpunkt der beiden Geraden ergibt sich durch Gleichsetzen:

(3 3,/ 4 (-1
| 4 |+s- 1.2‘=; 2 |+r-| t
12) D) 114 10,2

Aus 3.7alle: 2=14+02r=r=3
Aus 1.7elle: 3+3s=4-1= 3+35=4—3:5=—%

Aus 2 Zeile: 4+12-{—§}=2+3t:—t=ﬂ,4
Die beiden Strahlen treffen sich fiirt =0 4.

Einsetzen von s= —% in die Gerade von Jans Pointer ergibt den Schnittpunkt

S(1/3,212)
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Integralrechnung

Aufgabe 51:

(2) f{x2—2x—5}dx

(B)  [($x°-2x+1)dx

4) [{gf —2x7 +2)dx

() [(2x*—x*+2x* —$x+5)dx
{

6)  [(—3x"+4x>—5x* +3x-7)dx
Bestimme C so, dass das Schaubild der Stammfunktion F zu f durch den Punkt P geht:
(7) f(x)=x"-1 P(31-1)

8  f(x)=x>-2x P(110)
9  f(x)=-1x*+2x-4 P(018)

Losung:
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[(:3x+1]dx=3-%x2—x+0=%x2+x+C

2) (¥ -2x-5)dx=3x>-x"-5x+C
(3) j'(}xz——‘zx—%]dx=}-%x3—%-%x3+%X+C=i2x3 1x?+1x+C
4) I(%x3—2x2+2:]dx=%x4—§x3+2x+C
(5) j'(2xd—x3+2x‘—%x+5)dx=§x5—%x4—%x3—;‘xQ—EX—C
(6) j'(—%x“+4x Bx? +3x -7 )dx = —5x" +x* —5x* +3x* - Tx+C
Bestimme C so, dass das Schaubild der Stammfunktion F zu f durch den Punkt P geht
M f(x)=x"-1 P(31-1)  F(x)=[(x*-T)dx=1x*-x+C
Bed : Ft:3:]|=—1 < 9-3+C=1< C=-7
Erg. F(x)=1x"-x-7
(8) f(x)=x*-2x P(110) F[x}=f{x3—2x:]dx=dix“—x2+c
Bed.: Ff1)—0 & +-1+C=0 & C=3
Erg. F(x)=4x"-x"+2
©  f(x)=-ix*+2x-4 P(018)
F(x):j(_gx“ +2x—4)dx = —£x° +x* —4x+C
Bed: F(0)=8 < C=8
Erg.  F(x)=-ox"+x"—4x+8
Aufgabe 52:
Berechnen Sie folgende Integrale:
3 4 1
1 — dx 2 —dx 3 —adx
QR @ [ @ |5
2 B 2
@ [ G [X2ax © [X
X X X
2
(x—-2) x*-8 x*-8
7 ~dx 8 d 9 dx
() 4)( ® | 2x° ® | 4x
3x -2 x'—8x?+6 x> -3
10 4d 11 dx 12 dx
(9 J 4x an | 12x7 12| x*
4, .2 2 2 3 2
x*+x2-2 (x*+1) X2 +2x? —5x+2
(13) dex (14) | S (15) | 2

adx
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Lésung:
3 -2 X~ 3
(1} Jx—zdxz3jx d}(=3_—1—C:—;+C

(2) I;dx:4-lnx+c

1 10 2. 1x2 1
3 — dx=—[x%dx=-2_+C=——"_1C
2}{2—1 sl 1"- 1
@ = dx=[| 27 [ox=2x++C

X—2 (1 27 3 2
x2=9 .+ 9y, 1.,
6 dx=[ x-2|dx==x*-9.Inx+C
( } '[ X J',\ x}l 2

] _2.2 ) 2 , \
(7) ['xde dxﬂ%c:lx:“%x—ﬂgﬁ]dx:%xg—x+lnx+c

x*-8 -1 4" 1
(8) JZXZ dx= [ ox——7 jdx=x+—=C

3
(9) IX _de:||1x2—£|dx:ix3—2 Inx+C

4x ‘1 4 X 2

X*+3x-2, (1. 3 11\, 1, 3_ 1
(10) dex—”kEx+E—E-;;]dx_§x +Ex—EInx+C

x* —8x?+6 1 -5 2 1 1) 1 4 2 1

=|| =X+ —= |[dX=—X"-=x-——+C

(11) I 12x° J\12 3 2 xz,.-‘ 36 3 2x
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x* -3 X 3
= || —==-3x7 |dx=Inx-3=—+C=Inx+—+
(12) [22dx | 3 Inx-3-2—+C=I ~+C
X -2 2X
-2
(13) jx _}{S_Zd:{—”—wr11 12 lax=2x2+ Inx—1.X" (¢
4x 4 x 2 ) 8 4 2 2
:1x +llnx—%+c
8 4 X
2
(x*+1) X' +2x° +1 L1011 )
14 — L dx= [ T dx = || =x+—+=x" |dx
(14) j 2x° j 2x’ J'.\Z x 2 )

-2

1 1x 1 1
—Zx +In x+§—2+C Zx +|nx—K—C

X} +2x* —5x+2 2 51 21"
09 e o=l e e
e 2y Six-2 ¢
6 3 3 3X
Aufgabe 53:
Berechnen Sie folgende Integrale:
4 2 24
(16) dx (17) dx (18) dx
J[4><+5)2 Jm—xf’ J(:~<+12)2
3 -3 12
(19) — dx (20) dx (21) dx
3-x J(2><—4)“ J(x—z]'j

Losung:
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(16) F%dx Substitution:  u=4x+35, du=4dx, dx=1du
“(4x+9)
4 1 - 1 1
= n'_d = d :———C:— C
~Fu‘ 7 -{U 4T ax+5
(17) F{]E‘adx Substitution: u=1-x, du=-dx, dx=-du
“1-x)
-2 p
- [Zau=—2[wdu=-2."sc=L.ico_1 ¢
U . -2 u (1-x)
, 24 .
(18) F—ﬂ_dx Substitution:  u=x+12, du=dx also dx=du
T(x+12)
:szdU:—E—C:— 24 —C
Jur u x+12
(19) Faidx Substitution: u=3-x du=-dx also dx=-du
T 3-x
=—f%du=—3-Inu+C=—3-In[:3—x:]+C
(20) F_—S_ddx Substitution: u=2x-4, du=2dx also dx=2Xdu
T(2x—4) i
-3 1 37 3u~ 1 1
~Fu“ 7 2~FU R SN 2(2x —4)
(21) F 12 =dx Substitution: u=x-2, du=dx also dx=du
T(x-2)
-4
=[@du:ﬂ[m‘-du=12L—C=—%—C=— 3¢
‘u ; -4 u (x—2)
Aufgabe 54:
Berechnen Sie folgende Integrale:
2 2
(22) jizdx (23) [—X—dx (24) JLXde
(x+1) (4-x) (2x+4)
. L2
X 2-X (x+2)
25 ——dx 26 dx 27 —dx
(25) X—1 (26) J4:~<+1 @7 J2—
Losung:
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(22) Fi”dx Substitution: u=x+1, also du=dx und x=u-1
n.lllx_ =
=2{“Z1du=2['1—'—'ﬁ_";c|u=2.[|nu—i;—{:=2.|m’x—1‘]+i+c

Lo luoout u ) Tox+1
(23) F 4}( = dx Substitution: u=4-x, du=-dx, dx=-du, x=4-u
“(4-X)
(4-uY’ - . NP )
(B gy (OB (1L -8 L1 )du-
Lot . u A u
=—'—E—B-Inu+u'—C=£+E&-In{4—x‘]—4—x—c
L u 1 4-x ’
(24) FXEH(—'Idx Substitution: u=2x+4 du=2dx,
Y2+ 4Y dx=21du, x=1(u-4)
) F:Hu—ﬂlj%ﬂ%(u—ﬁl}—’ll%dU:lF—}uz—2L|—4+%u—2—1duz
U - 2- u
AE 2y i § h
zlfqu—gu'dU:lF.l—E._l—F 1ﬂ du:l. 1U_E|nu_1+{:i|
2- u 24 2 u u?) 2 14 2 u
=1[2x—4}—ilm2x—4‘]—l II +C=I—I|;x—2':—éln['2x—4}— 1 +C
8 4 T2 2x+4 4 4 4x+8
X
(25) jﬁdx Substitution: u=x-1, du = dx,
_ dx=du, x=u+1
:Fﬂdu:F"'I——|'|du:u+Inu+C:x—’l+|n{x—’l}+C
o u) '
I_x Substitution u=4x+ 1, du=4 dx,
(26) .F_grx_»]'jx dx=21du, x=2u-1)
| ;2-L(u-1) | -—1u+% 1. 1 9 1
= — - Ij = — 4 4d =— —_ II::I
i gl =gl
=l[—lu+glnu}—C:—l{f—Ix+'I]—Eln['4x—1}+(3
4 4 16 I L
tK—Ef Substitution: u=2-x du=-dx
27) | —dx dx=-du, x=2-u
2-X
(72— _2.2 (4— .2 r 3 - \
__(22ur2) g U g, p26-8urd 16 gy )au
J u J u J u I u _Jf

=—[16-Inu—8u+1u?|+C=-4(2-x)" +8(2-x)-16-In(2-x)+C
=—3(4-4x+x*)+16-8x-16.In(2-x)+C=-1x*-6x+14-16-In(2-x)+C

Aufgabe 55:

Berechnen Sie folgende Integrale:
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16X 2X X+ 1
[—=dx (29) [———dx (30) [———dx
X" +12 (x2_4') X" +2X
Losung:
16x Substitution:  u=x>+ 12, du = 2x dx,
28) [ g™ 16x dx = 8 du
=[%du::a.mu—f::awn{x?—12}+c
2X Substitution:  u=x-4, du=2xdx,
(29) ‘i'xz—-ﬂr'f ax 2% dx = du
=[d&‘:{lﬂ_du:—1—{:=— 1 _.c
Ly o U w—4
(30) F X+ dx Substitution:  u=x>+ 2x, du=(2x + 2) dx,
T+ 2x (x+1)dx =1du
:%{@:%IﬁLl—C:%In{f+2x}+C
2 71 )
Aufgabe 56:
Berechnen Sie folgende Integrale:
6 4
(13) | > (14) | 1®
1 2X+4 2(1—)()}
-3 N 3 2
(15 [= 3 dx (16) [ dx
22X +1 o X+ 1
° 2-x to2x
17) =2 dx (18) dx
L(2x—5}2 £x2—16
3 2 3
X IX
(19) dx 20) |- dx
£x3+1 Ju;[x2+1}2
£ o3 2 2-x
21 dx 22 dx
1) £x2+4 (22) £4x—x2
Losung:
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T 5
(13) | dx Substitution: u=2x+4, du=2dx, dx=1du
32X +4
5181 5 5 16 5 4
=— | —du=—{Inu N16-In12)==INn—==In—
E;Eu [ b =3t )=5"2=3"3
(14) ‘i 16 4y Substitution: u=1-x, du=-dx, dx=-du
2 (1-x)
i (P N N O 2 32
=16 —du=-16|——| =16—| =16/ -——+1|=16-=="2
:{.U“ a ul, tul, | 3+ ) 3 3
T Substitution: u=2x+1, du=2dx, dx=1du
' X
(19) L 2%+ X=+(u-1)
—5% —1+3 54 15 =5 -5 y
={JU : 1du:ifzu ‘du:lF—U 5du:—IF"l—E'du
- u 2 25 U 44 u 4\ ]

Achtung hier mulk In Ixl verwendet werden |

1 = 1 1
4[Ll 5-Injul]” =E[—5+5In5]—5[—?+5In?]=z[2—5InT—5InS]
=1+E|HE::{]_,D8
2 4 7
(16) j"xxqux Substitution: u=x+1, du=dx, dx=du
(u-1 —Ju+ 2 T
Ft i du=| iu ! u = {|u 2——|du— T -2u+inu |
1 1 L i
=[8-8+In4]-[{-2+In1]=In4-1+2=3+In4
Lo9_x Substitution: u=2x-5, du=2dx, dx=+4du
(17)  [——=dx i(yss
L (2x-5) x=7(u+3)
Sa_1 L -2 B 1 199, T
By (CLE TP o o PO e PO LAY
= u- - 25 U 40 4-\u" U
=—|——+Iny 1 7= Dns :—Illl——l—ln?—ln5|
u 1, 417 415 I 417 5
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=_|| nl 2= _Nad 21 |n-|:4_i
41 5 35 ) 4 4 35 4 70
, Iy T _ 2 _ _
(18) F - 'lﬁdx Substitution: u=x"-16, du=2xdx, 2x-dx=du
x —_
7 du 7 7
= | —=|Inju =In7-IN16=In—
_L[EU I: ||]—1E "]6
3 ){2
3 ubstitution: u=x"+"1, du=3x"dx, xdx=1du
(19) [ dx Substituti 341, du=3x2dx, xidx=1d
=%_f'_'ldu ~ 3[Inu]® =4(In28-In1)= £In 28
1
(20) r_ 5x dx Substitution: u=x"+1, du=2xdx, 5x-dx==2du
(1)
7 1" 50 1., 59 9
YRRV TR N
¢ L ul, 2010 ) 210 4
¢ 3x° -
(21) FK2_4GK Substitution: u=x"+4, du=2xdx, 3x-dx==2du
5 8 A
3xdx:{ u- —||’l—i'du=g[u—4-lnu]‘=
e 25\ u) 2 4
2[5-4In5]-2[4-4In4]=2(5-4+4n4—-4In5)=2|1+4In2 |=2+6.1n2
354|5344|43544|44|5314|436|4
2 2 2" 7ol 5)7 2 5
T 2-x Substitution: u = 4x - x°, du = (4 — 2x) dx,
(22) if,_lx_xzdx (2 - x)dx = Ldu
fidu 1 i n 2
= —=3[nu],=3(In3-In4)=31n }
4

Aufgabe 57:

Berechnen Sie folgende Integrale:
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(1)

(3)

3 t4—x

——dx (2) — " dx

L %

J-2x ‘de (4) J(&—Z) dx

L X 1 ;

[~4-2x dx ® | dx

-6 0 4){—1

Q. _ 1

“2_\“ —x]dx (8) J(w/x+1+J1—x]dx

-3 ’ A J

jx\/gdx (10) | X=2,

o Vi V2
Efidx_;fxidx_ai__{x__ﬁ.‘i‘ﬁ __ﬁi-_l_q_ o 4y
Ty _I_%I_ i N R ) Y

- .

1 37*

1[ } dx_fwrg ﬁfrdx_‘f{zlx X jdx_lél% %] = [ax—2xdx] =
1

[16-2-8]-[8-2]=16-8+ Tﬂ=5_%=%
Pox-x Y 1"- o
1[ - dx:t!|lx2—4,_l .dez[zx_zﬁﬂ_. -
=[18-6]-[2-2]=12
4 4 [ 2 T
_F[iﬁ—z']hdx=Hx—4ﬂ—4]dx=-%x2—4§—4x- =[; 3x~1’§+4x]
1 ) 1 ! |_ 5 _|
:fB—%+'IB]—[%—%—4:|=2[]_%_4+%_%22[]_%_121:::-;!1:_3:%

25

Seite 58 von 322
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a
(5) ||'~|"4—2x dx Substitution: u=4-2x, du=-2dx, dx=-1du

-
Ab jetzt rechnen wir verkiirzt: [y‘r_d}(— [x adx = ; -:F%Xﬁ_u
2_| B -
-
1 A ¥z
und _{ﬁdx:fxzd = %i—.zﬁl—
(B) F 8 dx Substitution: u=4x+1, du=4dx, dx=2Xdu
S A+ !
2 g
=1[——du=2[u du 2 2(. =4(3-1)=8
o2

o :
(7)  [(2-+1-x]dx Substitution: u=1-x, du=-dx, dx=-du

=[2x], +H_du_6+|2uJ_] —f+2i-12=4

8)  [(KTTTR)dx= (X Tk (VTR

Substitutionen: v=x+1 also dv=dx
und u=1-x du=-dx, dx=-du

(9) TX E(j){—l?x%d)(—i _% _l g |'IX - 1612 2«}"_
oo Vi ts Jt|f T 5 J 5
10 [y _o N w—2
(10) [ J===dx Substitution: u=—-= du=1dx = dx=2du
R 2 2
4
[ du=2u_§u«f_} -z
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Aufgabe 58:
Berechnen Sie folgende Integrale:
(11) f’xﬁdx (12)
b
' 2x+1
(13) Nﬁdx (14)
(15) f'zxﬁdx (16)
0
(17) X — 4 dx (18)

3
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Losung:

(11)

k]
Fxn.."x+ Tdx
-1

Bei diesem Integraltyp gibt es 2 verschiedene Losungswege. Ich substituiere
die ganze Wurzel: u=+x+1 = W =x+1= x=u"-1 = dx=2udu

1 2 2 ~ .
[ xdx+1dx = F(u —1)-u-2udu=2[(u*-u?)du=2[ $u° —$u* |
i
6

-1

=2($-5)=16(2-1)=16-(%") = =12
ix Ut =1

dx = 2udu=2[(u* =1)du=2[11°-u
| X+ 1 ! l{ ! 2 ]
=2[3-2]-2[4-1]=2(3-5-1+1)=2()=%

4
FQK—']M S: U=+5-x = ¥=5-x = x=5-u? = dx=-2udu
1
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(14) TEX- A _xdx | S: u=sv4-x = U¥=4-x = x=4-u" = dx=-2udu

E]2

F[il u?)-u-(—2udu)=-2 f(f—lw—u Jdu=2[4u° - 1u° =
‘ )=64

12

(=8}

2
'_5

E

—2[2-2]-2.0=64(1-1

(15)  [2x/x* +5dx Substitution: u=x"+5 u=2xdx also 2xdx=du

= PE.FE‘“'U'd” = [‘”*fﬂ =2(r?+5)rP+5-2.5/5

(16) {2 dx Substitution: u=x"+5 u=2xdx, also 2xdx=du

-‘:Fu"xz—S

:[%:MG: ~6-2y5

(17) TX‘\I'X: —4dx Substitution: u=x"-4 u=2xdx also xdx =1du
3

:%‘[J_du I: Il-=%@—%£

m|_.

(18) :_.NE._IJ 2-1=1

Bt

X —4 1

,,r

Aufgabe 59:

Berechnen Sie folgende Integrale:

1m)dx

(1) cosdx (3) 3sin(x—1

ot A
O(___‘I\J:IIUJ

sin(2x)dx (2)

[ S Y] Y
A =

] W
B

4) Jz‘2cos[2—x)dx (5) sin(2x + %) dx (6) 2T(1+cos[§+1)]dx
0

2. I
2

O

(7)

o — o

e
(x+sin(1-x))dx (8) 4“2 2-sin(% x)]dx
K

Losung:
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(1) jsin[?x}dx Substitution: u=2x = du=2.dx = dx=21du

k1

= 1[sinudu=-1[cos ul; =—4(cos t-cos 0) = —L(=1-1)=+1

1}, | |
\ AN
+ + + + -
\ VRV
2 .
(2) {cosgdx Substitution: u=% = du:%-dx = dx =3du
i

= 3| cos x dx = 3[Sir'| }s:];".2 =3(sin-sin0)=3-(1-0)=3

4

(3) [ESiﬂ(X—%ﬂ:}dX Substitution: u=x-3m = du=dx = dx=du

=3[sinudu=-3[cosu] =-3(cosn—cos0)=-3(-1-1)=6

0

lI.-:.,-
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(4) FQCDS{Q—J{]G){ Substitution: u=2-x = du=—-dx = dx=-du

°
=-2 | cosudu =—2[sinu]:J2 =-2(sin0-sin{n)=-2(0-1)=2

WL

[

B
(5) [sin(2x+%)dx  Substitution: u=2x+1n = du=2dx = dx=2du

[=]

1 [ sinudu=-4[cosu], =

nid

D\

2n-2
(6) | (1+cos(2+1))dx Substitution: u=2+1= du=1dx = dx=2du
0

=2[(1+cosu)du = 2[u+sinu]] =2-|I m+sint—1-sin1|~26
i L =0 0541 )

“.y
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i

(7) F[:x +sin{1-x)) dx Substitution: u=1-x = du=-dx = dx=-du

-1
=—[(1-u+sinu)jdu=[u-4u*-cos LI:|11 =[1-{-cos1]-[-1-—cos(-1)]
1
=1-cosl+3+cos(-1)=2
denn da die Kosinuskurve symmetrisch zur y-Achse ist, folgt cos (-1) = cos 1.

le

(8) {[:2—2-sin(;1l—x’1]dx Substitution: U=2-x = du=-dx = dx=-du

-3x/2

[ (2-2-sinu)du=[2u+2cosu],;, =[n+2-cosz]-[-3n+2-cos(-im)]

=d4n

Aufgabe 60:

Berechnen Sie folgende Integrale:
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Losung:

(9)

(a) Substitution: u=sinX = du=u"dx=cosx-dx

sinX-cos X dx

(= ST

sinx-cos? x dx

ey D———ala

($+mn %)-cos2 dx

2 cosx
1+anx

[ enx
£1 smx

cos’ X

Tsinx-cosx dx Berechne auf zweierlei Arten:

0

2 | . . I,
| sinx - cosx d:c:[u-du:[%u2 L =3 N

nach Umwandlung durch eine trigonometrische Formel.

Esgilt sin2x=2-sinx-cosx alsoist sinx.cosx=+-sin(2x)

nl2 [2

{ SiNX-COSX dx:éj sin(2x)dx
o 0
Substitution: u=2x = du=2dx = dx==du

:Hsmudu:‘[ cosu]. =1(-cosm+cos0)=1(1+1)=1
]
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S

(10) |sinx-cos®x dx
0
Substitution: u=cosx = du=-sinx-dx
Also ist sinx-dx =—-du
o ! H
— |2 Tl Y i
- ‘[U dU—I:ELI ]U_i |
1 i !
X
g <
(11)  [(1+sin%)-coss dx
Substitution: u=1+sin¥ = du=Z1cost = cosi=2-du
2 -
=2ju-du=[u ].:.=4
0
i :__...i:f
f"""’.'i 10
(12) {mdx Substitution: u="1+sinx = du=cosx-dx
J1+sinx
=[Edu:zlnu+C:2-In[’1+sinx]+C
.u N
Jlly
4
2
-2 0 51
-2
.|
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(13) 1 5|nxdx J- dx _l- sinx
cns X :,ms X ! cos” x
. =
1. Teilintegral: [ dx =[tanx]; =tann—tan0 =0
- COS” X
., _ 7 osinx RN -
2. Tellintegral: [ —dx  Substifution: u=cosx = du=-sinx-dx
5 COS™ X
“du [17°
=—L?={J = —1-1=-2
p U u
Zusammengesetzt:
[1—5|2nde:J- x| sm;:: dx=0-(-2)=2
5 COS™ X 5 COS™ X 7 COS™ X

Aufgabe 61:

Berechnen Sie folgendes Integral:

a4

tanx
[ X
> (cosx)

Losung:
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Wenn man weil}, dall zu f(x)=tanx die Ableitung f'(x)= gehort, erkennt
' T co

5% X
man schnell die Substitution: u=tanx = du=u"dx=——-—-dx
COS™ X
w4 212 - .
[ tamc: dx= [ u-du=[10’ [f“ =1.(1y 1
7 (COSX) 3 -
by
>4
11
X |
+ + >
-1 1 2 5 i
S

Aufgabe 62:

Berechne die Flachen zwischen der Kurve und der x-Achse.
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2.5 Losungen | g
Losung Nr. 1: | (1 ) N |

Berechne die Flachen zwischen der Kurve und der x-Achse. | f1d !

(1) f(x)=2x*-3x*+9. I (R
Nullstellenbedingung: f(x,)=0 dh Ix*-3x*+9=0 | | .

| |
Hier liegt eine bigquadratische Gleichung vor. | |
Die allgemeine Gleichung ax® +bx*+c =0 ) -

2 _ IlI ! Vo
L L G VI

2 1] )

hat die Losung x* =

2a
+.fo-4 1
x? = 3249-439 —2.3+0=6 d.h. es gibt zwei doppelte Nullstellen x, =+/6 .
) 8
Flichenberechnung: A= [ (1x*-3x?+9)dx= Dieser Ansatz ist umstandiich.
F :

Da die Funktion nur gerade Hochzahlen aufweist, ist das Schaubild K symmetrisch
zur y-Achse, die folglich auch die zu berechnende Fldche halbiert. Also berechnen

wir nur die Flache von 0 bis /6 und verdoppelt das Ergebnis:

8
A=2[(1x* 3% +9)dx =2[ £x* =X +Q><| " =2[ 43676 - 646 + 98 |- 2[0]

o}
A=246[2-6+9]=2+6-2=%.6 (FE)
Nebenrechnung: /B =~B B A6 =6-6-6 =366 usw.

Die kunstliche” MaReinheit FE = Flacheneinheiten bleiben in Zukunft hier weg.

Lésung Nr. 2: f(x)=x" —4x* +4x° b (x)
Nullstellenbedingung:  f(x,)=0 21 (2)
dh. x'-4x*+4x* =0 & x* (X" -4x+4) (1) -
1. (sogar doppelte= Lasung: %7 =0, weltere Losungen: /\ i
ST 0 2
(x*-4x+4)=0 o x,, _4=v16-16 126_ 16 _,

d.h. auch die 2. Nullstelle ist doppelt x = 2.
Bemerkung. Den Term x° + 4x + 4 kann man auch so schreiben kann: (x+2)7
Dann folgt aus (1) x° -[:x —2:]E =0 wund man hat sofort die beiden Losungen.

Fldchenberechnung:

2 — -
A=[(x*—4x* +4x° :]dx:[%xﬁ—xuéx:‘_ls =122 +4.22=2*(2-1+3)
]

A=16.2180 - 15. L =10

Hinweis: In vielen Aufgaben lohnt es sich, die Potenzen zuerst aufzuschreiben und
dann anschliellend zur Vereinfachung auszuklammern.
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Losung Nr. 3- fx)=—x*+x*+5x+3

f(x,)=0 dh.

Probierldsung: etwa x; =3

Nullstellenbedingung:
X+ % +5x+3=0.

denn f(3)=-27+9+15+3 =0 (oder statt3 auéh -1)

Dann muld man mittels Hormer-Schema oder
Polynomdivision den Faktor (x — 3 ) Ausklammern:

Vg |
[} |
Polvnomdivision: '
(—*+ X*+5x+3): (x=3)=—x"-2x-1 Horner-Schema:
3 2
—(=x"=3x7) Kooeffizientenschema von f:
- 2%% +5x
. -1 1 5 3
—(—2x° +6x) 0 3 B 3
-X+3 ¥x=73
—(x+3) 4 2 1 o
0 ]
. _ _ v v Y
Beide Methoden filhren zum Zwischenergebnis  (x—3 )( - x> — 2% — 1 1=0
Die erste Klammer enthalt die sch::}n bekannte Losung x4 = 3. Die weiteren
Ldsungen folgen aus x*-2x—-1=0 dh
X! +2x+1=0 < (x+1) =0 & x,=-1
Flachenberechnung:
3 —_— —_
A=[(=x*+x2+5x+3)dx =] -1x* + 1x* +£x* +3x )
1 - -
A :[—34—'+9+%—9:|—[—}—%—%—3:|:—%—E'I—‘*E—M%_—ED 21+20+1=21+1=8
Lésung Nr. 4 f(x)=3x-2tx* + 417 = |

Nullstellenbedingung: f(x,)=

1 -2t +4t°x =0 < x(3

0 dh
x? -2tx+4t*)=0

+ fasr 4 1442
=0 oder xm:Et_ 4 —4-4t =2-2t=4t

i

2

Flachenberechnung:

(¢ =

A= | =267 + 4t dx =[x - 31X + Etzxz:ld-'
o
A =16t —1224% £ 32t = 48t* - 128¢* = st Jn s

Aufgabe 63:

Berechne Sie folgende Flachen:

/ \“”//;

L.256t* — 2t.641° + 2t

16t
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5) f(x)= % Flache A(r) zwischen K, der x-Achse und den Geraden x =
und x =r. Berechne auch ImA(r).
(6) f(x)= X=< Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =6
2
(7) f(x)= w Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =5
X
sowie zwischen K, der x-Achse und x=-6
8) f(x)= 12ﬂ Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = 6
X £
Losung:
Losung Nr. 5: L]
o 2 Ii a iI
fix)==

2

Flache A(r) zwischen K, der x-Achse

1

und den Geraden x=1 und x=r. |

Flachenberechnung:

F\={2x‘3dx:'2.£' _| 2] _3-_[_2]=2_2
« ! _2_'_ r_l

-

1 | X, | r
imA(ry=2, denn [im%:ﬂ_ ¥00
A 1106),
Losung Nr. 6: f[x}:x— .
Nullstelle: (Zahler = 0 und Nenner =0): x = 2. =T et
Flichenberechnung: i

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = 6:

A

I

i

2

=2
X

6 ¢ hY
dx:‘”.'l—%}:[x—z-ln x|’ =[6-2-1n6]-[2-2.In2]

A=4—2-Inﬁ—2-ln2=4—2-[InEr—ln2}=4—2-In%=4—2-|n$=4—|n‘9
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)
Lésung Nr. 7: f[x}:w (7) AT
! Ve T | \
Nullstellenbedingung: x* +2x-3=0 i i "\f L I.“ i !
L _2%NA12 24 (1 N
b 2 -2 -3
Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =5
-5
A:[ﬁd _[ 1:2_3 3 'dx_ x=2.Inx+2| =
3 X A ox X x !,
A=[5-2-In 5—%]—[1—2-”1'I—3]=%—2-In5 denn In1=0.

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = -G:

2 3 12
M F|1+g—i|dx x—2-|n|x|+i' =
X X

-3-2-In3-1]- [6—2-|nﬁ—ﬂ=—4—2-|na—ﬁ—2-lnG+é
I+2- [Inﬁ—lnS]_%—E-ln%:;‘—E N2=%-In2"=%-In4

Achtung: Man sollte nie vergessen:
Nur bei positiven Grenzen a und b
kann man den Betrag weglassen!

Em{:[ nfx|

f(x)=+4-x Flache zwischen der Kurve und den Koordinatenachsen.
Losung Nr.8: f(x)= x16+x4 (8) 'n:_.
Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =6

R | A N |
A =T8'Ud“ =8 [Inu; =a.[|n4|::—|n4j:=B.|ni—ﬂ=8.m 10

Aufgabe 64:

Berechnen Sie folgende Flachen:

(9) f(x)=+v4-x Flache zwischen der Kurve und den Koordinatenachsen.
(10) f(x] = «JB —X Flache zwischen der Kurve und der x-Achse.

(11) = \/7 Flache zwischen K, der x-Achse und x = 5.

(12) = ] X Flache zwischen der Kurve und der x-Achse
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Losung:
4 () ‘
Losung Nr. 9:  f(x)=+4-x (9)
Nullstelle: xy=4
Flache zwischen der Kurve und den
- 0 2 4
Koordinatenachsen: |

Substitution: u=4-%x = du=-dx = dx=-du

A =j'«.|'4—x dx
o

4
A:—}@du:?uéduz{%uﬂ =%[u~..'ﬂ:—% 42 =22 i
4 i 0

=

Losung Nr. 10:  f(x)=x+/6—x
Mullstellen: %, =0, x2=6
Fldche zwischen der Kurve und der x-Achse.

L

& 8

£1(10) \

A

]
=_{x-,fﬁ—x dx

Hier mul2 man gelernt haben, dal: es zweil Maglichkeiten
zZur Substitution gibt: 1. Man setzt u = Radikand = 6 — x

oder 2

2

4

2. Man setzt u=+/6—-x, was der bessere Weg ist. Beide Wege hier:

(1)  Substitution: u=6-x folgt du=-dx und dx=-du sowie x=6-u.

g

&
A=- {(6 u) «J'_du—{ \‘E‘ruﬂ—u2 |du—[ -%ué—gug} =[4U~JU—§UEJG:|E
0

o
A=24J_—§-36f=_24—%}\f_=%(

(2)  Substitution:

]

A= T {6 Uz.} - (—QU ldLIJ: 2[{6U2—U4)dU:2|:2u3_%u5];ﬁ

¥ 5

=2 *2 E\'I___ 36- ‘\"r_} 2- [12 -q"_ 2. 24.\;’_ 431(_

=6—% = U =6-x = x=6-u = dx=-2u-du

&
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Losung Nr. 11:  f(x)= %X Yty
) NXP+4 -

ORRE =

Flache zwischen K, der x-Achse und x=5.

dx Substitution: - i

=
1]
=
(=
|
I
[=
=
]
b
[
=
[
b
[
=
=%
=

r ]

th{xj
Lésung Nr. 12: f[x}:f_g—xz:]-wﬂ

Mullstellen: ¥4=0 und x> = £3

Flache zwischen der Kurve und der x-Achse
il & 17

A= m0)xax= hxzﬁ_g@}dx = H X2 —9x2 |dx

| |
A:{Q-% %—% ) =[ﬁx(—z>< I]
A=6-3-J§—%-E?I= 18-2)3=22/3~178

Aufgabe 65:

Berechnen Sie folgende Flachen:

(13)  f(x) =e"™  Flache A(r) zwischen K, den Koordinatenachsen und der
Geraden x =r . Berechne auch A*=IlimA(r)

r—ro

(14)  f(x) =3 —e? Flache zwischen K und den Koordinatenachsen.

(15) f(x)=x- e™ Flache zwischen der x-Achse, der Kurve und x= 4.
Kann man der Flache auch dann noch einen endlichen Wert zuordnen,
wenn man den rechten Rand ins Unendliche verschiebt 7
4e”
e*+2
der Flache zwischen der Kurve und den Koordinatenachsen und der Geraden x=-4. Kann

man der Flache auch dann noch einen endlichen Wert zuordnen, wenn man den linken
Rand ins unendliche schiebt.

(16) f(x)=
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Losung:
'|I. l'flf:'(:'
Lésung Nr. 13: f(x)=e™ E ]
(13)
Flache A(r) zwischen K, den Koordinatenachsen ’ \
und der Geraden x =r . el | | o
A(r)=[e™dx=[-e"T =—" +o'—o—e" =o- 2 i N
|: J :lF I: :II] af
Daraus folgt A*=limA(r)=e, denn Iirﬂir =lime™ =0.
r—=m N r=x g r—=m Hx)
Lésung Nr. 14:  f(x)=4-¢? 1] H“J\
4 2
x (14) \
Nullstelle: e* =4 < Z=In4 < x,=2-In4=In16 ' ' \\' §
Flache zwischen K und den Koordinatenachsen. 2 0 $ Y -

2in4 x x ]2 Ind _
A= [|4-e? dx:[-’-lx—EeE. ={4-In'l6—2-e§'2'"4:—ID—Ee“]=4-In'IE:—Er

[N r o ‘E—I'II;’_I L

Losung Nr.15: f(x)=x-e™* =
AT

Flache zwischen der x-Achse, der Kurve und x=4. DI”r . “——4—— -

2 I.'
A=|x-e™dx

-i f (19)
Partielle Integration: U=e" = y=—g"* IIII

V=X = y'=1 |

4

A= ‘{x-e“”‘dx = [—x-e"”‘]: + i‘e“*dx =[x -e“"]; —[e“*]; - [—e“* {x—’l}]: -
0" L | |
A=-e? 5+e.1=e-5Fe™

Kann man der Fldche auch dann noch einen endlichen wert zuordnen.
wenn man den rechten Rand ins Unendliche verschiebt ?

Dazu nennt man den rechten Rand x = r und berechnet die Flacheninhaltsfunktion

A(r)={x-e"dx=..= [—e“" (x+ ’l]]:I =—e"(r+1)+e=e—(r+1)-e"
0
Ijm[r+’l}-e“' =0, denn nach de L'Hospital gilt
im(r+1)- 6™ =lim ) = lim—— = —lime" =0, alsoist iMA(r)=e.

r—+m r—=x g2 r=m —g r—m r—m
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* fix)
Losung Nr. 16: f(x)= de : T T
e'+2 /f
2
Flache zwischen der Kurve und den / (1 6)
Koordinatenachsen und der Geraden x =-4. | Lo .
] 4e* 4 | = | 0 T I .
A= dx
;Fe* +2
Substitution: U=e"+2 = du=e"-dx = 4e’dx=4-du
< 4-du : . 3
A= =4. I X =4.In3-4-In(2+e*)=4"In
je +2 j | | J [ ) 2+e™

_e

K.ann man der Flache auch dann noch einen endlichen Wert zuordnen,
wenn man den linken Rand ins Unendliche verschiebt ?

Dazu nennt man den rechten Rand x = r und berechnet die Flacheninhaltsfunktion

de* 4 .du o) 3
Am_F +2dx_2|e_ =4-[In ||j _4-In3—4-ln{2—e__}:4-In2+er
3 3
lim A(r)=4- |Lﬂ_12 eF—f—IE_E:

Aufgabe 66:

(17) f(x)=In(6-x) Flache zwischen K und den Achsen.
(18) f(x)=1x>+2-In(x+1) Flache zwischen K, den Achsen und x = 3

(19)  f(x)=In(x?) Flache zwischen K, der x-Achse und x = 3
(20) f(x) =m Flache zwischen K, der x-Achse und x = &’
X
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Losung:

Lésung Nr. 17: f(x)=In(6-x) 10 (17)

Nullstelle: Bed: Argument=1. 6-x="1 3l |

Also x,=5 \\‘\\_\ _

X

Fliche zwischen K und den Achsen. 0 2 | 4 =
5

A = [In(6-x)dx 21
o

Substitution: U=6-% = du=—-dx = dx=-du

. _
A=[In(6-x)dx=—[Inudu=[u-Inu-ul, =6.IN6-6-1.In1+1=6-IN6-5

] ]

Losung Nr. 18: f(x)=1x"+2-In(x+1) | /
\ /
Fldche zwischen K, den Achsenund x =3 i
b
A=[(2x+2-In(x+1))dx = [(£x* +2)dx - [In(x+1)du= T
0 0 ) 0 - (18
Substitution des 2. Teilintegrals: u=x+1 = du=dx ( ) X
. 0 H
3 3 4
A=[1x+2x] —[Inudu=[$x*+2x] —[u-Inu-u]; =

A=127+6-[4-N4-4]+[1In1-1=5+6-IN64+4-1=2-In6G4 ~

934
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Lésung Nr. 19:  f(x)=In(x?) I I LT
) -, 2 -~
Nullstellen: x*=1 dh. x, ==1 AN /
N i X
Flache zwischen K, der x-Achse und x =3 i _‘\x ¢ ,-’H- >
|

:, Hf(9)

3 .
A= [In(x*)dx=[2-Inx dx = 2[x-In x—x];

A=2[3In3-3]-2/1In1-1|=6-In3-6+2=6.In3-4
=)

Losung Nr. 20:  f(x) _2+41nx : ,-f Ty — i
1 I." (20) i
Nullstelle: 4.Inx=-2 & Inx=-1 & x,=¢? T11 3 4 § -
Flache zwischen K, der x-Achse und x = &? !
A= {wdx Subst: u=2+4-Inx = du:idx = l::ix:lzln:iu
X X X

100=125

1

Aufgabe 67:
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Flache siehe Abbildung.
Flache siehe Abbildung.
Flache siehe Abbildung.
Flache siehe Abbildung.

bix)

@] [ Ll

Losung:
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Losung Nr. 21: f(x)=1-sinx 1ilx)

Mullstellen: sinx=1 dh

Flache siehe Abbildung.

—_

3
F[’l sinx] dx = [x+c05x]?=%n+cos%w—ﬂﬂ: coSim=m
1 N T ——

2

$(x)
Losung Nr. 22: f(x)=-cos($+%) _ /r”"h\ _
. >, X
Die Nullstellen der Kosinus-Funktion J,f’” z 4 [} [y
liegen bel +im3im,. — (22)
dh.  Ix++ 1_%11:::» ix=1in = x=Iin [ S
und Ix+4n=3n = ix=In = x,=3In

Flache siehe Abbildung.

::I'.
“

A=- [ cos($+$)dx Substitution: u

I
ram

+
ENE

= du=4dx = dx=2-du

H

(] LT Y .
H

1
A= [cosudu [5|nu]§ =sindn-sinint=1-(-1)=2
i 2

Yt f
Losung Nr. 23:  f(x)=x-sinx / : I.'I
. P h S
Nullstellen: x¢=0 , x2=m usw. 4 / T o AN )
\ f
%
i H H i %
Flacre siehe Abbildung. / 4 (23) \ .fllll
A = [x-sin x dx / N/
[ / * |/
Partielle Integration: u'=sinXx = U=-COSX S
V=X = v'=1

A= {x-sin ¥ dx = [—x-msx]; + I[msx dx =[—x-c05x+5inx]; =|:—TI:-CDSTI:+SiHE:| =7
o (1]
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Losung Nr. 24:  f(x)=sin x+sin(2x) [ (24) ¥
Da sin(2x)=2sinx-cosx folgt: ' ' Zi\ ﬂ

f(x)=sin x+2sinx-cosx P

L ¢
>

MNullstellen: sinx+2sinx-cosx =0
sin¥-(1+2cosx)=0 dh. sinx=0 oder cosx:—%

Daraus folgen die fur diese Flache relevanten Nullstellen:
¥ =0 und x,=n—-gm=3%7.

Flache siehe Abbildung.

-
“
—_ —_T —_

A= [(sinx+sin(2x))dx = [ sinxdx+ [ sin(2x)dx

Substitution des 2. Integrals: u=2x = du=2.dx = dx=1du

2 2n 2
A =—[cosx[3" +1 | sinudu=—[cosx]i" —1[cosu]"

=]

2 2
A= —cos§n + cos0) — 12cos2 Eﬂ +12cos (0) =+12+1+ 14+ 12 =94

Aufgabe 68: 2

. Inx?
(11) f(XJ=7,

Zeige, daf das Schaubild K zusammen mit
der x-Achse im 1. Feld eine bis ins Unendliche
reichende Flache mit endlichem Inhalt begrenzt.

Losung:
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2
(1) fx) =X
X
Zeige, dalt das Schaubild K zusammen mit 1
der x-Achse im 1. Feld eine bis ins Unendliche
reichende Flache mit endlichem Inhalt begrenzt.
Lésung: Wir stellen die Flacheninhaltsfunktion auf;
z 2 z
. In x 2

A(z)= 1[1 N dx = IF-In X dx

. . - X' 2
Partielle Integration: u'=2x- = u:2-—1:——

- X

2
z

(Inz+1)i—[—2- In1+1 ]:—2-[Inz—1‘}+2
5 ) z

1
imA(z)=2-2.1im "2 _5 5 jimZ-2-2.0-2

K H—=w rd X 1

wobei die Regel von de L'Hospital zur Anwendung gekommen ist.

Aufgabe 69:

Berechnen Sie folgendes Integral:

wl2

o)

[ e*-cosx dx

T

—WiZ
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Losung:

Partielle Integration.

u'=e" = u=e"

V=CO0SX = V'=-5INX
| e cosxdx=[e*-cosx|  + [ " cosxdx
212 T

Nachste partielle Integration:
u'=e" = u=eg’
V=5sinXx = v =cCosx

nl2
i =/ 2

"
=2

| e"-cosxdx=|e"-sinx| - [e"-cmsxdx
—ni2 - TN
Zusammengesetzi:
| e-cosxdx=[e*-cosx| ~ +[e*-sinx]| - [ e cosxdx
—al2 e BT
=2 w2 w2
2 [ e*-cosxdx=[e"-cosx] .2+[e“-5inx] B
_;__.'2 a1} —Tia
=2 wl2
2 [ e -cosxdx=[e*-(cosx+sinx)|
=12 -
Also folgt:
w2 - i3
[ e*-cosxdx=4[e" (cosx+sinx)|
_;,‘2 —Th
. Y i '
1 nl2 = = -miZ (= inil = 1 =2
=+e" | cosi+sing |—e cos(—%)+sin(-%) =g-(e +e
- I\*"_.| —_— ‘ﬁ"_f .
v D L \ ] -1
i ‘y
-2

Aufgabe 70:

Berechnen Sie folgendes Integral:

1) 52,51
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e

e " .sin2x dx
0

Losung:

Partielle Integration:
u'=e™ = U=-e7"
v=sin(2x) = v'=2.cos(2x)

-

T —x . —x . =2 =2 _y M
_!e -sin2x dx = —e™ -sin(2x) | +2 | ™ -cos(2x)dx

MNachste partielle Integration:

u'=e™ = U=-¢"
Vv=C05(2x) = v'=-2-3in(2x)

nil

[ e cos(2x)dx=[-e cos(2x) ]| -2[e™sin(2x)dx

Zusammengesetzt:

[e sin2x dx = -e™-sin(2x) ]~ +2[-e™ -cos(2x) . —4T e -sin(2x)dx
D ]
5] & sin2x i ~[~esin(2x) ] * +2 ™ cos(20)]
J
Te_* sin2x dx = 4~ -sin(2x) - 2&"cos (2x)
[e sinzxax= e (sn(20)+ 205(2)

i A |" )
=1 —e'"'z-‘ SINT+2-COST | — 1 -e"- sin0+2.cos0 |
T = J| (S .

&

=4{2e™? |-4[-1-(0+2)]=%- e +$=%-(1+€77)~ 0,48

cnlra
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ot

Aufgabe 71:

Berechnen Sie folgendes Integral:

5 .2
X" -3
IS dx
FX =X
Losung
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5 2
J' —34 | 1]
FX =X | \
| b I“\/.II
Mullstellen des Nenners: 0, Tund -1, denn |
¥ —x = x(x—1)=x(x+1)(x~1) n
) /
Partialhruchzerlegung: BEEERE / i
—3 A B N cC y [

XX X x+1 ®—1 |

Hauptnennerform der rechten Seite: L |
A B . C A[x —1]+Bx(x 1)+CX("+1) Ax —H+Ij?[| i:sx+1...JJ +UX

X X+1 x-1 x(x+1)(x-1) X _x
2 2
Also folgt: xa 3:(A+B+CJXE+{ B+C)x—A
X" —X X" =X

Koeffizientenvergleich der Zahler:

A+B+C=1 (

-B+C=0 (

-A=-3 (

Aus (3) folgt: A =3 . Setzt man dies in (1) ein, folgt

1)
2)
3)
B+C=-2 (4)
Addition von (2) und (4) liefert 2C=-2 = C=-1

Aus (2) folgt schlielich E=C=-1

Ergebnis:  f(x)= L S

Berechnung des Integrals: A=

3| —dx \)L—dx —1dx

Substitution fir das 2. Integral: u=x-1 = du =dx
Substitution fur das 3. Integral' Vv=x+1= dv=dx

21 I
A=3| —dx- —du-— —dv 3lInx Inu Inv
» ‘;4” |1 [ ]..,n" [ ]J - [ ]J_I

A=3In5-3In3 -In4 +In(¥3 -1)-In6 +In(v3 +1)
Wegen In(v3-1)+In(v3+1)=In(v3-1)(¥3+1)=In(3-1)=In2 folgt

A=3-In5—3-InJ§—In24+|n2=3-Ini—|n12.~.~sﬂ,7

NE)
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Hinweis: Wenn man das Verfahren der Rlcksubstitution anwendet, dann verlduft
die Rechnung so'
A= 3; dx — ‘/I LT | —dv 3[Inx]‘r [Inu} [Inv]\r 1

A=3['"*fﬁ-['““‘-”]fﬂ‘“"(“”f@{'”%L{'”xf—]ﬁ
125 |3J§ 125 2 125

—1n =In %D,
24 2 24 33 35J§

Dieses Verfahren ist dann anzuwenden, wenn nur die Stammfunktion, also das
unbestimmte Integral gesucht ist, bei dem man ja chne Grenzen arbeitet.

A=In 7

Aufgabe 72:

Berechnen Sie folgende Integrale.

I
4 0 1
4x 4 2—-X
(1) j ~~—dx (2) _[T—dx (3) [F— o
5 X°—1 5 X" -2x-8 S XT+4X
Losung:
Ax 4x I :I\
1 flx)= ' \
™ (x) x“ =1 (x=1)(x+1) A\
4 EIE I B I T o1 4 i -
Gesucht: A=[ 24): dx T ,.\'I
2x -1 Sl
Partialbruchzerlegung: l. ’ .
4x a b
Ansatz: = {x=1 1
e TEEEEREER (x=1)(x+1)
4x=a-(x+1)+b-(x—-1)
x=1 eingesetzt: 4-=a-(+1}+b-{ﬁ[—1] < 4=2a & a=2
x=-1 eingesetzt: 4-[H-a (E+1)+b-(1-1) & -4--2b & b-2
Ergebnis: f(x =i+i
x=1 x+1

Fortsetzung der Flachenberechnung:

4 4
A[ dx = [—2—dx+ [—=—dx
3% —1 3x—1 X +1

1. Schnellberechnung:

A=2.[injx~1]; +2-[Injx=1]. =2-(n3~In1)+2-(In5-In3) =2-In3+2.In5-2-In3 = 2-In5
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2. Ausfihrliche Berechnung mitiels Substitutionen:

4
f%dx Substitution: U=x%x-—1 = du=dx
|

Grenzen umrechnen: ¥x=2 = u=Tund x=4 = u=3

P2 1 3
[—dx- Ejadu =2 [Infu[], =2-(In3-In1)=2-In3
2 1

x—1
i2
[—dx Substitution: v=x+1 = dv=dx
S+
Grenzen umrechnen: x=2 = v=3 und x=4 = v=5

4 5
jidx =2[idv =2-[In|v|]. =2-(In5-In3)=2-In5-2.In3
o X+1 2V 3

Zusammenfassen: A=2-In3+2-In5-2-In3=2-In5=~ 3,22
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, |
@ )= s f

Mullstellen des Nenners: /

—
H———————— e —
s
o L s o o s ]
e

? oy _go _2:x44+32 216 [4 S s S
X 23{ B—D Ll J(1I2— 2 = 2 = _2 i 2 \i
i| :3- lllli
Zerlegung des Nenners: (x+2)(x—4) il. ) \i
! 1
Flachenberechnunag:
2 o
A=—j%dx= .;dx
nX°—2x-8 5(X+2)(x—-4)

Parialbruchzerdegung:

4 a b

Ansatz: = Ax-4)x+2
(x+2)(x—4) x+2 x-4 | -(x-4)(x+2)
4=a-(x-4)+b-(x+2)

x=-2 eingesetzt: 4-a-(2]-4)+b-(2]+2) = 4-6a = a=-2

x=4 eingesetzt: 4=a-{]§|—4}+b-{4+2} < 4=6b < b=12

Ergebnis: f{x)= 4 = $ $

' S (x+2)(x-4)  x+2 x-4

Fortsetzung der Flachenberechnung:

2 2 20 ] 2n 1
dx =-% dx+ £ | ——dx
3£x+2 +32x—4

4

o 1]
I . S VO | - 3
‘ﬂ‘"i[uz}{x—at}m(_![ x+2 x-4

Schnellberechnung ohne Substitution:
A=-2[Injx+2[]} +2[Injx—4|], =2 (In2-In4)+2(In4-In2) = 2(~In2+In4+In4 -In2)

A=2%(2.1n4-2-In2)=2(In16-Ind)=2-In2 =Z.In4 = 0,924
3 3 3 4 3
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; »
3)  f(x)= /
(3)  f(x)= =z +4x Y, z.|n
. T
Ge ht j‘ ‘éu -5 - -3 C- NS I
sucht: =— A
X x+4
( } .f/_\ﬁc
- . 2-% a b ' l(
Partialbruchzerlegung: x(x+4]_x+x+4 (N / _
| ]
(1ymit x-x+4 multiplizieren:
2-x=a-(x+4)+b-x
x=0 eingesetzt 2-[0]-a-([0]+4)+b-f] = 2-4a = a=
x=—4 eingesetzt: 2-[4]-a (A]+4)+b[4] = 6-—4b = b--3
- 2 _3 3
Ergebnis: f(x)= ==—
X(x+4) x x+4

Berechnung des Integrals:

Schnellberechnung ohne Substifution:
-3 -3
= % ’ D"|x|]_1 - % ’ [In|x + 4|]_1

A=1-(In3-In1)-3-(In1-In3)=1-In3+3-In3=2-In3

Denn In1=0.
Aufgabe 73:

16 —x°
X)=———
1) =5

Gesucht: Flache zwischen Kurve, x-Achse und x = 8.

Losung:
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16-%° o
4)  f(x)= P
“) (x) X —dx :: H
T I
Gesucht: Flache zwischen Kurve, x-Achse und x = 8. ,: E \\
N ,
o [ 1 87 E
" I
Losung
Nullstellen des Zahlers: 16-x2=0 = x*=16 = X,=24
Nullstellen des Nenners: X(X2-4)=0 o X% =0, X5 =22
Auswertung:
Schnittpunkte mit der x-Achse: N, (+4]0),
Polstellen mit VZW: X, =0, X5 =32
Senkrechte Asymptoten: ¥=0, x=2 und x=-2.
Waagrechte Asymptote: y =0 (x-Achse), denn Grad Z < Grad N.
' B
Fliche: I 16-x°
4x1x —
) 16-x a b c
Partialbruchzerlegung: : =— X-(X=2)(x+2
gungd ;.(1';.:2_4} x+x—2+x+2 I ( J(x+2)
16-x"=a-(x' -4)+b-x-(x+2)+c-x-(x-2)
x=0 eingesetzt: 15—@2=a-[]ﬁ[2—4)+b-@-{@+2‘]+c-@-{@—2\]
ergibt: 16=-4a <= a=-4
x=2 eingesetzt: 16—2=a-[—4)+h--{+2‘]+c--{—2\]
ergibt: 12=8b <= b=1
x =-2 eingesetzt- 16-[=2] =a-(2—4}+b--[+2\]+c--(—2}
ergibt: 12=8c < c=32
_ 16-x> 4 3 3
Ergebnis: = ., 3 2
9 TE x{xz—-i} x+x—2+x+2
Integration:
8 _ 8y 3 2 B B B
A=—|’15—" -2+ 2 dx = 4fldx—%dex—%dex
;,x(xﬂ_a,] X Tx-2" x+2 2 X P X-2 Y x+2
E_a B_1
A=4-[injx[], -3 -[Injx-2[], —3-|:In|x+2|:|4
A=4-(In8-In4)-2(In6-In2)-3(In10-In6)=4-In2—3-In3-3-InZ
A=4-In2-3-In3-3-(IN5-In3)=4-In2- 3.4W3 —3-In5+ 3. =In16-3-In5 = 0,358

Aufgabe 74:
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Berechnen Sie folgendes Integral:

2 2
« X" —4
[
X7 -9
Losung:
2,2 fix
- x?—4 | )
4 dx i 4
E: ) :lz K? _9 II|| .
/ 2
Jetzt ist der Funktionsterm nicht mehr ] |
“echt” gebrochen. Man muf® ihn dann L L I e
zuerst so zerlegen: _ ,’f 1
- ! i ! | |l 3 ! I|'
x*-4 x*-9+5 x*-9 5 5 I I
3 = 2 =2 +3 =1+ 3 | |
X -9 x* -9 X"-9 x -9 X< -9

Wer dies nicht erkennt, findet die Zerlegung stets Uber eine Polynomdivision:
(x*—4):(x*-9)=1

2_
—(x*-9) Dies ergibt (%)= "2 =142
5 X" -9 X" -9
Nun folgt die Partialbruchzerlegung flir den Restterm:
5 _ A B _AX+3)+B(x-3)_(A+B)x+(3A-3B)
x’-9 x-3 x+3  (x-3)(x+3) x* -9

Koeffizientenvergleich flr den ersten und letzten Zahler:
A+B=0=B=-A (1)
3A-3B=5 (2)

(1)in (2) liefert BA=5 = A=2 unddamit B=-2

5 5

Ergebnis: 55 =8 ___5
X*-9 X-3 X+3

Berechnung des Integrals (unter Ausnitzung der Symmetrie der Flache):

2 x%—4 .5 1 5 1) .57 1 5% 1
A= e = 33 e e Yo i3l

0

dx

-2

> 571, 511 5 405 : 5
A=[2x]; +§£Udu—§!;dv =4+ <[], -3[InM], =4-Ins

Aufgabe 75:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) zu f(x).

3 2
f[;():l.x:i
4 x -4
Losung:
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1 x* —4x?
& 0= s
Diese Funktion hat eine doppelte Nullstelle bei 0, eine weitere Nullstelle bei 4, dann
zwei Polstellen bei 2 und — 2 (jeweils mit Zeichenwechsel), und dies hat die beiden
senkrechten Asymptoten dx =2 und x =-2 zur Folge. Da der Grad des Zahlers
um 1 grélter als der Nenner ist, besitzt das Schaubild eine schiefe Asymptote. |hre
Gleichung y=1x-1 folgt aus der unten gezeigten Polynomdivision.

Gesucht ist die Stammfunktion F.

Nun mussen wir diese Vorarbeit leisten:
Zundchst lassen wir den Faktor 4 einfach weg. Er wird am Ende der Rechnung

wieder erganzt. Zum zweiten flhren wir eine Polynomdivision durch:

(x*—4x>+0x+0):(x*-4)=x-4
—(x* +0x? —4x)
— 4% +4x = f(x)=1 Lx—4+4x2_16)
—(—4x* +0x+186) 4 x*—4
T 4x_16
oder so: f(x]zix—1+ x2—4
4 X -4

=0 ist.

1_ 4
Daraus erkennt man die schiefe Asymptote, da |”|m X=4 _ lim = f %
o ] P

X2 —4 w4

e

Da der Restterm % seine Nullstelle bei x = 4 hat, liegt dort auch der Schnittpunkt
x —

Zwischen der Kurve und ihrer schiefen Asymptote.
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Nun aber zur Berechnung der Stammfunktion.

4x° ( Xx—4 )
F(x)=— 7dx= Ix—1+ X=1x"-Xx+ *
(%)= | X2 — 4 IL‘* x2_4J g X I (")
Partialbruchzerlegung flr den Restterm ﬁ
x-4 A B A(x+2)+B(x-2) (A+B)x+(2A-2B)
-4 x-2 x+2  (x-2)(x+2) x* -4

Koeffizientenvergleich flr den ersten und letzten Zahler:
A+B=1 (1)

2A-2B=4 (2) |:2
A-B=-2 (3)

(1) + (3) liefert 2A=-1= A=-1.

Eingesetztin (3): -1-B=-2 = B=3
_ _1 3
Damit folgt X-4 __ -3, 3
X2-4 x- 2 X+2

Das letzte Integral in (*) lautet daher

[ 4d_j—i- LI }:Ix: T ks 37 ax
X —4 2 Xx-2 2 %x+2 2)x-2 2 x+2

Den Bruch L substituieren wirmit u=%x-2 = du=dx, den Bruch mit

X—-2 X+2
V=X+2 = dv=dx. Damit folgt:

= —ljldu + EJqli:iv -1 Injul +§In|v|— C
2°u 27V 2 2

Und nach der Ricksubstitution:
= —l-ln\x—2\+iln|x+2\+c
2 2
Nun setzten wir dies wieder in die Gleichung (*) ein und erhalten die gesuchte
Stammfunktion:
F(x)=4x" —x—%-ln\x—2\+§|n|x+2|+c

Soll damit eine Flache berechnet werden, dann hangt die weitere Rechnung von der
Lage dieser Flache ab, da wir entscheiden mussen, was aus den Betragen wird.
Flr x> 2 darf man beispielsweise alle Betrdge weglassen. Dann folgt:

F(x)z%xz—x_%.ln(x—2)—gln[x+2)—c=%x2—x—lnajx—2 +inVx+2 +C

3
X+2

Xx-2
Jetzt kdnnte man z.B. die Flache zwischen der Kurve, der x-Achse und der Geraden
X = 6 berechnen. Dazu kann man C =0 wahlen:

+C

F(x)=2x*=x<+In

G
A =IF[x}dx= 12 xsin
A 8
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Aufgabe 76:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) von f(x).

X° —4x+3
f(x) =
(x) x> —8x% + 16X

Losung:

X —4x+3 (x—=1)(x-3 x—1)(x-3
6 f(x)= 3 _ a2 T (2 X ) =( ) 2]
X*—8x*+16x  x(x*-8x+16)  x(x-4)
Gesucht ist die Flache, die K und die x-Achse zwischen 1 und 3 begrenzen.

41(x)

4

| T——-\{] ) 4 5] 8

J

1

J x° —4x+3
3 x(x—4]2
Die jetzt erforderliche Partialbruchzerlegung klappt nur mit diesem Ansatz:

3
Losung: A= —If(x)dx = dx
1

x*-4x+3 A B C
——— =—+ + S
X(x—4) X X-4 (x-4)
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Warum ? Sagen wir doch einfach — das Ergebnis rechtfertigt dieses Mittel.
(Da der linke Zéhler 3 Summanden hat, bendtigen wir rechts 3 Briiche mit den
Zéahlern A, B und C; sonst ist ein Koeffizientenvergleich nicht méglich!)

Man sollte in einem solchen Fall immer einen vergleichbaren Ansatz machen !
Nun bringen wir die rechte Seite auf einen gemeinsamen Nenner:

A B C  A(x-4)+Bx(x-4)+Cx A(x?-8x+16)+B(x*-4x)+Cx
—+ + =— =
X x-4 [x—4)

= =

x{x—4f x{x—4f
X2 —4x+3 B [A—B}X2+[—3A—4B+C)x—15ﬁ.

Daraus folgt 5 -
x(x—4) x(x-4)

Koeffizientenvergleich:
A+B=1 (1)
—-8A-4B+C=-4 (2)

16A=3 = A=
Ain(1): B=1-2
1

A, Bin (2): —8-%_4._3_(::_4
+

ml"-ﬂ

1

Ergebnis:

3 1.2 1
A=-[r(x)ax = [E 30y - ) 24 B3 gk
11 1 .1 1 1
3 laxenL dxe2
A—1B£xdx+1 !x_4dx+4£(x_4}2dx
Substitution: u=x-4 = du=dx
1“_1 -3 —31 1 3 -3
A =%:J3;dx—%_1—du +%J1u—2du = 2(Injx|], + Z[Infu| [ + 2-[-1]7

Aufgabe 77:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) von f(x).

4% —x°

f(x)= (}{+1}2
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Losung:

4% —x° N
7) 1(x)= 2
) } (X+1}2 \ \ 4 I
Hier hat der Nenner nur eine doppelte Nullstelle. \ S !
Dann ist keine Partialbruchzerlegung erforderlich. | \ _ \2
Die Substitution u=x+1= x=u-1 = dx=du \
I6st das Integral: ' L
24(u-1)-(u-1) = .
A I4x x* dxzj (u )2(U )du | 0
X+1 1 u
2 4u—4—(u¥ 307 +3u-1 3 g 30 U T
I )du=j u 3u2+u 3du _ \ /
u
1 1 | | | | | |
3 3 , 3 5
[{ u+ 3————]dx [-3u%+3u+injul+ 3] =-3+3+9-3+In3+1-3=In3~ 11
1

Aufgabe 78:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) von f(x).

x> —8
f(X)=———
{ ) )‘:3—3}{2

Losung:
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x*-8 x*-8 ()
) f(x)= =— | [ | |

—3 x3(x-3) =
Gesucht ist die Fladche zwischen der
Kurve, der x-Achse und den Geraden
¥=-1und x =-4:

—1 3

— —_._.,.._-—--’/

Zuerst missen wir den Funktionsterm so
zerlegen, dal der ganzrationale Anteil
herausgezogen wird und ein echter
Bruch (mit Grad Z < Grad N) ubrig bleibt.
Dies geht entweder trickreich so:

x’-8  xX*-3x"+3x’-8 x*-3x° 3x°-8 1 3x° -8

f x = > = - o - +
(x) x® - 3x* x* —3x* x*—3x*  x*—3x* x* - 3x?
oder man erreicht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x* +0x" —8): (x> -3x%) =1 3% 8
—(x* —3x? = f(x)=1+ F——=
(¢ - 3¢) ()=1+ 552
3x° -8

Nun mufz man flr den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die
dann eingesetzt wird, wenn wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle

auftauchen.

3x’-8 A B C  AX(Xx-3)+B(x—3)+Cx> (A+C)x*+(-3A+B)-3B

x3—3x2=;+?+x—3 xz(x—3} B xz{x—3]

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man dieses Gleichungssystem:

A+C=3 (1)
_3A+B=0 (2;
~3B=-8 = B=¢

Bin (2) ergibt SA—B—% = A=%
Ain (1): C=3-A=3-£=F

- 8 8 18
Ergebnis: M=i+i._2— 2
-3x° X X x-3
8 B 19
Somit haben wir jetzt fx)=1+2+3+—2
X X x-3
Berechnung der Flach :
8 18 »
A= I dx—J[1+;—xi2 Xialdx [x—%ln|x|—%+%ln\x—3|]_4
(Der letzte Term wurde mit Substitution u = x -3 und folgender Rlcksubstitution
integriert).
A=—1+4+%I_1 2nd+3-2+EN4-£In7=5-%In4+EIn$~259

Aufgabe 79:
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Man ermittle jeweils eine Stammfunktion zu folgenden Funktionen y = f(x):

_ : sin 2 x )
a) f(x)=cosx-sin 2x b) f(x)= —2C0s” X
1+cosx
1
f(x)=
o fx) XIn x
Losung:

a)
f(x)=cosx-sin 2x = cos x(2sin xcosx) = 2sin xcos? x (Additionstheorem);

: 2 ! 2 2 3 3
If(x)dx:j25|n X C0S xdx=—2.|'t dt:—gt +C=—2008 X+

L Substitution t =cosx; dt =—sin xdx

b)
. 2 2
f(x)= 0 X —Zcoszx=1cﬁ—2coszx=(1 COSX)(1+COSX)—2COSZX
1+ cosx 1+ cosx 1+ cosx

—1-cosx—2cos? X
I f(x)dx = X —sin X — X —sin XCOSX +C = —sin X(1+Cos X)+C

c)

dx 2 dt o X
—_— :In|t|+C:|n|In X|+C ; 2 Substitution t=Inx, dt=—
xIn x X

Aufgabe 80:

Man berechne folgende unbestimmte Integrale:

a) J‘(ex )2 dx b) .[x(sin (x2 )+ cos(x2 ))dx c) jx(sin 2x +cos? x Jix

d) _[sine’xdx e) szsinxdx f) Ixe?’xdx
g) Ieb+a‘ﬁdt, az0 h) I(x2—4)0052x dx i) jcoszxdx
. 4dx 30dx
BN It

Losung:

a)
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| :_[(ex)zdx Ze¥ . o¥ —j(ex)zdx=e2X —1

partielle Integration:

~ 21 =e?* +2¢ ~ 1 partielle In- S )
tegration

l=—+cC X ,

2
Substitution: J.(ex) dXzjex(exdx)zjtdt:§+c:%+c; 19 gubstitution t=€";

dt =e*dx
b)
_[x(sin (x2 )+ cos(x2 ))dxi%_[(sin t +cost )dt = %(— cost+sint)+c = —% cos(x2 )+ %sin (x2 )+ c

2 Substitution t= Xz; dt = 2xdx
c)

x 2
. X .
Ix(sm 2x+coszx)dx=jxdx:7+c, weil sin?x+cos’x =1

d)

jsin 3 xdx:J'(l—cos2 x)sin xdx = J'sin xdx—fcos2 Xsin xdxi— cosx+jt2dt

t3 1
=—COSX+§+C=—COSX+§C083X+C

3 Substitution t=COSX: dt = —sin xdx

e)

4 5
J'x2 sin X dx=— x2 cos X + ZIxcos xdX=— X2 COS X + 2(xsin X— ZIsin xdx)

= —Xx? COSX + 2XSiN X+ 2C0S X + C

4 partielle Integra- > partielle Integra-
tion tion
u’ =sin x U= —COoS|X u'=cosx  U=sinx
v=x? Vv'=2x V=X v =1
f)
6
X 1 X 1 X 1
[xe¥ax="e¥ -~ [e¥dx=—e¥ —Ze¥ =e¥| - |+c
3 3 3 9 3 9
6 partielle In- u’ = e3x y 1e3x
tegration 3
V=X V=1
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g)

11 12 b b
'[eb“"ﬁdt = ebjeaﬁdt :ebjeaXZde:eb(ﬁeax —g'[eaxdxj _ 2 e —Zi'[eaxdx
a a a a

b b b b+a/t
zaxeax_ﬂeauc:&eax[x_i}%:2e (ﬁ_1)+c
a a

11 Substitution

x:\/f:t%; dx=%t_%dt=i

e
24t u'=e* U=-—
a

2 partielle Integration

h)
J'(x2 —4)cos 2X dxlzsé(x2 —4)sin 2x—jxsin 2xdx1i%(x2 —4)sin 2X —(—%cos 2X +%Icos 2xdxj

15
=%( 2 —4)sin 2x+§cost—%_fcostdx=%( 2 —4)sin 2x+50032x—15in 2X+cC

2
= X——g sin 2x+§c052x+c
2 4 2

13 partielle Integra- . . N
tionp g 14 partielle Integration 15 Substitution

Py

u’ = cos 2x u=%sin2x u’ = sin 2x u=_lco32 S|n2X+

_[cos 2xdx =

A4

v=x2_-4 V' =2x V=X vi=1

i)
jcoszxdx:j(l—sinz x)dx:jdx—J'sin2 xdx:x—[g—%sin xcosxj+c

. x 1.
:§+lsin XCOS X +C IS'nZXdXZ(E_ES'n xcosxj+c

2 2 ; vgl. aus der Vorlesung
16

| = jcoszxdx:sin xcosx+jsin 2 xdx =sin xcosx+j<1—coszx)dx

i [ cos2xdx — si _ _
=sin xcosx+ [ dx— [cos?xdx =i XCOSX+X=1 5] _sin xcos X4 X4 26

. 16 partielle In- u’=cosx
_ X+sin XCOSX+C

. u =sin X
| tegration
2

V=C0SX  v'=—sin|x
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adx Vo i -
I :—4Jt 2dt = -8t”2 + ¢ =—-8+v1—- X +C; 17 Substitution: t =1-x, dt = —dx
(1_X 7 7
k)
30dx & . -1 15 4 15 2
——=6|t Sdt="t"5 +c="3/(6x-1)" +c
j?\/sx—l J 2 2 ox-1)

Substitution: t =5x-1, dt =5dx
Aufgabe 81:

Berechnen Sie folgendes Integral:
1
dx
xf -1

Losung:

1
J A
¥ -1

Zerlege den Menner in Lingarfaltoren.

=J ! X
(x -1 (x+ 1)

Zerlege den Bruch in Partialbriiche.

[N

Zix-11 Zix+l)
Integriere die Surnme term-by-term und Karmmere Konstanten aus.

1 1 1 1
=—J -:Ex——J X
2 -1 pE: *+1

Fiir den Integranden

z+1°
substituiere s =z + 1,
ds=1dx

1 1 1 1
_J .:E:-:_—J—ds
z -1 2 a
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1
Fiir den Integranden —
X —

substituieret =z -1,
dt =1 dx

1 11 1 1
—J—dt——J—ds
z )t z ) s

1
Dras Integral von T ist logf(t).

log( i 1 J’l
= —— - — | — d=
2 2 =

1
Dras Integral won — ist log(s].
g

logi&) logis)
R

Substitniere morick t=x— 1.

1 logis
- < Log(x-1) _toglsy o

Substituiere zurick: s = x4+ 1

1 1
= Elu:u;n:;l;—l:l —Elng[x+l:| + C

Aufgabe 82:

Berechnen Sie folgendes Integral:
k

X
J— ax
¥ _1

=J’[l+; dx
(x-1) (x+1)
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Integriere die Surme term-by-term.

=Jldx+J ! ax
(x-1) (x+ 1)

1
Teile den Bruch ————— in Partialbriiche.
E-11=+1)

1 1
=Jld:~:+J[ - ]d:-:
2 (x-1 2ix+ 1

1 1
-1 2@+1)

1 1 1 1
=Jld:~:+—J -.:E:-:——J X
2 -1 2 ¥+1

1
Fir den Integranden ——,
z+1

substituiere s =z + 1,
ds=1dx

1 1 1 1
=Jld:~:——J—ds+—J ax
z 5 z -1

1
Fir den Integranden —1 s
X —

substituieret =x— 1,
dt=1dx

1 1 1 1
=Jld:~:——J— ds+—J— ak
2 : 2 &

1
Dras Integral won n ist log(t).

1 1 logrt
=Jld:~:——J— ds+ﬂ
2 I s

1
Dras Integral won — ist log(s].
g

Integriere

term-by-termn und Klarnmere Konstanten aus.

=Jl dx log(s) . log(E)
& &

Dras Integral von 1 ist =
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log(s) . log (&)
o &

Substituere zrick: t=x— 1.

logis)
—— ¢+ — logix-11+ C
2 2

Substituiere zumick: s = x+ 1

=X ! logix - 1] ! logix+ 11+ C
= + E g - - E g + +
Aufgabe 83:

Berechnen Sie folgendes Integral:
Hj

J dx

xt_1

Losung:

e
J aAx
¥ _1

Suhstituiere
5= X2 \
de=2=zde

5
e
Z(a-1)

Hlammere Fonstanten aus.

1 =
—J ds
2 -1

Substibnere
t=5-1,
dt=1ds.

=%j[l+—i]dt

Integriere die Surme term-by-term.

1 1 1
—Jldt+—J—dt
2 2 (4
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1
Dras Integral won n ist log(t).

1 log(t
z z

Dras Integral won 1 st t.

t logit
= +ﬁ+c‘

2 2
substitwere zrick: t =5 1

s-1 ll ( 1+c
= + — log(s-1) +
2 2

Substituiere Turiick: s = %

lizljlltzljc
— (X - + — logrx” - +
z 2

Zerlege inandere Faldoren |, um das Ergebnis zu erhalten.

1 £ i
E (x"+ logix" =11 -11+ ¢

Aufgabe 84:

Berechnen Sie folgendes Integral:
2

X
J_ ax
¥4l

Losung:
2

X
J ax
x4l

Suhstituiere
5= X2 \
de=2=zde

=]
=J—ds
2 (5+1)

Klarmmere Konstanten aus.

1 3
—J ds
2 s3+1
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Suhstituiere
t=s5+1,
dt =1 ds.

1 t-1
= — [ —— at
2 t

Teile durcht.

=%J[l-%)dt

Integriere die Surnme term-by-term und Karmmere Konstanten aus.

1 1 1
—Jldt——J—dt
o o it

1
Dras Integral won n ist log(t).

1 log(t
z z

Dras Integral won 1 st t.

t logi&]
= -—

2 2
Substitiere morick t = s+ 1

5+1 ll ( 1+
= - —logis+ 11 +
2 2

Substituiere zuriick: s = 2.

1 1 :
E(H +lj—EngEx +11+

Zerlege inandere Faktoren |, un das Ergebniz zu erhalten.

1 2
E (" -logi(x"+ 11 +11+ C

Aufgabe 85:

Berechnen Sie folgendes Integral:

1
J dx
¥yl
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Losung:

J 1
¥4l

Zerlege den Nenner in Linearfaldoren und
irreduzible quadratische Terme.

=J ! dx
(x+ 1) (xt-x+1]

Zerlege den Bruch in Partialbriiche.

4-X 1
=J[ + ]d.‘:
IrxE-ox+ 1) Jlx+1)

Integriere die Surrne termm-by-term und Marmmere Konstanten aus.

1 1 1 Z_x
=_J d:-:+—J—r:EJ:
3 ) xel 3 woxel

-
Vervollstandige mum Cuadrat in .
o |
1 2-x 1 1
= — _ X+ — odx
3 |[_1_-_ ijz 2 3 r¥+1
& 3
7
Fiir den Integranden TR
-+
" 1
substatmeres:x—i,
ds =1 dx
2
1 o 1 1
= — ds + — dx
3 =t 4 i 3 ¥+l
L
i
Fiir den Integranden 2
S
4
o 2z
substituieret = ——,
3
2
dt = — ds.
V3

in

It
z 1 1

adt + — ax
+1 3 ¥+ 1

k]
2 ris
343 t:
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3 A5t
Integriere die Sutme % term-by-tertn.
+
1 1 1 [ 1 1
=—J dt——J dt+—J dx

3 toel 3 el 3 r+1

1 o
Dias Integral von ist tan™ ).

241

tan™t (&) 1 £ 1 1
=—-—J dt+—J dx
3 3 g4l 3J x4+l

substituiere w = £ + 1.
dw =2tdt

tan~t 1
w ¥*+1

1
Fir den Integranden ——,
z+1
substituiere y =x + 1,
dy =1dz

tantit) 1 1 1 1
et Ll L[l
") B ow 3 ¥

1
Diaz Integral von — st log(y).
¥

tan~t J’ l':n;rli}fil
_— awr +
W 3

1
Dras Integral won — ist log(w].
W

tan~t(¢1  log(w)  log(y)
= - + +

NE 6 3

Substituiere marick: vy = x4+ L

tant it logiw 1
= E:I— gl:]+§l|:|g(x+l:|+c

J3 &
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Substitniere muriick: w =12 + 1.

tan™ (1 1 ‘ 1
= —— - — logi¥ +1) + — log(x+ 1) + C
ﬁ &) 3
o s
Substituiere murick t = ——.
3
t-8114 s
ﬁ 1a [45I l] llu:n [(¥+ 1)+ C
= - — + + — + +
3 il 59

1
Substituiere moick: s = 2 E

tan-l[ix-l]

i

1 (%+1) 1y (1(2 13t 1] o
=—— > " ' 4 logix+1) - = log|— - + 1] +
3 & 3

N3
Aufgabe 86:

Berechnen Sie folgendes Integral:
X
J_ ax
¥4l
Losung:
X
f_ ax
¥4l

Zerlege den MNenner in Linearfalitoren und
irreduzible quadratische Terme.

_J *
L ixel izt o x4 1)

Zerlege den Bruch in Partialbriiche.

¥+1 1
Nl o)
Ixt-x+ 1) I(x+1)

Integriere die Surmnme term-by-term und armere Konstanten aus.

1 ¥+1 1 1
_J—dx-—J ax
3 M _ox+l 3 ¥+ 1

x+1

Vervollstandige mum Cuadrat in .
Hox+l
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Fiir den Integranden ——
i den Integranden ———,
T
2 4
. 1
substatmeres:x—i,
ds=1dx
2
1 S+ 7 1 1
= — ds - — adx
3 2t & 3 *+1
4
g+ 2
Fiir den Integranden 2,
4l
4
o 2z
substituieret = ——,
3
2
dt = — ds=.
V3
Jie s
2 T 1 1
= : : dt——J dx
3ﬁ i1 3 ¥+1
AEr 3

Integriere die Sutme % term-by-tertn.
+

1 1 1 £ 1 1
=—J dt+—J dt—-J’ d-:l:
J3 t4 1 3 ti4l 3 x+1

Dras Integral von

: -1
1sttan (1]
241 g

tan~trt)] 1 £ 1 1
=—+_J dt——J dx
ol 3 3J i+l 3J x4+l

Fiir den Integranden

241’
substituiere w = £ + 1.
dw =21t
tan=it) 1 1 1 1
=—+—J—dw——J ax
i) f W 3 ¥+1
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1
Fir den Integranden ——,
x+1

substituierey =x + 1,
dy =1dz

tant (&) 1J1
— T v | = odw
2] W

3

1
Dras Integral wvon — istlog(y).
¥

tan~rt] 1 1
—+—J—dw—
& w

A3

1
Dras Integral won — ist log(w].
W

tan™ (&)

log(w)  log(y)

1J'1d
-— | = a¥
30 ¥

log(¥)

3

+ o

+
W 3 &
Substituiere zurick: v = 2+ L

tan™t (&) , logiw)

3 &

Substitniere muriick: w =12 + 1.

tanli#)

3

2z
Substituiere zumick t = ——.

[N

3

1
—Ell:ugljx+lj|+ C

1 i 1
+El|:|g(t + 1] —Elng(:-ul) +
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Aufgabe 87:

Berechnen Sie folgende Integrale:

T x2—4 X
(1) dx ) dx
! (x+1)° ! 6 —x
4 _dye 0
(3) f2>< e ? dx (4) [4x? In(x+2)d
0 i
Losung
. o w2 _ A - e —
(1) [ _ —dx Substifution: u=x+1= du=dx und x=u-1
2 (x+1)
8 2 z_ g
= ]'Mdu_l w-u-3, ” _2_ %]du_ u— 2Inu+§_
2 u- 3 A u
=[6-2In6+3|-[3- 2In3+1]—%—2“|nﬁ—lna 2-2In2=1-In4

—
(]
—
u*——-Hm

1 _
jf’ U {—ELl}du=—E[[G—Lf']du=2|'6u—%u3]'1'ﬁ
. Al _

i

_zm’_—- 6v6)—2(6-1)=8v6 —12+2~8.26

3)

Substitution U=+6—x = U =6—-%x = x=6—-U" = dx=-2udu

2. Moglichkeit: u=6-x = X=6-u = dx=-dx Dann erhélt man
: e
[ 6u 2 —u?

[a=="F -l o

=-12¢U—§w’ﬂf 126 - 4B -12+2=86 -2
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—x

(3) 2xe~d><_—2[ “du = 2[e* _2—29-5;:2

u-——-..An

(=]

"

Substitution: u=-1Ix

= du=—xdx = xdx=—du (Schlupf-Integral)

0
(4) [ 4x*.In{x+2)dx 1. M&glichkeit : Zuerst partielle Integration:

'
3

U'=4x* = u=4x

[X1F

Partielle Integration: ) \ )
v=In(x+2) = v'=

X+2
a3 0 _4“' 3 B __"- x?
=[$X°In(x+2)[ 3‘_[1X+2dx 0 3_[_x+2dx Dann
Substitution: W=xX+2 = dw=dx = x=w-2

dw

- X0 T (w—2) - —
[ X dx __%J I dw — 4 Jw 6w’ +12w —8
1 2 w
1, 8 y
J W’ —6w +12——|dw =4-[3w* - 3w’ + 12w —8Inw|
. w | : 2

|'..J|.|:.

|'..J|.|:.

K

Zwelte Maoglichkeit: Zuerst Substitution: w=x+2 dw=dx
ff-hc“ In(x+ 2|dx_4j|w 2| Anw - dw

Jetzt erst partielle Imegratu:}n.
U=(w-2) =w?—4w+4 = u=1w’ 2w’ +4w
1

=Inw = V'=—
W

ergibt:

:4[Inw-[}w‘3—2w2—4w:]_-f— ({w?—2w+4)dw

| - ___‘r._-.

_4[Inw [ w? —2w? 4w1- —4|9w -w* +4W|
:4[|n2.1=—8+B}|-4.D—4.|——4-8] 4[4
=4[%.In2-1-1]=4[%In2-2]=2.In2-

—1+4]
~ (0,28

I
'“IE -nl

Aufgabe 88:

Man bestimme die folgenden Integrale mittels Partialbruchzerlegung:

8x X+2
a)J. - dx b)J. dx )J‘ZX +18x—-24
X*+2x-3 —2%x% +x x2 +6x—16

= 4.[3-3+12]-%.[§-12+24—8In2] = 4. (£ +8In2) = £-In2—

& ~.0,28
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Losung:
a)
X2 1+ 2% 3= (x—1)x+3); & _ A B _(A+B)x+3A-B
x> +2x—-3 Xx-1 x+3 (x—1)x+3)

A+B=8;3A-B=0 ™~ A=2; B=6

8x
—dx=2 ——2Inx +6Inx+3+c=In{x-1)(x+3
[ =2 2o T = 2bfdbimbced o (-2 (3
b)

X —2x? +x = x(x2 —2x+1): x(x—1);

_x+2 A B C AKXl +Bix-1)+Cx
x}P—2x+x X x=1 (x-1f x(x-1)°
2
_(A+B)* +(-2A-B+Cx+A A+B=0; -2A-B+C=1; A=2
x(x —1)?

~ A=2;B=-2;C=3

x+2 dx dx 3
d =2 -2 3 =2Ihx-2Ih|x-1-———
J' o I -[x—1+ j(x—l)z n|x—2In|x—1 e

( : T :
=l —| ———+c¢
x-1 x—1

c)
2x% +18x - 24 6Xx+8
2+ :2+2—+; X% +6x—16 = (x—2)x+8);
X* +6x-16 X +6x-16
6x+8 _ A B _(A+B)x+8A-2B A+B=6;8A_2B=8
x? +6x—16 X—-2 X+8 (x—2)x+8)
~ A=2; B=4

IZx2+18x—24

dx=2jdx+ZI d +4'|‘ dx =2x+2In|x—2/+4In|x+8/+c
X2 +6x—16 X—2 8

X+

= 2x+|n((x—2)2(x+8)4)+c

Aufgabe 89:

Bestimmen Sie eine Stammfunktion

f(x)= x> —6x° —33x + 22
~ (x=2)x+2)x-5)x+3)
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Losung:

(o B¢ 322 & 1 2 1 1
(x—2)x+2)x - 5)(x+3) (x-=2) (x+2) (x-5) (x+3)
= F(x)= If(x)dx=j 5 R R

) (x+2) (x=5) (x+3)

I(x 2)dx+-[ X+2) o= J-x SdX Ix+3)x
In(x - 2)+2ln(x+2) In(x—5)—In(x+3)+C
B (x 2)x+2)° . x*+2x*—4x-8
B (x 5)(x +3) +e=h x> —2x+15 e

Aufgabe 90:

Bestimmen Sie eine Stammfunktion

F(x)= 4x% —18x% +15x—4
(x=2)*(x+5)

Losung:
4x% —18x% +15x—41es 1 1 2 3
f(x)= 3 - B 2~ 3 T
(x-2) (x+5) x-=2 (x-2)" (x-2) x+5
2 3
dx —d — dx — dx+ | ——dx
I '[(x 2)° '[(X—Z)B x+5

1 1
=Ih(x-2)+ + +3In(x+5)+C
(X2 gy TG

Aufgabe 91:
Fir k>0 ist die Funktion fx gegeben durch fi(x)=k(-x3+3x+4).

Bestimme k so, dass der Graph von fx mit der Tangente im Hochpunkt eine Flache mit
dem Inhalt von 45 einschliel3t.

Losung:

Hier benotigt man Kenntnisse aus der Differentialrechnung, im Bereich ,, Funktions-
untersuchung”. Auch bei solchen Aufgaben kann man Schritt fiir Schritt vorgehen:

1. Bestimmung des Hochpunktes
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f(X) =k(—x3+3x+4); f'(x) =k(=3x2+3); f "(x) = —6kx
NotwendigeBedingung : f '(x) =0
0=k(-3x2+3)|:k

0=-3x2+3

X=+-1

HinreichendeBedingung : f '(x) =0A f "(x) #0:
f "(1) = -6k < 0: Hochpunkt

f "(—1) = 6k > 0:Tiefpunkt

An der Stelle x=1 liegt ein Hochpunkt vor.
H(1; 6k)

2. Bestimmung der Tangente im Hochpunkt

Dazu kann man sich erst mal fiir ein bestimmtes k eine Skizze anfertigen:

¥ = (XB)+ 3 Ked
Y=8 y
i

Wie man leicht sieht, verlauft die Tangente parallel zur x-Achse durch den Hoch-
punkt. Also ist die Tangentengleichung t(x)=6k.

3. Bestimmung von k

Nun geht man ganz normal vor, wie ihr es in meinem ersten Artikel unter Abschnitt
5 gelernt habt.

3.1 Gleichsetzen der beiden Gleichungen, um die Schnittpunkte zu bestimmen:
6k =k(—x3+3x+4)

6k = —x3k + 3kx + 4k | -6k

0 =—x3k +3kx -2k

Nun bestimmt man mit Hilfe der Polynomdivision die Nullstellen dieser Gleichung
bzw. die Losungsmenge dieser Gleichung.

So erhélt man x1=1 und x»>=-2

3.2 Aufstellen des Integrals
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.l[t(x) — f(x)dx =45

[ (Bk + ke —3kx— 4k)dx = 45
-2

1

[ (ko= 3kx + 2K) dx = 45
-2

1 2
_+_
44
6,75k = 45

k( )—3k(%—§)+2k(1—(—2)) =45

k=6<

2
Fur k =6§ schlieBt die Tangente im Hochpunkt von f(x) eine Flache mit dem Fla-

cheninhalt 45 ein.
Aufgabe 92:

Der Graph einer Funktion f mit f(x)=x"+ax3+bx2+cx+d hat den Punkt P(0; 1) als

Sattelpunkt. Der Flacheninhalt der Flache, die die Tangente durch diesen Punkt und der
Graph von f einschlieBen, betragt 5000. Wie heilt die Funktion.

Losung:

Diese Aufgabe erfordert weitere Kenntnisse aus der Sekundarstufe I. Ihr kennt be-
stimmt eine Aufgabe, bei der man eine Funktion mit bestimmten Eigenschaften be-
stimmen sollte.

Dieses eventuell vorhandene Wissen misst ihr bei dieser Aufgabe mit einflieRen
lassen.

1. Bestimmung der Ableitungen

f(X)=x* +ax3+bx2+cx+d; f'(x) = 4x3+3ax2+ 2bx +c; f "(X) =12x2 + 6ax + 2b;
f "(x) =24x +6a

2. Bedingungen aufstellen

Aus der Information, dass P(0; 1) ein Sattelpunkt ist, kdnnen wir drei Bedingungen
aufstellen:

1.1'(0)=0
2.1"(0)=0
3.f(0)=1

Daraus folgt:
1.f'(0)=0—>c=0
2.f"(0)=0—->b=0
3.f(0)=1—>d=1
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Somit bleibt folgende Funktion Gbrig:
f(x)=x"+ax3+1

Nun fehlt uns eine 4. Bedingung, um den Parameter a zu bestimmen und diese Be-
stimmung steht im Aufgabentext ,Der Fldcheninhalt der Flédche, die die Tangente
durch diesen Punkt und der Graph von f einschliefSen, betrdgt 5000. Wie heifdt die
Funktion.”

Nun bendtigen wir das Wissen aus meinem ersten Artikel Gber die Einfihrung in die
Integralrechnung.

3. Berechnung der Tangente

f'(0)=m=0

m=0; P(0;1)

t(x)=1

4. Berechnung der Schnittpunkte von f(x) und t(x): f(x)=t(x)

x*+axd+1=1

X*+ax3=0
x3(x+a)=0
x=0vx=-a

5. Aufstellen einer Skizze

¥ = K21
v=1

Y= K2R
Y=

=X

Die schwarze Flache hat den Flacheninhalt 5000.
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6. Aufstellen des entsprechenden Integrals

I Tt(x)— f (x)dx |= 5000

0

| [ @—x* —ax3~1)dx |=5000

0

| j (—x* —ax3)dx |= 5000

P G- NP SN
I (5 c )—a(0 4)| 5000

|—la5+1a5 |=5000
5 4
|a®|#0,05=5000]: 0,05
|a® [=10000
a=-10va=10
Es gibt zwei Losungen, da wir nicht wissen, ob a negativ oder positiv ist.

Bei den Funktion f(X)=x"+10x3+1undf (x) = x* —10x3+1 wird mit der Tangente im
Punkt P(0; 1) eine Flache von 5000 FE eingeschlossen.
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Aufgabe 93:

Bestimmen Sie die Flache die von der y-Achse, der Kurve, ihrer schiefen Asymptote und
der Geraden x=r (r>2) eingeschlossen wird.

x243x—-1

f6) = x+1

Losung:

7

. x* +3x -1
13) f(x)=—"—
(18) f(x)="— 7
Um die schiefe Asymptote zu bestimmen
benétigt man Polynomdivision:

(X +3x-1):(x+1)=x+2
—(x?+ x)

2x -1
-({2>f+2;

_3

Daraus folgt, dalk man die Funktion so zerlegen kann:

. x? +3x -1 3
f(Xx)=——— =x+2—-———
:\x} X+ 1 X X+ 1

Wegen lim 3 =0 ist y=x+2 die schiefe Asymptote.
D S

Nun kann man die schraffierte Flache berechnen
r* £ i 3 \.I ‘\.I. r 3
A[r) = J ‘ X+2—|\K+2—m£|;d)( = 'Dfmd)(
Wer nicht mit der Polynomdivision arbeitet, geht so vor:

r 2 _1) rx+2)(x+1) = (x> +3x -1 r
A[r)=J;x+2—x +3x 1'dx=j't‘ +2)(x+1)—(x"+ ). -3

x=]
ol x+1 | ) x+1 5 X+ 1

dx
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Dann folgt Substitution: u=x+1 also du=dx.

r=1
A(r)= J1 %du =[3Inu]" =3-In(r+1)-3-In1=3-In(r +1)
Ist r eine feste endliche Zahl, haben wir einen Flacheninhalt.
Lassen wir aber r gegen Unendlich gehen, dann geht auf die Logarithmusfunktion
nach Unendlich, so dal die ins Unendliche reichende Flache keinen endlichen Inhalt
hat. A

Aufgabe 94:

x° —8
X

(16) Gegeben ist die Funktion f{:x]=

Das Schaubild K, die schiefe Asymptote,

die x-Achse und die Gerade x=r (r>2)
begrenzen eine Flache. Berechne deren Inhalt A(r)
sowie deren Grenzwert flr r gegen Unendlich.

Losung:

b Fi)

b
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Jetzt ist es wichtig, zu erkennen, dal die Flache 4 \ l f
zwei verschiedene untere Begrenzungen hat, weshalb R

Man sie auch nicht auf einmal berechnen kann.

Die Teilflache A, istin diesem Fall ein Dreieck und kann entweder mit der
Dreiecksformel A, =1gh=1.-2-2=2 oder mittels Integral berechnet werden:

A1=j;xdx=|_%x3]f=2.
G 2% |,

Die Teilflache A, wird zunéchst als Flacheninhaltsfunktion berechnet:

Ty 7 r r r
Aet'r‘I=J'|x—;x—E., ‘dx:]%dx:-_ﬂ _ 844 8
ol U x)) > X L x, r r
" - 8 8
Gesamtflache: At‘rj=A1+A3(r)=2+4—?=6—?_
Grenzwertfur r >=:  A*=limA(r)=6, denn lex%=G

Aufgabe 95:

4 4] 2
-12 - 3x° -4
(7) —dx (8) ———dx
o X° 59X
3.7 2.2
X" -9 FX+2
(9) dx (10) dx /
T X 19X
8 2 2.3
~4x- -1 - X7 —4x+1
(11) dx (12) | ————dx
2
52X 12X
Losung:
4 4 a4 4
(7) [de=12-jx-2dx=12"— LY DS
1 X7 1 -1 ’ X 4
°3x%-4 . %1 4 1), 1. 4/ 1 [x 47T
8 dx =[] == — ldx=| =X ——| — Zi—
) ! o =1z /¥ 3% 8| xﬂ 13 9)(}
o2 04,4042 25
|“7 27 2711 27 27
3.2 3 Y - -
@ [~ _gd}n::“x—g‘dx=|%x3—9-lnx]?=|%—Q-In3]—[%—9-In1]=4—9ln3
7 X 1 X - o ) e
Ix2+2 1. 21 1 T |4 2 1.2
10 dx=[|=x+Z-— |dx =| — x> +=| = —+ZIn2 | -|—+=In1
(10) f Bx J1|\5X 5 %) {10}< +5"xl [10 5 J [10%”}
3 2
ﬁ+g|n2
B 4.2 8 \ 8
(11) [4" ‘1dx=j| 2x—1-1‘dx=rx2—llnx} =[64-1In8]-[16 - 1In4]
32X A 2 x/ [ 2 4 -

48-1(In8-In4)=48-1In2=48-1In2
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Aufgabe 96:

2
Gegeben ist folgende Funktion: f(x)=_)(( +12)’2(
X_

a) (10) Die Kurve und die x-Achse und die Geraden x=2 und x=4 begrenzen eine Flache.
Berechnen Sie deren Inhalt A;.

b) (5) Die Kurve und die x-Achse und die Geraden x=0 und x=-2 begrenzen eine Flache.
Berechnen Sie deren Inhalt A;.

Losung:
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fth
2 +2x
2)  f(x)=Z
@ (x) (x=1y ot |
x? —2x
a) j( _1)2 4
2 ~——
Substitution:
Uu=Xx-1= x=u+1= dx=du \E‘/ X
2 2 4 [
Ju+)+2(u+t) 3uP+4u+d . Y. 4 3)
A s du= du=[[1+—+=Jdx =
o u? ! J; v ! J:l YT b

3
A,=[u-4.lnu-g] =(3+4:In3-1)-(1-3)=4+4.In3 = &35

b) Nullstellen sind bei 0 und -2. Die Fléche liegt unter der x-Achse:

-2 -3
A2=jf( X)dx = lusd. Inju| - 37

0 G

| =[-3+4:n3+1]-[-143]=4:n3-4 0299

c) Polynomdivisdion:
(X% +2x)(x* - 2x +1) =1

-(x*-2x+1) = f(x)=1+ 4x—17
M (x=1y
4x -1
ua[ \ 174
By j1l #2X0 Hax=—[ 2T ax=  Substtution siehe oben.
_;glL (x—1) ) _3()(-'1)

4

u

4

-3/4 )
, TN o 54|l T j““*e’d - j [4 3 lax=4. |n|u|-—
-4 -4

r 37 3 4 13 16 13
A3 =‘L4'|n4—‘4—-"—‘:4'|nz+4]— ‘In §—7—4 In "'3—‘——4-

Fir A; ist auch dieser Ansatz méglich:

_m[ x2 +2x) _"‘(X—1)2—(x2+2x_) U4 Ay o1
A3—£11—(x-1)2} = Ty dx = .J;(X- 7 sdx  usw.
Aufgabe 97:
Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischen Weg (ohne Tafelwerk):
0
j 4x? - In(x + 2) dx
-1

Losung:
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[u]
félxz-ln{'x +2)dx 1. Méglichkeit : Zuerst partielle Integration:
1
u'=4x* = u=4x’
Partielle Integration: _ ) 1
v=Inx+2) = vi=——
' X+2
0 3 0 3
—[ain(x=2)" —4 [ dx=0-% X _dx Dann
5 \ '#1-1 3!1><+2 3£x+2
Substitution: w=x4+2 = dw=dx = x=w-2
n 3 e, W3 1 3 2
T R S (w—2) dwezt Y —Bw —|—12w—8dW
E‘-_f:>(—|—2 3~1r w 3f w

1
:%f W2—5W—12—%1dW:%-HW3—3W2+12W—8|nw:|;

=4 [1-3412]-4.[4-12424-8In2)=4%-(-£+8In2)=2.In2- % ~0,28

Zweite Moglichkeit: Zuerst Substitution: w=x+2, dw=dx
[ In(x+2)dx=4 [ (w2 -Inw-dw
-1 1

Jetzt erst partielle Integration:
u'=(w-2) =w?—4w+4 = u=1w’-2w?+4w

v=Inw = v'i=—

ergibt:

=4[|nw-(%w3 —2w? +4wﬂ 4

Caf(2w? 2w+ 4)dw

R —

=4[Inw-{:%w3 —2w? +4WUT —4[dw® —w? +4w]1:
=4[In2.(§-8+8)]-4.0-4.[2-4+8]+4.[1-1+4]
=4[ In2-1-1]=4-[5:In2-%]=2.In2-%~0,28

Aufgabe 98:

Zeigen Sie durch Rechnung, dass

If(X)= X -x-3 —In(|(x+2)2|j+ 3 icist.

X3 +5x2 +8x+4 |x+1| X+2

Losung:
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£(x) = x°-x-3

.
% 4+ +8x+4

Partialbruchzerlesung
Amnsatz fur die
e, o, Dm0,
f(x) = £ xR0 _ 1 2 i
(x+Di{x+2)(x+2) x+1 x+2 (x+2)

Hupremer A (x+2)7 + A, (x+ D(x+ 2+ Aj (x+1)
B (x+Di(x+2)(x+2)

Einsetzen im Zihler: x=-1: —-1=A4A,

,_
Il
(=

x=-=2: 3=-A,

U
e B

Il

L

x=0: 3=4A +2A, + A, >

Il
[

Aufgabe 99:

Das folgende Integral soll berechnet werden. (Nicht aus der Formelsammlung ablesen).

2 3
4x — x

—d
(x + 1) x
0

Losung:

Seite 128 von 322



Aufgabensammlung

Nenner mit mur einer doppelten Nullstelle, Grad Z2 > Grad N

4x — x°
(7) f(x)= (x+1)

Hier hat der Nenner nur eine doppelte Nullstelle.
Dann ist keine Partialbruchzerlegung erforderlich.
Die Substitution u=x+1 = x=u-1= dx=du
|6st das Integral:

N\ 1]
™,
+ 1 \ +

24x—x* . 24(u=1)—(u=1y :
:|4x dex=f (u )?(U ) q i
p(x+1) y u-
34u—4— (U7 307 +3u—1 3P +3u U '
ZI ( : )du=| u+3u?+u Sdu
1 u 1 u-
=j:'r.—u+3+1—ill‘dx=[—iu2+3u+|n‘u‘+§T=—5+1+9—3+|n3+1—3zln3==11
A u u) ? U 272 '

Aufgabe 100:

Das folgende Integral soll berechnet werden. (Nicht aus der Formelsammlung ablesen).

-1 3
x* -8
A= _-l;—xE —. 7

Losung:
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

x> -8 x> -8 (x)
8) f(x)= =
®) f(x) x*=3x"  x*(x-3) T 14T
Gesucht ist die Flache zwischen der
Kurve, der x-Achse und den Geraden
x=-1und x =-4:

-1 3
x -8
A= _jr — 29X

Zuerst missen wir den Funktionsterm so

zerlegen, daf} der ganzrationale Anteil 1 2
herausgezogen wird und ein echter

Bruch (mit Grad Z < Grad N) Ubrig bleibt.

Dies geht entweder trickreich so:

x*-8 X' -3x*+3x°-8 x°-3x° 3x°-8 . 3x* -8

f(x)= = = + —=1
(x) x® —3x7 x® —3x° x*=3x"  x*-3x x* —3x°
oder man erreicht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x* +0x" —8): (x> —3x*)=1 3x? 8
—(x* —3x? = f(x)=1+—=—
=) (x)=1+ x? —3x?

3x* -8

Nun mufld man fir den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die
dann eingesetzt wird, wenn wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle
auftauchen.

3x*-8 A B C _AX(x-3)+B(x-3)+Cx* (A+C)x’+(-3A+B)-3B

EEAE—— + + =
x*-3x> x x> x-3 x”(x-3) X’ (x-3)
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man dieses Gleichungssystem:

Ain (1): C=3-A=3-2=

: 3x2-8 & 8 19
Ergebnis: o2 7% 8,3, 9
? x*-3x> x x* x-3
8 8 19
Somit haben wir jetzt f(x)=1+2+32 + 9
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Berechnung der Flache:

<1 x*_8 . 8 8 19 -
A :imdx: j(1+i+%+L3]dx:[)(Jrgln\x\—%+%In\x—3u41

° X X X-
(Der letzte Term wurde mit Substitution u = x -3 und folgender Rucksubstitution
integriert).

A:—1+4+%Igoj—gln4+%—§+%ln4—%ln7:S—gln4+§ln;z 2,59

Aufgabe 101:

Bilden Sie durch Rechnung zu folgender Funktion f(x) die Stammfunktion F(x).

2x3 — 5x% — 26x + 15

x =
f() x?—=2x—-15
Losung:
203 542 96 + 15
T — 25 — 15

Paat —pery - - - . . - - e .
(1) Da der Zahlergrad grofer als der Nennergrad 1st, wird eine Polynomdivision vorgenommen:
¥ Br? — 26r 4+ 15 5 { Dy
— 2r — I w—
2 —2r — 15 2 —2r—15

I iy 2 [y E - E

() und(@) =* —2r —15=(z—+3)(z - 5)

s P 3 . . . .
(4) Ansatz fiir den echt gebrochen rationalen Anteil:

2z A B

| e

(r+ 3)(x —5) T+ 3 r—5

(5) Die Hauptgleichung entsteht durch Multiplikation mit (r + 3)(z — 5):
2r = Alr —5)+ Bixz + 3)
Einsetzen von © = —3 ergibt —6 = —84, also A = 3/4.
Einsetzen von © = 5 ergibt 10 = 84, also B = 5/4.
Diammit 1st
25% — 52 — 26z + 15 3/4 a4

R
o = & B =
2 —2¢ — 15 t+3 -5

F()—23 +31(+3) 51 5
X —3x X 4nx 4n(x )
Aufgabe 102:

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von dem Graphen der Funktion

f(x) =x3-3x2+4

und der Tangente im Maximum umschlossen wird. Die Integrationsgrenzen sollen auch
berechnet werden.
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Losung:

Max(0 | 4), Min(2|0)

2 — 32 +4=1 . r1=0. x9=23
3 A 3

/ (4 -2 4322 —4)dx = I _

J0 ! 4 4

0

Aufgabe 103:

Bilden Sie durch Rechnung zu folgender Funktion f(x) die Stammfunktion F(x).

£ 2 Ccosx
x =
1+ sinx
Losung:
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(12) (“—‘.’“m Substitution: u=1+sinx = du=cosx. dx
S1+sinx
={gdu=2-lnu+C=2-In[’1+sinxj+C
- u -
.II.},
4+
] 6
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Aufgabe 104:

Berechnen Sie folgendes Integral. (Der Rechenweg muss erkennbar sein)

Losung
(7) ];'In);—iédx :Jj[ln(x+2)—ln(x—2)]dx = J:In(x +2)dx—]:ln(x—2)dx

Die weiterhelfende Grundidee ist die, das Gesetz In% =InZ-InN anzuwenden.

Dies geht nur dann, wenn die neuen Teil-Logarithmen fur die Grenzen 3 und 4
definiert sind. Durch Einsetzen dieser Zahlen in die Terme In (x+2) und In(x - 2)
erkennt, man, dass dabei das Argument nicht negativ wird.

Als nachstes wurde das Intergral in zwei Teilintegrale zerlegt. Beide werden nun
getrennt berechnet und substituiert.

4
1. Teilintegral: J'In(x+ 2)dx  Substitution: u=x+2, du=dx
3

Inudu:[u-ln u—u]i

—

4
2. Teilintegral: jln(x—2)dx Substitution: u=x-2, du=dx
3

2
:J'Inudu:[u—lnu—uL2
1

Nun setzen wir alles zusammen:

len);—tidx:[u‘ln u—u]z—[u-lnu—u}
:[6-|n6—6]—[5-In5—5]—[2-|n2—2}+[’I‘In1—‘l]

=6:IN6-5:INn5-2:In2~1317

2
1

Aufgabe 105:

Berechnen Sie folgendes Integral. (Der Rechenweg muss erkennbar sein)

e* - cos(x) dx

S Y—— I3
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Losung:

w2
(17) [ e -cosx dx

—Tmi L

Partielle Integration.

u'=e” = uU=g"

V=CO0S5X = V' =-5InX
| e cosxdx=[e*-cosx|  + [ e cosxdx
=12 T a2

Nachste partielle Integration:
u'=e* = U=g"
V=SinX = V' =C0oSX

1'.|LE _ ] _1:.'.2
| e"-cosxdx=|e"-sinx|

.l —=i2

Zusammengesetzt:
w2 oD . ol w2
| e*-cosxdx=[e -cosx] = +[e*-sinx] - [ e cosxadx
—al2 e ST
=2 ni2 nl2
2 [ e*-cosxdx=[e"-cosx| +[e*-sinx]|
—ni2 - o
=2 w2
2 [ e*-cosxdx=[e" (cosx+sinx)|"
o
Also folgt:
ni2 i3
_ 1 i
[ e -cosxdx=1[e*-(cosx+sinx)]
-=/2
’ N 4 ™y

er:.'z

=

COSZ+sinz ‘— e™’*
g
B i/ \

cos(—z)+sin(-2)|[=1-(e"? +e™?)~ 2,51
¥ ) . .

1Ly|

Aufgabe 106:

Berechnen Sie folgendes Integral. (Der Rechenweg muss erkennbar sein)

Seite 135 von 322



Aufgabensammlung

9
f(x—1)-(x+2)2dx

Losung:

1. Nennernullstellen:

Die Nennernullstellen von lassen sich direkt ablesen. Es gibt die einfache Nullstelle x,=1 und
die doppelte Nullstelle ~ x,,=—2
also. x=1  x,=-2  x;=-2

2. Zerlegung in A.B:

Da es hier drei Nullstellen gibt, muf3 es auch drei Zihlervariablen geben:

9 A B C
(x=1)-(x+2)* (x=1)  (x+2P  (x+2)

9 CA{x—=1)+B(x—1)+C-(x—1)(x+2)

2 ‘ . W2

(x—=1)(x+2)° (x—=1)(x+2)

also: 9=A-(x—1)+B-(x—1)+C-(x—1)-(x+2)
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X Berechnung AB.C:

mitxy =1 :
‘_~7'=_:ﬂ.-[l+2]2 + B{1-1) + C-(1—=-1)-{1+2)

9=A4-3 + B0 + C-03

mitxy = -2 :
O=A-(—2+27 + B(=2—1) + C{=2—1){=2+2)

9=A-0 + B-3 + C-—30

9=-3.8
B=-3
mitxy = -/ :

0=A- (=142 + B(=1—-1) + C(—1—1)(—1+2)
9=A-1 + B-—2 + C-—21
9=1-1 + -3--2 + C--2 — A und B eingesetzt !

9=1+6+-2-C

alsoistA =7, B=-3und C=-J.
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4. Partialbruch schreiben:

9 1 L 3 L 1
(x—1)(x+2)7 (x—1) (x+27) (x+2)
9 1 . =3 -
alsoe = dx — dx + [ dv + —— dx
Sa—1)(x4+2) [ lx—1) - ;_:.-—2]2 J [x+2)
5. Integral ansrechnen:
9 1 L _
— dx [— dy + | > dv + J — dx
Sla—1)a+2) Ylx—1) Yx+2) (x+2)
4 . : . o .
7 dx=In{x—1)+———In{x+2) +C
(x—1)(x+2) x+2

Aufgabe 107:

Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischem Weg, dabei sollen die einzelnen Re-
chenschritte erkennbar sein.

8x?% —2x — 43
f dx

x3 —x2—16x — 20

Losung:

j 8x2% —2x — 43
X3 —x2—16x—20""

8x% — 2x — 43 p
x+2)2(x—-5"
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Der Integrand ist echr gebrochenrational und wird in Partialbriiche zerlegt. Zunichst bendtigen wir die Nullsrellen des
Nenners:

+2)7(x-5=0 = x,=-2, x3=5

Ihnen ordnen wir folgende Partialbriiche zu:

B
xyz = —2 (doppelte Nullstelle) — + —
x+2 x+2°
L C
X3 =5 (einfache Nullstelle) —
x—35
Der Partialbruchansatz lautet damit:
8x? — 2x — 43 A B C

G127(-5 32 Gr2p x-3

Um die unbekannten Konstanten A, B und C bestimmen zu kinnen, miissen die Briiche zunichst gleichnamig
gemacht werden (Hauptnenner: (x + 2)° (x — 5)). Die Briiche der rechten Seite miissen daher der Reihe nach mit

{(x +2)(x = 5), (x = 5) und (x + 2}2 erweitert werden:

$x? —2x—43 Al +2(x-5) +Bx -5+ Clx+ 2)?
x+2)7(x=-5) (x+2)7(x-5)

Da die Briiche der beiden Seiten im Nenner {ibereinstimmen, miissen sie auch im Zihler tibereinstimmen :

Bx? = 2x—43 =A(x+2)(x -3 + B(x -5 + C(x 4+ 2)°

Diese Gleichung gilt fiir alle reellen x-Werte. Wir setzen jetzt der Reihe nach die Werte x = —2, x = 5 (d. h. die
Nennemullstellen unserer gebrochenrationalen Funktion) und zusiitzlich den Wert x = 0 ein und erhalten ein gestaf-
feltes lineares Gleichungssystem fiir die drel Unbekannten A, B und C:

PR - _7-_78 = B=1

= M/ = C=3

ko]

Il

L

4

=

-1
I

-x= 0‘ = 43 =-10A-5B44C=-10A-5-144-3==-10A4+7 = A=5
Somit gilt A =35, B =1 und C = 3, die Partialbruchzerlegung lautet daher:
8x? — 2x — 43 5 1 3

{x+2}3{.:—5}_-‘+2+{x+2}3+x—5

Die Integration der Partialbriiche fiithrt auf drei einfache Integrale, die mit den angedeunteten Substitutionen geldst
werden:
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u u u
d duv
u=x+ 2 _u=| dx =du und v=x-35 _r=| dx=duv
dx dx
dx dx dx du du duv
I = + =5 —_— 1+ —_—
x+2 (x +2)° x—35 u U= v
d ’ dv -
— J1+Ju--du+3-Ji=ﬁ In|u| + 22— +3-In|v|+ C=
u rl —_
|
=5-Inju|-—+3:-In|v|+C
u
Durch Riicksubstitution (1 = x 4+ 2, v = x — 5) erhalten wir schlieBlich die folgende Lisung:
8x? — 2x — 43 I
I = - dx=5-In|x+ 2| - +3-Injx-5|+C
(x +2)° (x = 5) x4+ 2

Aufgabe 108:

Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischem Weg, dabei sollen die einzelnen Re-
chenschritte erkennbar sein.

er
d
fl+ex x
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Die Substitution u = 1 + e* fiihrt zu einer Vereinfachung im Nenner des Integranden. Somit gilt (versuchsweise):

du =%, dx = ﬂ

w=1+e", —
dx e*

Durchfiihrung der Integralsubstitution:

2x 2x X x x
e e du et - e du e
I = [ dx = C— = [ . = | —du

x=|— =
I + e~ 1w [ u ex 1w

Um die alte Variable x vollstindig aus dem Integral zu entfernen, losen wir die Substitutionsgleichung u = 1 4 e*
nach e* auf und setzen den gefundenen Ausdruck e* = u — 1 ein. Das Integral [ lisst sich jetzt leicht 15sen:

o X —1 1
I:[L—duz["—du:[(l——)du:u—ln|u|+(.’
Jou A u J u

Aufgabe 109:

Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischem Weg, dabei sollen die einzelnen Re-
chenschritte erkennbar sein.

4
fcosz(x) x

Losung:

— 4
fcosz(x) x

Wir zerlegen den Integrand f(x) =

wie folgt in ein Produks aus zwei Faktoren u und v':

cos - X
. x 1
flx) = — = X - — = u v’
COS~ X oS~ X
e S——
u 'L"
. . 1 . . . .
Begriindung: Diese Zerlegung hat Aussicht auf Erfolg, da v’ = — bekanntlich die Ableitung von tan x ist
Ccos = x
Mit der gewiihlten Zerlegung
] l . i
H=x, v = ~ und damit w" =1, v =tanx
Ccos~ X
fuhrt die partielle Integration zu folgendem Ergebnis:
x 1 f /
I = — dx = | x- —dx = |uv' dx=uv — |uvdyx=x-tanx — | | -tanxdx =
J cos=x 008~ X . . .

=x-tanx — [[Em.td.t =x-tanx — [,

——
1
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Das , Hilfsintegral™ I, ist zwar kein Grundintegral, ldsst sich aber durch eine Substitution leicht 16sen, wenn man die

. . . sin x
trigonomeirische Beziechung tan x = —— beachtet:
cos X

sin x
dx

I = [tanxdx= [

Cos x

Im Zihler steht — vom Vorzeichen abgeschen — die Ableifung des Nenners, das Integral [, ist daher durch die Sub-
stitution u = cos x wie folgt losbar (— FS: Kap. V.3.12, Integraltyp E):

. du
U =cosx, — = —sinx. dx= -
dx —sin x
sin x in x du 1
IN = | tanxdx = dx = : — = — | —du= ~In|u| +C = ~Infcosx| + C
] ] cos x ] u — sin x ] u

Fiir das vorgegebene Integral [ erhalten wir damit die Losung

—
Il

X
[ — dx =x-tanx — [, = x-tanx — (—In|cosx|+ C) =x -tanx + In|cosx| — C =
J cos? x

=x-tanx+ Injecosx|+C* (C* =-0C)

Wir ,verifizieren” das Ergebnis, in dem wir zeigen, dass die 1. Ableitung des unbestimmiten Integrals zum Integran-
den fithrt. Dabei verwenden wir in der angedeuteten Weise die Produktregel (1. Summand) und die Kettenregel
(2. Summand):

JZI'I&[II+1[1|COSI|+C* :u'i,1+ln|f|+(f.".c

S p—
u (] t

1 1 1 .
'=wv+v'u+—-t'=1 -@anx+ — - x +—— - (—sinx) = tanx + — — tanx = ——
t Ccos- x COs X cos- x cos-x

(unter Verwendung der trigonometrischen Beziechung sin x/cos x = tan x)
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 110:

Berechnen Sie folgendes uneigentliche Integral. Gegen welchen Wert strebt die Flache?

0

1
f x-(In?(x) — 1) dx

e2

Losung:
oo r

1 , 1
J‘x-(hﬁ(x)—-l)dxzzggg>2 (2t — ) &

eZ
Subst.:

u =In (x)

li !
r1—>12> uz —1
2

Partialbruchzerlegung:

A B A(u-1+Bu+1) x(A+B)+ (B-A)
W+D) WD  @+fDE-1  @+Dha-D
A+B=0

B—A=1

B—1 dA= !
= undA=—o

2

r 1 r 1 r
I f 2 +f 2_qu=li 1f ! LI
1m = lim — —
me] W+ ) - T w2 -1 @+ "
2 2 2

1 R BN
rll_)rgz [ln(u - 1) —In (u + 1)]2 - rlLrgE [ln ((u + 1))]2

- iz (=) - () =2l () =2l G-

Aufgabe 111:
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Berechnen Sie folgendes Integral.
2
f 4x d
X
J Vx? + 4

Losung:

N

2

X
—d

£x+4x

[ ]

Kennzeichen dieses Intergrals ist der quadratische Radikand x* + 4,
dessen Ableitung bzw. ein Vielfaches davon im Zahler steht.

Substitution: u=x’+4 = du=u"dx=2xdx
Also ist xdx=Z1du und 4xdx=2du !l

Der Faktor x verschwindet also im neuen Differential du.
Grenzen: x,=0 = u, =4, x,=2 = u,=38

1

J%4—de=j'%du=2}u_%du=2- ﬁ =4[&]i =48 -4.2=82-8
0 4 4

x> +4 5

Aufgabe 112:

Berechnen Sie folgendes Integral.
2

.f 2-cos(2 —x)dx

T
2=

Losung:
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2
_[2005(2—x)dx Substitution: u=2—-x = du=-dx = dx=-du

2=
2

0
=-2 j cosudu = -2[sinu]’ | = 2(sin0-sinin)=-2(0-1)=2

Aufgabe 113:

Berechne Sie die Flache die von der Kurve und der x-Achse eingeschlossen wird.

Die Funktion lautet:

1
_ 4 _ 3
f(x) = 16 (x* —6x° +32x)
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Losung:
Beispiel 15 f(x) = (x* -6x° +32x) \ ty /
3
f hat die Nullstellen -2, 0 und 4. Gesucht ist die Gesamtflache, \ 2 W /
die das Schaubild K und die x-Achse begrenzen. \ ' I /
X
.. 1 1 2 3 4 5
Losung /i

Wir missen die beiden Teil-Flachen getrennt berechnen.

Zuerst die rechte Flache:
4
4
A= [(x -6 +32x)dx = [ £x° —2x* +16X7 | =(1-4° 34" +16.47)
0

Den Faktor % kann man als konstanten Faktor vor das Integral ziehen.

Achtung: Ausklammern von 4* vereinfacht die Rechnung bedeutend (16-4% =4%.47 = 4%):
4 -
A= 4 (5-31) =161 16 3%

Nun die zweite Flache.

Da diese unterhalb der x-Achse liegt, vertauschen wir die Grenzen, damit sie einen positiven Inhalt

erhalt:

" P32 67)

)
A, :lj'(x“ —6x> +32x ) dx :%[%xs -3xt +16x2] ’
0

Jetzt klammern wir 2°=8 aus (2-2* =3.2%):

Ao =k-8(-4-3+8)=1-(-4+5) =¥ =§

Gesamtflache:

_ 24 21 _ 48421 _ 69 _
A=A +A =5 +35="=34=69

Aufgabe 114:
Ermitteln Sie folgende Stammfunktion rechnerisch.

—x% 4+5x—2
f3—dx
x3 —x

Losung:
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245 —2 A B C
_ = —
rlx+1)(xr—1) T (z+1) (z—1)

—? 452 —2=A(x+1)(xr—1)+Bzx(z - 1)+ Cx(xr +1)
—x? 45 —2=Ar - A+ Ba?— Br+Cz*+ Cx

—1* 450 —2=(A+ )z’ + (A+B+4C)z + (-2A — B+ 4C)

—1=A+B+C
5=—-B+C

_2:_14

14:2 B:——l (W:l

—x? 4+ 50— 2 2 4 1

x4+ 1)(z—1) ;}J_;]J+1+;}J—1

/f(x) de=2In(z)—4In(z+1)+In(z—1)+ K
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Aufgabe 115:

Ein Polynom 4. Grades hat zwei Tiefpunkte auf der x-Achse bei T1(0]0) und T»(4|0). Der
Funktionsgraph verldauft auBerdem noch durch den Punkt P(2]|240). Berechnen Sie die
Flache, die zwischen den beiden Tiefpunkten von dem Graphen von f(x) und der x-Achse
eingeschlossen wird!

Losung:

Aufstellen der Funktionsgleichung: Ich stelle das Polynom in allgemeiner Form sowie
die erste Ableitung dar, bevor die Bedingungen aufgestellt werden.

flz) = ax' +b* +ex? +dr+e
flx) = 4dar®+3bz +2cx+d
Punkt (0/0) = fO)=0 = (1) Oa+0b+0c+0d+e = 0
Punkt (4|0) = f(4)=0 = (2) 256a+64b+ 16c+4d+e = 0
Tiefpunkt bei z; =0 = f(0)=0 = (3) Da+0b+0c+d = 0
Tiefpunkt bei o =4 = f'(4)=0 = (4) 256a +48b+8c+d = 0
Punkt (2|240) = f(2)=240 = (5) 16a +8b+4dc+2d+e = 240
Aus Gleichung (1) und (3) folgt sofort:
(1) e = 0
(3) d = 0

Ubrig bleibt ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung:

(2) 256a+64b+16c = 0
(4) 256a-+48b+8c = 0
5

(5)  16a-+8b+4c = 240

Mit einem beliebigen Lésungsverfahren erhalt man:

a = 15
b = —120
c = 240

Damit lautet die Funktionsgleichung: | f(z) = 15z* — 1202* + 24022
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Flachenberechnung: Die Integrationsgrenzen 0 und 4 sind bereits durch die z-Koordinaten
der Tiefpunkte bekannt. Daher kann die Fliache direkt angesetzt werden.

A = 7 f(z)dz

4
- ] 1527 — 1202 + 24022 dr
1]

= [32° — 302" + 8047
= (3-4°-30-4"+80-4°) — (3-0° = 30-0" + 80 0°)
= (3072 — 7680 + 5120) — 0

A = 512

4
0

| A=512 Flicheneinheiten |

Aufgabe 116:
Bilden Sie rechnerisch die Stammfunktion von folgendem Integral:

sin(x) — cos (x) d
f sin(x) + cos (x)

Losung:
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(m.) 3= I%dxz J.___: =—In(|z])+ G =—]11ﬂcos(x)+ sin(x)DJr af
Substitution: = := cos(x)+sin(x) = d'_i = —sin(x)+ cos(x) = (sin(x) - cos(.\‘)) dx=—d=

Aufgabe 117:

Berechnen Sie folgendes Integral.

0
fZeX-VBeX+ 1dx
21
Losung:
0 0 l 0 .
/QEI V3t lde = | 26" /> ;; = / %z% dz = B é:lﬂ = E(%{ ® + 1)15}—1
4 5 5

Aufgabe 118:

Das neue Eingangs-Logo der FuBballweltmeisterschaft in Brasilien soll als Skulptur aus
zwei Bogen auf einer Wiese vor dem Haupteingang errichtet werden. Um eine bessere
Berechnung zu ermoglichen sind die gekrimmten Linien y-achsensymmetrische Para-
beln zweiter Ordnung. Die Langeneinheit des Koordinatensystems, in dem die Vorfla-
chen liegen, betragt 1m.

a) (5) Ermitteln Sie anhand der Abbildung die Gleichungen der Parabeln.

b) (5) Berechnen Sie die dunkelgrau dargestellte Vorflache der beiden Bégen. Die Skulp-
tur soll aus Beton gefertigt werden und 1m breit sein. Berechnen Sie die Masse der
beiden Bégen (1 dm3 Beton wiegt 2,4 kg)

+y
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Losung:

Aufgabe 2:

a) f(r)=az’+c f(0)=4 = c¢=4 f2,4)=0 = 5,76a+4=0 = a:—%
glzy=br?+d ¢g(0)=36 = d=3,6 ¢(1.6)=0 = 2.56b+3.6=0 = b= f%
Also gilt f(z) = f%xg + 4 (duBere Parabel) und g(z) = f%ﬁ —+ % (innere Parabel).

1,6 —1
b) Linker Bogen: A = / f(z) de + / (f(x) — g(x)) dr =" 0,048 + 0,975 = 1,923
—2.4 1,6
Die Vorderfliche des linken Bogens hat einen Flicheninhalt von 1,923 m?.
V=A-h=1,923m? -1 m=1,923 m* = 1923 dm* m = 1923 dm? - 2, 4(111"53 ~ 4614,6 kg.
Der linke Bogen wiegt also ca. 4,615 t.

1,6 24
Rechter Bogen: A = f (f(x)—g(x)) dr+ ff(x) de 1,437 +0,948 = 2,385
0,4 1,6
Die Vorderfliche des rechten Bogens hat einen Flicheninhalt von 2,385 m?2.
V=A-h=2385m 1 m=238 m® = 2385 dm’ m = 2385 dm® - 2, 4% ~ 57236 kg.
Der rechte Bogen wiegt also ca. 5,724 t.

Seite 151 von 322



Aufgabensammlung

Aufgabe 119:

Bestimmen Sie auf rechnerischem Weg die folgende Stammfunktion.

f 3x% — 19x + 32 q
X3 — 11x2 + 35x — 25

Losung:

Wir ermitteln eine reelle Nullstelle durch ausprobieren der Teiler von 25, und erhal-
ten z.B. 1 = 1. Polynomdivision liefert

(23 — 1122 + 352 — 25) : (z — 1) = 2% — 10z + 25,

so dass
23 — 1122 + 352 — 25 = (z — 1) - (2% — 10z + 25)

gilt. Die (einzige und damit doppelte) Nullstelle von 22 — 10z 4+ 25 ist x5 = a3 = 5.
Also 1st
23— 1122 4352 =25 = (. — 1) - (z — 5)2
Der Ansatz lautet nun
322 — 192 + 32 322 — 192 + 32 oW as as

23— 1122 4+352—25  (z—1D)(z =52 x-1 to-s " (z—5)2

Die Methode des Koeflizientenvergleiches ist mdoglich. fithrt aber zu einem 3x3-
Gleichungssystem. Daher ermitteln wir @y mit durch Multiplikation mit (z—)? und
den Rest durch den Vergleich:

3xr2 — 19z + 32 ap as as
G-Dr—5f  1-1Tz-5 (w_sz I"=71
322 — 192 + 32 ag(x — 1)  asg(z—1)
(x —5)2 - T =5 i (r —5)2
r=1 16 -
T
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Daher
322 — 192 + 32 B 1 L sy N as
(r—1D(x=52  z—1 x-5 (r—05)2
(=5 +ay(z—1)(z—5)+as(x—1)
B (z = 1)(z —5)?

22(1 4 ag) + 2(—10 — Gag + as) + (25 + Say — a)
(x —1)(z —5)2

Koellizientenvergleich liefert
1+ay=23 — 10 — 6ag +ag = —19 25 + bay — a3 = 32
Aus der ersten Gleichung folgt as = 2 und damit aus der zweiten (oder auch dritten)
as = 3. Also
322 — 19z + 32 1 2 3

T 112 +35r—25 -1 7-5 (=5

Aufgabe 120:

Die Parabel f(x) = x? (x = 0), die Gerade y=4 und die y-Achse umschlieRen eine Fliche
A. Welche Parallele zur x-Achse halbiert die Flache A?

Geben Sie die Gleichung dieser Parallelen an.

Losung:

2

szdx = [lx*”]z =§
3 1, 3

0

Die eingeschlossene Flache:
8 16

A == 2 ' 4 - § = ?

Die Halfte davon ist: g

Folgende Bedingung gilt:

Ve
c-Ve— | x?dx =<

0

Ve

1 8
. —_1=-,3 —
¢-e 3x]0 3

1 8
C\/E—§C'\/E=§
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2 8
§C.\/g:_

3

cJc=4

¢ =342 = Y16 = 2,52
Aufgabe 121:

Bestimmen Sie das folgende Integral auf rechnerische Weise. (Die Integraltafel in der
Formelsammlung kann zur Lésungskontrolle verwendet werden).

J.xz -eXdx

Losung:

fxz -eXdx

1. Partielle Integration:
fx-exdxzu-v—fu’-v dx

u = x? u' = 2x

v =e* v=e
jx-exdx=x2-ex—J2x-ex dx

1. Partielle Integration:

ij-ex dx
u=2x u' =2
v =e* v=e*

ij-ex dx=2x-ex—12-ex dx
Gesamt ergibt sich:
jxz-exdx=2x-ex—(2x-ex—12-ex dx>=2x-ex—2x-ex+J2-ex dx
=x?-e*—2x-e*+2-e* =e*(x*—2x+2)
Aufgabe 122:

Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischem Weg, dabei sollen die einzelnen Re-
chenschritte erkennbar sein.

J —x% + 16x — 18
B —xZ—8x+12%
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Losung:

—1? + 162 — 18
3 — 2 — 8 412

Als erstes miissen wir den Nenner faktorisieren. Dafiir raten wir die erste Nullstelle, gehen also
1, -1, 2, -2 etc durch, bis wir eine Zahl gefunden haben, fiir die der Term 0 ergibt. In diesem
Fall ist das die 2:

(2)% — (2)2 —8(2) + 12 =10

Machdem wir also die erste Mullstelle gefunden haben suchen wir jetzt die ndchsten mithilfe
der Polynomdivision:

(07— —8r+12) 1 (x —2)=a"+10 —6

Und wenn man die Nullstellen von diesem Term nicht sofort sieht kann man wieder eine
Mullstelle raten und wieder Polynomdivision anwenden.

Als Tipp an dieser Stelle, um sich die milhsame Arbeit mit dem Raten zu sparen: Die Zahl am
Ende des Terms muss natirlich das Produkt der dritten und vierten Werte sein, also kommen in
diesem Fall nur die Paare 1, -6 oder 2, -3 (bzw diese mal -1) in Frage!

Unser Menner sieht jetzt also so aus:

(0 —a? —8r+12) = (x = 2)(x* + 2 —6) = (x —2)%(xz +3)

Jetzt milssen wir unsere Gleichung mit den Variablen setzen:

—x? 4+ 16z — 18 ox A ~y
= = + +
(r— 2)%(x +3) r+3 x—-2 (o —2)

[E]

Cias Ganze dann multipliziert mit dem Menner der linken Seite:
aler —2)%(x +3) +,fj’[;r — 2Pz +3) _|_*,=[;r —2)
T+ 3 r—2 (:3'—2]2

| ]

— >4+ 16r—18 =

& -+ 162 — 18 = alr — 2)° + Az — 2)(x + 3) + y(z + 3)
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Das missen wir jetzt noch ausmultiplizieren und nach den Potenzen sortieren:

—22 +16x — 18 =2 (a+ ) + z(—4a + 3+ ) + (4 — 63 + 37)

Daraus konnen wir unser Lineares Gleichungssystem formen, indem wir einfach die
Vorfaktoren der verschiedenen Potenzen vergleichen.

—1=a+/j
16 =—dae+ 3+~
—18 = 4o — 67 + 3

Und als Lésung erhalten wir:

o= —3
i3
i

S ]

Also lautet unser Ergebnis fir die Aufgabe:

—3 2 2
- -
r+ 3 r—2 (:3'—2]2

f —x% 4+ 16x — 18 f -3 2 2

= + + d
x3 —x?2 —-8x+12 x x+3 x—2 (x—2)2 x

=-3-Inlx+3|+2-In|lx=2|+2-In|(x—2)?|+c
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Rotationsvolumen

Aufgabe 123:

Die Funktion f(x) = x? + 1 rotiert in den Grenzen x=1 und x=2 um die x-Achse. Berech-
nen Sie das entstehende Volumen.

Losung:
. o, Ay
Randfunktion: f(x)=x"+1
Krummliniges Trapez von x = 1 bis x = 2. 1
Rotation um die x-Achse: /
2 2
(2 2 4 2
V= af(x®+1) dx = f(x*+2x7 +1)dx = 1 /
1 1
V:n[%x5+§x3+x]12:n[%+%+2]—n[%+%+1] \
V=rn-(2+3+1)=n B2 _18q
X
-

Aufgabe 124:

Die Gerade y = Ex + 2 rotiert in den Grenzen x=-3 bis x=2 um die x-Achse. Berechnen
Sie das entstehende Volumen.

Losung:

(2) Gerade y=2x+2 fur x=-3 bisx=2 Ty
begrenzt zusammen mit der x-Achse und der
Geraden x = 2 ein Dreieck, das bei Drehung

um die x-Achse zu einem Kegel wird. / r
Berechne dessen Volumen. |
2

2
1.Lésung:  V :nI(%X+2)Z dx =7 [ (4X° +Ex+4)dx = [ £x° +4x? +4xf3
) )

¥yx

Vn[§§+1§+8]{;?~27+§‘912

:n’32+144+324 :n‘500 ~58.2
— 27 27
2. Losung: Die Formel fur das Kegelvolumen lautet: V==nr’h
wobei der Radius r=f(2)=3+2=% istund h=2-(-3)=5
Es folgt: V=1.1-10.5=n.
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Aufgabe 125:
Das Schaubild der Funktion f(x) = §\/9 —x

Losung:

(7)

f(x)

SENCE y JEBnRNy

Das Schaubild und die x-Achse begrenzen eine 2 g \

Flache, diese dreht man um die x-Achse. _

Berechne das Volumen des Rotationskdrpers.

9 9
= Vo -x d_l 2(9-x)dx = 1x[(9x2 = x*)dx = 1n[3x* —1x* |’
TI( X - x X gnl‘x X ) dx gnl‘[_x x*)dx gn[x 4x]0

:%n[3.g3 1.9*]=1n-9°(3-2)=81-2=212191 (VE).

Aufgabe 126:

Die Parabel f(x) = x? —5x + 1 und die Gerade y=1 begrenzen ein Parabelsegment.
Dreht man dieses um die Gerade g: y=1, entsteht ein Drehkorper. Berechne Sie dessen

Volumen.
Losung:
2 IR f
(8) f(x)=x"-5x+1 BN —
Die Parabel und die Gerade y =1 begrenzen ein ; /
Parabelsegment. Dreht man dieses um die Gerade \ / "

g-y=

Da wir nur um die x-Achse drehen kénnen, ]
verschieben wir dieses Segment um 1 nach unten.
Damit erhalt die Parabel diese Gleichung:

9(x)=
Nun drehen wir um die x-Achse: ]

5

0

1 , entsteht ein Drehkorper. Berechne 0
dessen Volumen.

V=n(5-3

Aufgabe 127:

x? —5x.

0
0

54 2.5%) = .54 (1-1+3)=625n- 210 = 625 1. 13 = 825 1 » 4254

6

Die Flache zwischen K, der x-Achse und x=4 rotiere um die x-Achse. f(x) = x-el™

Losung:

V= nI(xz _5x)2dx — nI(X“ _10x3 +25X2)dx _ n[%xs —%X4 +%x3]
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X f(x)
9) f(x)=x-¢€' 4 N
Die Flache zwischen K, der x-Achse und x =4 f
rotiere um die x-Achse. ||/
[

. 1-x\2 0 2 _2-2x I\"x
V:nI(x-e )dx:njx e 2dx - . . .~

0 0 |

'_ 22X = 12 |
2

1. Partielle Integration:
v=x> = v'=2x

4 v 2-2x 4 a2-2x
4 _ u'=e" s u=-le
V= n[—%xzez‘z"]o + nIx-e“*dx 2. Partielle Integration: 2
0

w=x = w'=1
j‘x‘ez—zxdx _ [_%X'ez—zxﬁ +%Ie2‘2*dx _ [—%X . ez—zx];‘ _l_%‘[_%ez—zx];‘
0
Zusammengesetzt:
V= n[—%xze“"]z +n[—%x‘e“*]: +im:|-
V= n[—%e“" (x*+ x+%)]z
V=n|-1e®(16+4+1)|-n[-1e* (1) |=(1e’—4e®)-n
Aufgabe 128:

Welches Volumen V entsteht, wenn die von f(x)=2x*+1 und g(X)=7Xx—2 einge-
schlossene endliche Flache um die y-Achse rotiert?
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Losung:

Sclm_it.tp'unkte:

f(r) = gl(x)
200+ 1 =Tr =2
207 —Tr+3=0

TEv49—-4-2-3 Tx5H
Q‘I‘Q: — -1

4
1
ry = E ro =3
S1(313) S(3]19)
f(x) und g(z) jeweils nach = umformen:
glr)=Tr—2
y+2="Tx
y 2
fla)=222+41 r=7t7
. 1 — 2‘ ,2 Q
y x 22 (g i 3)
2=V 1 T
2 2 s U I
I I
10 " 10" T 49
. 1
2 _ 2,
T o (u + 4y + 4)
Obere minus untere Funktion:
'\\I‘f 254 ;..'-
\ //
T T, 2 g2
\ Tf =Ty =
\ y 1 1
N o S = — — Y-+ 4y + 4
\ 55 g Wttt
\\ O 41 57
e TR
g//-’.
Volumen:

L 1
=”{]_ * 106" _ﬁd%:
10469 333
- { 588 184]
= 84'80?'— E?

Aufgabe 129:
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Berechnen Sie folgende Rotationsvolumen (Rotation um die x-Achse).

(1)  Ein Trapez wird definiert durch die Geraden ’
g y=—3x+4 und h: y=—1x+2 sowie .
x=0 und x=4. [T
Dreht man dieses Viereck um die y-Achse, entsteht T,
ein Hohlkorper. Berechne dessen massives Volumen. g : r
‘
(2) Gegeben: :f(x)=—3x"+3x-% 7 2
Drehe das von K und der r4 N
x-Achse begrenzte Parabel- O EE e 4
segment um die x-Achse. | / "~.,

(3)  Drehe nebenstehende Trapezfidche rotiere um die
x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

[E4]

(4) Ein Paraboloid entsteht durch 5
Drehen eines Parabelsegments.

Wenn wir den Radius des
Grundkreises mit r und die Héhe bis zum Scheitel mit h

bezeichnen ergibt sich eine Formel fur das Volumen.

Berechne diese.
¥
(5)  F(x)= 44X —2x \

Drehe die gefarbte Flache um die x-Achse.

b
b

=

2
(6) f(x)= X 14_ Die Flache zwischen K, der waagerechten ' \
j % .

Asymptote und den Geraden x=1 und x =6 \
wird um die y-Achse gedreht.

(7)  f{x)=e"™ K, die Tangente im Schnittpunkt mit der

y-Achse und die Gerade x =2 begrenzen eine Fliche.
Diese soll um die x-Achse rotieren.

(8) | oo f{x} = 4—In(x+1j|
K, die Koordinatenachsen
1 | und die Gerade x =g
begrenzen eine Flache.
2 . Diese soll um die x-Achse rotieren.
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Losung:

Ein Trapez wird definiert durch die Geraden g: y=
h: y=—2x+2 sowie  x=0 und x=4,

Dreht man dieses Viereck um die y-Achse, entsteht

ein Hohlkérper. Berechne dessen massives YVolumen.

Loésung:

4
V=nf(-4x+4) dx—xf(-1x+2) dx
0

T

V= ﬂl[(gx —4x+16)— (4 x? - x+4) |dx
I
(4-

(2) Gegeben: f(x)=-1x"+3x-3
Drehe das von K und der x-Achse begrenzte
Parabelsegment um die x-Achse.

Lésung:

o
— 1 43 3 25 34 52 15 w2
_T[[EX + 3X +TK_EK +E)C —T)( :|1

W
Vo= [mx ~3xt+ B3 By 75}(]

— 1E5_3. 54,23 B2 15 5 _ 1 3,2
Ve=n|45-25+2.58-58.5°+Z.5]-n[L-3+Z
— 5 i5 ., 23 _ 3 1 1 3,23 15, 25
V=125-n-(3-§+F-3+})-n(F-3+F-%+3F)
9 23 1 23 15 22

—%x+4 und

V =125 . 2HEIE o 3290450430 _ 425, 0 .12 . 26,8 (VE).
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(3)  Drehe nebenstehende Trapezfliche um die x-Achse. ¥
Berechne das Volumen des Rotationskérpers. '

Lésung:

Es ist A(1 |0) und B(3] 4).

Ay _4
AX 2
Die Gerade g = (AB) hat daher diese Gleichung: y-0=2(x-1) & y=2x-2
Fallt man von B das Lot auf die x-Achse bis F, erhalt man das Rechteck OFBC.
Dieses wird bei Drehung um die x-Achse zu einem Zylinder mit dem Volumen:

v, =nr’h=n-16-3=48x.
Mun drehen wir das Dreieck ABF :

Die Strecke AB hat daher die Steigung m,; = =2.

3 3
Vo =n(2x-2)" dx = n] (45— 8x + ) dx = x[ $3° 4> + 4x ],
1 1

V,=n(36-36+12)-n(§-4+4)=12n-4n=%n
Oder man verwendet die Kegelformel (was deutlich schneller geht):
V,=1nr’h=1n-16-2=2n

Gesamtvolumen: V=V,-V,=48x-Lr=1E1~117,3 (VE)

(4)  Ein Paraboloid entsteht durch Drehen eines
Parabelsegments.
Wenn wir den Radius des Grundkreises mit r
und die H&he bis zum Scheitel mit h bezeichnen,
ergibt sich eine Formel fUr das Volumen.

Berechne diese.

Lésung:

Der obere rechte Eckpunkt des Segmentes hat diese
Koordinaten: P(h|r)

Aus dem Ansatz y=f(x)=Kk+/x folgt durch Einsetzen: r=k-+vh = k =ﬁ

Die Parabel hat daher die Gleichung: y = f{ J;— rJ_

Volumen des Paraboloids:

h h 2 2"
V:njyzdxznjrz»idxzn[r—-x—} = Z.Ph=larh
J TR h 2| "2
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(5)  f(x)=4vx-2x
Drehe die gefarbte Fldche um die x-Achse. X
Lésung: \

Nullstelle: 44X —2x=0 < 44x = 2x
Quadrieren: 16X =4x’ = 4x =% = x2—4x=x[x— )=0
N,(0]0). N,(4]0).

Volumen:
4 5 4 3 ’
V= nj(zw’i—zx) dx = -nj[wx—mxz +4x2]dx
0o 1] y

V=n[8x2—16-§-x2 x+%){3]4,

1]

5
3 2
2. X
denn [x2dx =—+C=2x*Vx
3

V=n(128-12,25).268 (VE)

(6) f(x)= X +4 Die Flache zwischen K, der waagerechten Asymptote und den

x?
Geraden x =1 und x = 8 wird um die y-Achse gedreht. / J
Lésung
67,2 2 6 2 5 !
V1=.RI[X 24} d}(=ﬂj[1+i.?] dx=-nj‘(1+£7+£)dx
AR ! X” d X~ X 2
B —
v1=-n[x—ﬁ—1—ﬂ =-n[5—i—1—63}—{1—3_ﬁ ~533 —f————t—s
X 3x7 4, 3 3-6 3 ]

t8 T x| 871

Nebenrechnungen: j—2= Bx‘zd:‘(:[a-—J =[__
a X R X la
b

b 3P b
8 _ [1exax {16-“—} _ [‘;J
a a X

a

Die waagerechte Asymptote, die x-Achse und die Geradenx =1 undx =6
begrenzen ein Rechteck, das bei Drehung um die x-Achse den Hohlzylinder erzeugt,
der sich im Kdrper befindet.

Zylindervolumen:  V,=n-r*h=n-1-5=51~157

Gesamtvolumen: V=V,-V,=37,6
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(7) f(x)=e"™ K, die Tangente im Schnittpunkt mit der y-Achse und die Gerade
X =2 begrenzen eine Flache. Diese soll um die x-Achse rotieren.

Lésung:

TangenteinQ (0le):
f'(x)=—e"™, m;=f'(0)=—=
T: y=—e-x+e

Der Kérper enthalt eine kegelférmige Aushdhlung.

Kegelvolumen: Radiusr=e, Héhe h=1.

Gesamtvolumen: V=V,-V, =37 (VE)
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ix)
(8) f(x)=4-In(x+1) K, die Koordinatenachsen AN

und die Gerade x =e begrenzen eine Fléche.
Diese soll um die x-Achse rotieren.

Lésung:

V= x[[4-In(x+1)] dx = ][ 16 -8-In(x+ 1) + (In(x+1))° | e
o
Zerlegung in 3 Teilintegrale:
V= [16 dx =[16x]; =16e
0

e

V2=8jln(x+1)dx Substitution:  z=x+1 = dz=dx

0

e+l
V,=8[Inzdz=8[z-Ihz-2]" =8((e+1)-In{e+1)—(e+1)—1-|n1+1]
1 =0
VA =8(e+1)-|n(e+1)—89

Vs = [(In(x+1)) Substitution: z=x+1 = dz = dx
4]

e+ i u=1=u=z

= [ 1 | " 2 1
Vs, T|}(Ir‘1 z)'dz  Partielle Integration: ve(inz) = vi=2.nz.—
Z

‘u’S:[z } 2jlnzdz [ Ir1z)—2[z-|r'1?_—z]IH
[(e+1)-(in(e+ 1)) -

(e+1)-(In(e+1))" —2(e+1)-In(e+1)+2e

v, 2(e+1)-In(e+1)+2(e+1)|-[(n1)*-2:In 1+2]

Vy

Gesamtintegral:

V=r[16e~(8(e+1)-In(e+1)-88)+((e+1)-(In(e+1))" ~2(e+ 1)-In(e-+ 1)+ 2¢)
‘u’=ﬂ.[259+m(e—1)-In(e—1}+(e+1)-(ln{e+1))1

Aufgabe 130:

Berechnen Sie das Rotationsvolumen bei der Rotation um die y-Achse.
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Aufgaben: Rotation um die y-Achse

()
mit A(1]-2) und B(3]2).

(10)  f(x)=+x.

Drehe die obere Flache
und dann die untere Flache
um die y-Achse.

-

Drehe das rechts dargestelite Trapez um die y-Achse.

Y

(1) f(x)=1x*-2.

Das dargestellte Parabelsegment
soll um die y-Achse rotieren.

(12) f(x)=4-x°
Flache um die y-Achse drehen
(13) Die beiden Kurven

y=4-x* und y=3x
begrenzen nebenstehende Flache.
Sie soll um die y-Achse rotieren.

(14)  f(x)=4x -4x
Die schraffierte Flache dreht um die
y-Achse. Welche Menge Fllssigkeit,

kann man anschlieend in den
trichterfdrmigen Hohlraum flllen ?

(15) T(x)=—1x"+x"+3
Wie Aufgabe (11)

(18) f(x)=In(8x—x*)

Die Kurve dazu hat den Hochpunkt
H(4]In16).

K begrenzt mit den Koordinatenachsen und
der Parallelen zur y-Achse durch den Hochpunkt

eine Flache.

Welchen Inhalt hat der Rotationskomer, der bei

y=

03

5 f

Drehung dieser Flache um die y-Achse entsteht.
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Losung:

Lésungen Y

(9) Drehe das rechts dargestellte Trapez um die y-Achse.

¥y

mit A(1]-2) und B(3]2).

Ldsung:

Steigung der Strecke AB: my; = & 4 =2 E A
Ax 2
Gleichung der Geraden g = (AB): y—2=2(x—3] & y=2x-4

Volumen des Rotationskdrpers:

Dazu mul man die Kurvengleichung nach x auflésen: x=-—=1y-2

2 2 ,
V=] xdy x| (3y+2)"dy =x[$y" + 4y [, =x[1+8]-[1-8] 16

-2 -2

F
(10)  f(x)=+x. 8
Drehe erst die obere Fldche und dann die untere Flache
um die y-Achse.

=<

Der EckpunktistP (412). 0 2 4
Aus y=+/x folgt x=y°.

Volumen des oberen (roten) Rotationskérpers:
2 2 ”

Vy=n[x’dy =x[y'dy =x[1y° ] =%n
[} i

Volumen des unteren (blauen) Rotationskdrpers. Dazu erzeugt man einen Zylinder
durch Drehung des Rechtecks, dann subtrahiert man V :

Vy=nr’h=m-16-2=32x

(11)  f(x)=1x*-2.
Das dargestellte Parabelsegment soll um die y-Achse rotieren.

Lésung:

Achtung: Zur Erzeugung des Paraboloids reicht die
Rotation der rechten Halfte Il

UL,

Aus y=1x'-2 = Ix?=y+2 = x*=2y+4 : \i

6 6
v=n|xdy=n[(2y+4)dy =n[y*+4y] =n[36+24]-n[4-8]=64n
-2

=2
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(12) f(x)=4-x> (Schwere Aufgabe Ill) \'_“F
Flache um die y-Achse drehen
1. Losung: 2
1
Aus y=x> = x=3y=y? x

I
e
=
1
b
Lo
~
[X]
| — |
Il
e
=
I
o
—
(6} ]
I
(1]
=
(0]
S
o]
I
mlﬁ
]
>
=

0

ya=4 #y=0 1y=0
‘J=ﬂIx2 dy=n [ x*-y'dx=n [ x (3x]dx——~r|3x dx = x| 2x ]
yi=0 :':1:%"? )(1=4
5 2)° 10 3
\\f’:ﬂ%(%‘q] =n%[23] =qn-2-2°=q-2-2 3=q-3 —24\[_”[

f
y
(13) Die beiden Kurven y=4-x* und y= 3%’ /‘K
begrenzen nebenstehende Flache. Sie soll um die y-Achse rotieren A
2
Lésung:

Zuerst berechnet man die Schnittstellen 1 und - 1. 0 C

Nun werden der obere und der untere Drehkdrper getrennt berechnet:
Fir die c:-bere Funktion gilt: vy —4 x* = y'=-4x°
xg=0
=T _[ Xdy=mn [ xzy'dx—n|x (—4x° ]dx——4n|x5dx—4n[ ] =25

¥a =3 xA—1
Flr die obere Funktion kann man den Drehkorperlnhalt auf zwel Arten berechnen:
Aus y=3x> = x* =1y also

¥a=3 ya=3

. 3
_ 2 _ 1 1yl [T 1 _ 3
Vo=n [ X’dy=4x [ ydy=4n[$y*| =4n-9=3x
ye=0 !"c=ﬂ
oder so:
Va =3 Il!,a'—'l }CA—'l J(,a'—'l
Vo=m [ x’dy=n [ x*-y'dx=n | x*-6x-dx=6r | x’dx=6n[+ 4} =8n=13n
yc—t] xe=0 xc=(] Ke=0

Gesamtvolumen: V=V, +V,=2n+3n=2n
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1 2

14)  f(x)=4/x-4x mit f(x)=4-——-4=—""—4

) f(x) (X) o dx X
Die schraffierte Fldche dreht sich um die y-Achse. Ich werde
Welche Menge Flissigkeit, kann man anschlieend in den ein Ring.

trichterférmigen Hohlraum flllen ?

Hier wird also ein Ring erzeugt. Daflir haben wir eine
Spezialformel entwickelt, mit der das ganz einfach geht:
Volumen des Ringes:

-] 0
Vy =7| xz-f'(x)dx=:rjx2{

My 1

—4]dx =J'[j1|r(2)(% —4x2.]dx = x[z-g“-x%’;—%xﬂ

?a\w

=0- 1{[———] n-L2=2q

Dabei entsteht ein runder Kérper, der eine trichterférmige Offnung hat. Man kann
diese bis hinauf zum Randpunkt C mit einer Flussigkeit flllen. Um deren Volumen zu
bekommen, mul man den Bogen BEC um die y-Achse drehen:

Dazu bendtigt man den Hochpunkt C.

2 2 2
Aus f'(x,)=0 folgt ——-4=0 © —=4 o ==x = x,=—
{ H) g 'J; J; 4 H
Volumen des Trichters:
ye=1 we=14 114
Vi = [ x’dy=n j x*y'dx =.. —’J'IZ|: xx -4 3]

yg=0
Die Zwischenrechnung mul man nicht noch einmal machen, sie wurde schon bei der
Mulde durchgefl'.]hrt handelt es sich doch um dasselbe Integral.

________ - R
Vir 1{[5 16 64] T[sa 315] T 536 T

(15) f(x)=—1x*+x*+3 f'(x)=-x*+2x e
Die schraffierte Flache dreht sich um die y-Achse.
Welche Menge Flussigkeit, kann man anschliefend in den

trichterférmigen Hohlraum fillen ? 2
Volumen des Ringes: X
Dazu bendtigt man die Nullstellen von f: { 2 0 2 \A
—1+4/ -2
Cix* i x213=0 = X =1—7j+3=—2-(—112)=-[
-2 l&

Aus x*=6 folgt daher x,=+J6. (x?=-2 hatkeine Lésungen.)
g o] 0
Vi =7 [ X2 £ (x)dx = [ % (=% + 2x ) dx = [ (=% + 27 Jdx = n[ - 3%° + X
Xa 5 5
=0-n|-1-6°+1-6"|=n(36-18)=18n

Volumen des Trichters: (Info: Der Hochpunkt ist C(\EM) )

&

'.T[

Tr—«z[ﬁdy—wcfx y'dy=.so.=n[-1x"+ x“]f=n[—%-8+%-4]=n(2—%]=

¥a

s
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(16) f(x)=In(8x-x?) 5105

K begrenzt mit den Koordinatenachsen
und der Parallelen zur y-Achse durch den 2/
Hochpunkt eine Flache. Y|
Welchen Inhalt hat der Rotationskoérper, /

der bei Drehung dieser Flache um die
y-Achse entsteht.

Berechnung der Nullstellen:

Bed.: Argument=2 d.h. 8x—x’=1 < x*-8x+1=0

+ — + + 0,127
o = 8+64-4 8+.60 =8—2‘jﬁ=4141_5¥.f
2 2 2 |7.873
Berechnung des Hochpunktes:

f(x)=In(8x-x*) = f'[x)=;—2: :

Aus f'(xc)=0 folgt x.=4 mit y.=f(4)=In(32-16)=In16 also H(4|In186)

Volumen des Rotationskorpers:
o o T, B8-2x
V=n[xdy=n| xX’y'dx=n [ x*-

2
Yu e 0,127 8x—x

dx =

So kommt man nicht weiter. Der Trick besteht darin, die Logarithmusfunktion so zu

zerlegen:
f(x)=In(8x-x*)=Inx(8-x)=Inx+In(8-x)

1

Dann erhélt man eine glnstigere Ableitung: f'(x)=—+—=—+
X 8-%xX X X
Damit verl&guft die Berechnung gL‘Jnstiger'
¥l X 4 7 2
V=mn|xdy=n| x*y'dx = x? - t—+ ]dxz-n: X+
;.?[ x’,{J DJN -8 Dﬁ[z?['\ x—8
Aufspaltung in zwei Integrale :
4
12Tt <
[ xdx=[1x ]D,m ~8
0,127
4 X2
J' dx Substitution: u=x-8 = x=u+8 = dx=du
0izr X~
4 (u+8)’ 4 (U +16u+64) 4 ¢

=[3u% +16u+64- Inu] o = J' " du= j
0127 u

0127 u

-1

1

du=[

0,127

=8+128+64-In4-1.0,127 -16-0,127 - 64-In 0,127 ~ 354,75

Zusammengesetzt:
Vxm-(8+354,75)~1140

Aufgabe 131:

1

-8

dx

[

u+16+%
U

!

Jdu
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Der Umriss eines Sektkelches gehorcht der Funktionsgleichung

6

fx)= sz.

Bei welcher Hohe h betragt das Volumen des Kelches 0,2I?

Losung:

Das Volumen eines Glases

Der Umriss eines Sektkelches gehorcht der Funktionsgleichung \

f(x)=§x2-

Bei welcher Hohe h betragt das Volumen des Kelches 0,217

Ldsung
Angelehnt an das Prinzip des Cavalieri ergibt sich:

r
|
I

Alsl= o 7

,:._[-5 | ‘f-I"IE my ‘

k
v= [ Ay —
kﬂ III II| ‘
= [mxldy { A
a | I'I
R PR s
(1) mit y=—7% < x =q€y folgt / .
k \ 7
4 /
= JO—
_!' -ngdy \'-.. s ?' |
4} oL/
= m—= | ydy = -
'“{g 0 |1 .4
4 [1 z]" A GBSO Yo
= JI_ —y wmb =, h .
’Jg 2 o & cbhangig von y
= a1y '
N6|2
41, 2 .,
=ax——=-h"=m|=-h
T2 M3

Also:
Vih) = :rg- h?
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Da V=0,2l=200ml=200cm? sein soll, ergibt sich:

200 = .?I.Jg' h? ¢h=1JlJ§-Z{J{J =7 ,2Ccm
3 a3

Zusammenfassung: Sei eine Funktion f(x) x €[a.b]gegeben.

y-Achsen-Rotation x-Achsen-Rotation
Y=f1h) b
V) =mx fx‘dy V(x)== [ ydx
¥,=flad a

Beachte: f(x) muss streng monoton sein, damit der Rotationskdrper um
die y-Achse berechnet werden kann (Umkehrfunktion bei (1) ).

Aufgabe 132:

Berechnen Sie die folgenden Rotationsvolumina:

Aufgabe 1. Die Form einer Vase entsteht, wenn der Graph der Funktion f mit f (z) = ﬁ:r? +5

zwischen den Grenzen r; = —8 und x5 = 10 um die x-Achse rotiert (Make in cm).

(1) Berechnen Sie das Volumen der Vase.
(2) Bestimmen Sie die Gleichung, die man losen muss, um auszurechnen, wie hoch der

Wasserstand in der Vase ist, wenn diese mit 0.5Liter Wasser gefiillt wird?

Aufgabe 2. (Neu!') Bestimmen Sie das Rotationsvolumen, dass von der zwischen f (r) = 22+1
und g (z) = 1 + 2r eingeschlossenen Fliche durch Rotation um die x-Achse entsteht.

Aufgabe 3. Der Innenraum eines Trinkglases hat die Form eines Paraboloids. Die Randfunk-
tion f(z) = a-/x verlauft durch die Punkte P (0[0) und Q (12]3).

(1) Zeigen Sie, dass die Parabel die Gleichung f (z) = \/% -/ hat.
(2) Bestimmen Sie, wieviel Fliissigkeit das Glas fasst.
(3) Bestimmen Sie, in welcher Hohe die Markierung fiir 1/8 I angebracht werden muss.

Losung:
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Aufgabe 1. Die Form einer Vase entsteht, wenn der Graph der Funktion f mit f (z) = %$2+5

gwischen den Grenzen z; = —8 und 2 = 10 um die x-Achse rotiert (Make in em).

(1) Berechnen Sie das Volumen der Vase.
(2) Bestimmen Sie die Gleichung. die man losen muss, um auszurechnen, wie hoch der

Wasserstand in der Vase ist, wenn diese mit (.5Liter Wasser gefullt wird?

Lisung: Es gilt: (f (z))" = gz* + 122 + 25 und [(g52* + 122 + 25)de = 54=2° + L2® + 252

(1) 29 24+ 1. 2% 4 25)de = 20085 — 768 384 also ca. 768ml
h 5 3
@) SR (ks ot 2?4 25)d = TSHINORSIS000E | 1344 _ gy

Aufgabe 2. (Neu!!) Bestimmen Sie das Rotationsvolumen, dass von der zwischen f (z) = z%41

und g(x) = 14 2z eingeschlossenen Fliche durch Rotation wm die x-Achse entsteht.

Lisung: Schnittpunkte: 2 = 27 also ; = 0 und z2 = 2.
fl4+2 2Pdr— [(2241) de = -2 4 228 4 242
Fa+2a)fde— [F(22+1) de =10

Aufgabe 3. Der Innenraum eines Trinkglases hat die Form eines Paraboloids. Die Randfunk-
tion f(x) =a-/z verliuft durch die Punkte P (0|0} und ¢ (12|3).

(1) Zeigen Sie, dass die Parabel die Gleichung f(x) = \% - /7 hat.
(2) Bestimmen Sie, wieviel Fliissigkeit das Glas fasst.

(3) Bestimmen Sie, in welcher Hohe die Markierung fiir 1/8 1 angebracht werden muss.

Lisung: =u
(1) Einsetzen von () in die Gleichung f(x) = a/x filrt z2u 3 = a- V12 und damit

— 3
- 2
(2) = fi2 (ﬁ - \.F) dr = 547 = 160, 6 (ml)

2
(3) Das Volumen bis zur Hohe b ist V=7 fnh (:-3;—2 - \,T) dr = 3W8h? (ml) und damit

2 Moo ;
3fr8h =125 = h= .‘J% =2 10,0 {cm)

Aufgabe 133:

Das zwischen dem Kreis x? + y? = 16 und der Parabel y = %xz gelegene Flichenstiick

erzeugt bei Drehung um die y-Achse einen Rotationskorper. Wie groB ist das Rotations-
volumen V,?

Losung:
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Wir berechnen zuniichst die benttigten Kurvenschnittpunkte P, und P;:

y = r3 2 = x*=6y (in Kreisgleichung einsetzen) =

i
Pyt =6y+3' =16 = Yy 4+6y-16=0 = yp=-3+y9+16=-3+£5 =
yvi =2, y,=-8 (der zweite Wert ist eine Scheinldsung und scheidet somit aus)

Zugehtrige x-Werte: x> =6y =6 -2 =12 = S Vi = Py = (£2 \,’E:_ 2)

Aus Bild C-11 entnehmen wir, dass der Rotationskérper

aus zwel Teilen besteht. Diese Teilkorper entstehen durch Y

Drehung der hell- bzw. dunkelgrau unterlegten Flachen- 4 )

stiicke um die y-Achse: Kreis
3_

Py Parabel

I I

I I

I I

I I

Bidc-11 | |, |, ™ ~ i
-293 -1 1 213 X

V1: Volumen des Rotationskorpers, der durch Drehung der Parabel x? = 6y, 0 < y < 2 um
die y-Achse entsteht (hellgraue Unterlegung im Bild)

[ I—Y

6ydy = x[3y*],=x(12 -0) = 2=x

d
Vlzﬂ-J_r dy = m -
(5

i}

Va: Volumen des Rotationskéirpers, der durch Drehung des Krises x2 + y? = 16, 2 < y < 4 um die y-Achse
entsteht (dunkelgraue Unterlegung im Bild)

d 4
Vo = - J.\'ld}rz - J{I{u — ¥y dy = ﬂ{lﬁy——}-‘"’] = 41({'14 - — = ’52+%) =
_ 32 56 -~ 96 — 56 -~ 40
=7 L - 3 = 3 Tﬂ
40 om 4+ 40x 76
Gesamtvolumen Vy: V, =V, + Vo =120+ —a = — s = 3 T

Aufgabe 134:

Bestimmen Sie die beiden Rotationsvolumen des Linienzuges der Funktion im Definiti-
onsbereich in dem angegebenen Intervall, die entstehen, wenn der Linienzug einmal
um die x-Achse und einmal um die y-Achse rotiert.

4
flx) = el D = [0,10]

Losung:

Seite 175 von 322



Aufgabensammlung

10

2

10
V_.J.f()zd_.f(4)d_.fid
x—T X X=T <+ 1 X=T (X+1)2X

0 0

16
T+ D

4

0
10

( 16+16>—4570
T\ 11 -

|

0
2

4
4
Vy=n-fx2dy+vzyl=n-j<;—1> dy+m-r?-h
4
11

_ 16 4 4
| 4

11

11

16 16 4 4 400
- —T—S-In(4)+4+T+8-ln<—>— b =7682+114,24

V, = 191,06

4 11) 11 11

11
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 135:

Berechnen Sie den exakten Inhalt des Flachenstucks zwischen den Geraden
x=1lundx=2

und den Kurven zu

2 1
f(x) = " und g(x) = "

Wie groB ist das Volumen des Rotationskorpers (exakt), der durch Rotation dieses Fla-
chenstlicks um die x-Achse entsteht?

Losung:

A- j(é- é]dx - }(%]dx - [inx]* =In2-In1 = In2

1

2

V- nf(;iz- iz]dx - nj(%}dx - }(3"_2)‘“ - [,

1 X 1 \ X 1
. .
-:[i -:[—E.FB -3_:[
X |, 2 2
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Diverse Berechnungen mit dem Integral

Aufgabe 136:

Berechnen Sie folgende Bogenlangen:

(T f(x)=3-~-%*+2x+3 Bogenldnge von-1his 3

(8)  Die Funktion f{x)=In{sinx) istfirdas Intervall D=]0;=[ dargestellt.

Gesucht ist die Bogenlange von g bis $x.

Jl.f[:.:]

ﬂ\]r .

st T,
| N

21 I."

=21l

y=

<10 1 2 3

(9) f(x)=In{x*-1) Gesuchtist die Linge des Bogens von /2 his 2 +1.
(107 f|'_x]=% Gesuchtist die Lange des Bogens von 3= bis 1=,

(1) f{x)=Inx Gesucht ist die Bogenldnge von x =42 bis x=242

bR A
. 1’ I
&1 | !
| |
2 I I
| |
| |
/ k o | |
£ . -2 a 2 4 E b !
1 |
.\ ._.-'I
2 s
e
2 i

JI.-:".- E
9 [i] 2
7 X
i ¢ 2 4
-2 |I
|
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Losung:

o [

i fle)=3—-af—x"+2x+3 ¥
i It B

1. Hatten Sie erkannt, dalt hier eine Halbkreis- 27
Funkfion voriegt 7 -
Das FKennzeichen ist Obrigens folgende Form i
y=f(x)=az-x’+bx+c | X
Dia vor der Wurzel gin Minuszeichen 40 k 2 3

steht, ist das Schaubild der untare Halbkreis.

S0 findet man zur dhlichen Kreisgleichunag:
1. Yed=f—x® 220+ 3

2. (y-3) =-x*+2x+3

3. ["a:z 2%+ 7 ::|+|'_3f—3]2=3—'? Hier wird gquadratische Erganzung
vorgenommen!
4 (-1 #(y-3 =341
also (-1 +(y-3 =4 Mittelpunkt M(1]3), r=2

alligemein:  {x—x, )" +(y-v, ) =r
Mun kéinnten wir die Bogenlange als halben Kreisumfang berechnen:
h=nr=n-2=2n=628

2. Wirwaollen jedoch diese Bogenldnge mittels Integral herechnen:

—2x+2 _ x-1
Iy—xF 2 2x+3 T edu43

- 2 — : (=11 3J—x’+21—3—x:—2x+1
AB=L_(3)= ,II'1—f':x:|“dx= 1+ — - dy = _ dx
" J, ' L —X ‘—2>:+3 L -+ 2% +3

3 4 3 2
= —Ij = d = Ij
Lil—x’+2x—3 ’ LJ—[?—E#‘.— ’ _1,"[ .x*—2x+1|+3 1 ’

Dazu hendtigen wir f'{x)=-

1 £ F
du=2-[arcsinu]’ =2.[arcsin1-aresin(-1)]=2- Z-| -Z||=2.%

|

G107 ! -T2 L 2))
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Erklarungen dazu:

Zunachst einmal kann man das Integral nur herechnen, wenn man die
Umkehrfunkfion der Sinusfunktion kennt:

fix)=arcsin x hat die Ableitung (%)= =.
o S A

dx =arcsin x+C

Daher gilt [
W 1 —x 2

Um das Integral I dx auf diese Form zubringsn, mul im Menner eine

4
N o

quadratische Erganzung durchgeflhrt werden:
0+ 3= (¥ =20+ I == - 2x+ 1)+ 341
Das Quadrat +1 wird in der Klammer erganzt, zusammen mit dem Faktor — 1 davor
wird daraus — 1. Zum Ausgleich wird am Ende + 1 angefligt.
Mun sight der Radikand so aus:
~(x=1)"+4 bzw. 4-(x-1)".
Da anstelle der Zahl 4 die 1 stehen muf, kKlammert man 4 aus:

(x=1) ‘ _ 4|"1 -|x—_1|! ‘

Radikand =4, 1-

Der Rest ist oben zu sehen: Der Bruch wird durch u substituiert, und dann endlich hat
man das Integral, das zur Arcus-Sinus-Funktion fihr.

Schlietlich gilt:

arcsin1=—, denn 5in%=1

kA=

5

-
Zl=-1.
2]

und arcsin (-1) = —%__ denn sin|-—
Damit erhélt man das Ergebnis. .

— 1 7
AB=
:{1 u?

-

Merke: Die Bogenlanges jeder Kreisfunktion ist auf diese Weise berechenbarl

du=2[arcsinu]_, =2 [arcsin 1-arcsin (-1)] = 2 I%— |—%|’}| =2.x

Weitere Ubung: v =f(x)= 1+4/32 —%* — 4y ist eine Funktion, die als Graphen
den oberen Halbkreisum M (-2 11) mit r=6 hat. Die Bogenlange des
Viertelskreises von — 2 his 4 ist b=2-2nr =Lnr=3n.

Dasselbe sollten Sie mit einer Integralrechnung erhalten.
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{8)  Die Funkiion f(x)=In{sinx) istfur das Tftﬁ] .
Intervall D =]0;=[ dargestzlit. 0 *
Gesucht ist die Bogenlange von 1z bis 2=, /
Hier ist ein ganzes Stlck Vorarbeit zu leisten. <2
1. 7 Wir bendtigen die Ableitung der Funktion:
f’{x:|=;-msx=5'"x =tanx -4
sin x COs X
2. Dasselbe fir diese Funktion: g(x)=In{tanx)
g'(x)= 1 (tan x 1 1 _eosx 1 _ 1
tan x tanx cos’X sinX COS X  SiNX-COSX

Mit Hilfe der trigonometrischen Umformungsregel sin 2x = 2sinx - cosx

d.h. sinx.cosx=2sinZx wird daraus: a'ix)= —
LK

Diamit kennen wir eine neues Stammiunktion:

| 2 dx=In{tan x)+C

5in 2 '
Mumn fihren wir noch ging Substitution durch: z=2% = dz=2.0dx
Diamit folgt:

Ldz In|rtan5'|+(:

sinz . 2)

Wir nennen nun einfach z in % um und erhalten digse fundamentale Integral:

1 O XY
—dx=In|tan=|+C *
sin ¥ | 2,| )

Mun kénnen wir die gesuchte Bogenldnge berechnen.

EE:T..IHH’xudx—J' msy‘|dx- { 1+Mx

3 | sinx cos® ¥
= Tt 2Zmid q r o RE
2 [sin® x + cos® X4 || i X
= | J—==x= | | dx = In| tan— ||
sin® x A Vsin? X 22 sinx ).,
. by
=In| tan—|—ln|tan—|=ln-..1"§ In£—|n£—|n3
NV i ) N
3
An diesem Beispiel kann man erkennen, wie man wc:-hl vargehen sollte: Man
berechnet das Bogenlangen-Integral bis man auf |—dx kommt. Da dieses
sinx

Integral normaleryveise niemand kennt und auch die Integrationsmethode zunachst
nicht klar ist, schaut man in ginem Tabellenbuch nach und entnimmt dort die Formel
{*). Dann kann man zu Ende rechnen. Hier wurde ehen zusatzlich die Herleitung
dieser Formel gezeigt.
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(9 f{'a::.=ln|:_x:—1::| Gesucht ist die Lange des Bogens von +f2 his 2 <1

Hf{}-_}
d'!r
2.-.. 4 Il i Il
/ x
B 4 2 '] o [ 2 I g
e 3

Wir bendtigen die Ableitung: f'(x]= und erhalten damit

N N 2+ | w® £ 1) 2
—1dx ( 'ﬂx=J' AP
(x* 1) {EVIIK"—” g1
Jetzt wird es richtig schwierig, denn wir missen jetzt eine trickreiche Umformung
dieses Bruches vornehmen.

1. Schritt:  Zuerst ist Grad Zahler = Grad Nenner, daher zerlegen wir durch
Palynomdivision

(1) =1)=1

-y =Xl 2
2 =1 =1
Dies geht trickreich auch so:
el ¥E-1+2 -1 2 g2
-1 ®E -1 -1 ¥ -1 xE -1

2. Schritt: Weil der Menner 2 — 1 in dieses Produkt zerleghar ist: [x+1:||:x—1].

kann man den Bruch xf 3 in ging Summe dieser Form i1+i1 zerlegen.

Man nennt diese Methode Partialbruchzerlegung. Dazu formt man so um:
A B A{x-1)+B{x+1) Ax-A+Bx+B (A+B)x+(B-A)
=1 (x+N)ix=1 (x#1){x=1  (x+1)(x-1)

x+1
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Dieser Bruch soll gleich % zein.  Also vergleichen wir die Z3hler und folgem:
A+B=0 und B-A=2

Aus der ersten Gleichung folgt A =-B. Dies setzen wir in die zweite ein, dann folgt
B+B=2 also 2B=2 dh B=1.

Also wird A =-1.
Zwischenergebnis: 12 .1
-1 x+1 x-1
(Wer dieser Methode — die man Fartialbruchzerlegung nennt — nicht traut, bringe die
rechte Seite auf den Hauptnenner und erhalt damit die Bestatigunag.
Mun haben wir insgesamt unseren Term so zerlegt:
41 2yt 1
¥t -1 X -1 41 x-1
Damit 1A%t sich unser schwigriges Integral nun zerlegen und wir kénnen mit der
Integration fortfahren:

Voo 1y, Ee il
AB = —dx- Me——+—ldx= [ 1de- [ —dx+ | —dx
Lox+l ox-1) E x+1 Fx-1

Berech nung der Teilintegrale:

:Lh:lx ”=J§+1-J§=1
L—da: Subsfifution: u=%x+1 = du=dx = dx=du
®+1

4'5—21 ) . . | .I
= Jl__au:lu =|In LI]j;__ =In :_Ji 1 2_|_|n,|.4r§ +1)

‘Lidx Substitution: v=x-1= dv=dx = dx=dv
=1
=‘i Ty = [In u]§_1 =Inf~Z |- Inf~2 -1}
U Y ' '
Zusammengesetzt:
AB =1-In(+2 +2)+In(+2 +1)+In(+/2 ) -In[+2 - 1)
AB =1 (V2+1)¥2 1+In(1+4/2) =153
= +n— +In{1++2 1=
(+2+2)(J2-1)

Die Umformung des groies Bruches geschieht durch Erweitern mit .;-JE-E][JE 1].
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(10} f|'>cc]=_i Bogen von 1= bis {n. T |
: sinx 61 | |
Ableitung: II ||
flx)=2-sin" x = f'(x)=-2sin?x-cosx=-2 CF'E:E | f
) Sin° X 4 | |
Bogenlénge \ |
1+f'(x)7dx = i 1+ 4%}; \ /f.-’
i sint ¥ 5 .
T
l
I faipt e o 2
a'-‘-.E=| sin J-t.itcosxx y
Y sin® x .. i
o 0 2

Jetzt kommit der erste Trick:  Wir ersetzen cos®yx =1-sin®x:

1. 1
z id T oir? F]
- (sin x+ft._;l sin x_.dx=-[‘jsm x—dsin®x+ 44
Y sin® x sin® ¥

e
Eweiter Trick:

Im Z&hler des Bruches steht Sin" x—dsin®x+d=(sinfx-2)"

) .
7 ,['sin";:—2| sin % — 2 T2 _sin? X4 5'_" 2 i
. _ J‘| | J‘ = J'I — —1|dx

,-"'[ sin* x sin? x {0 osintx dlsintx )
-T -
&

F
denn sin®x <2 alsoist sinfx—2<0.

3. Trick: Jetzt kénnen wir in einer Integrationstabelle nachsehen und finden dort:

+

—— =—cotx+C=-
4 sin® x sin X

1’ 1 CO5X

denn die Funktion Cotangens ist so definiert: { ctg x ist die alte Schreibweise )

Fa COS X 1
gi¥)=cotx=clg=—"c=—0
sinx  tanx
e 4 o2 2,
o —SINTX—COS"¥ _ Sin"X+C08 X 1
also folgt: g'(x)= - =- — =
' sin” x sin® ® sin” ¥

Damit kommen wir zum Ende der Eogenléngenber&chnung:
cosx T P

AB==2 [ — ax-[]3=[2808% ] " pC08% pc0st xm
2'!..4SI [] L sinx |, sinZ sinf 2 4
=2_E_2_%“5_£=2_£:12
1 %nﬁ 4 4 7
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(1) fix)=Inx von x=+3 his x=242 by
f'|::=:|=1 <]
Bagenléngﬂ T /,.f'
o +1 A
AB = JL.f1+f|;. F—|.|I1+—d)— || i T
Substitution z=y)*+1 > =x"+1 = ¥ =7"-1 T/
= 2udx=2z7dz = x.di=z.dz Ll
und -d>:=£dz= Z dz
X -1
z Tzl 17t -1+1
AB = =|——dz= dz=|[1+ dz
.[47 1 J ’.[Z"—1 < i 721 = t' 7211
Partialt .'r|.|'.-|-|::'r|"gl.|| m;.
T A B _ 1 _A[z-1)+B(z+1) _(A+B)z+(B-A)
-1 z+1 z-1 -1 (z+1)(z-1) (z+1)(z-1)
Dwrch Koeffizientenvergleich folgt:
A+B=0 dh A=-B
und B-A=1 dh 2B=1 also B=1;, A=-1.
L 1 1 1
Folglichist ——=-—2_+_2_ |
g 7 -1 z+1 z-1
et Jaz= (12 2 Jaz=f1az-2{—dzeif a2
TS L= - L= |Tdi—= I+ z
CAR-a Y o Z+1 z-1 J 2+ ‘J:?_—1
Substitution: u=z+1 = du=dz, v=z-1= dv=dz
4
AB=[x]- _[Ll —‘b—df-1—3[lnu inv =1+2.n2+4n2=1+1.In2 =12
3 1

Aufgabe 137:

Mantelflache des Rotationsparaboloids, der durch Drehung des Graphen der Wurzel-
funktion um die x-Achse im Intervall [0 ; 5] entsteht:

f(x) =\x

Losung:
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Es gilt:
ey 1 o2 1
f(x):ﬁjf{x)_ﬁ:}[f(x)] = Ax

Durch Einsetzen in die Formel fiir den Mantelflacheninhalt ergibt sich dann:

b
Aanrer = 25| £(x)/1+[£'(x)]" dx
=2 et d
‘.'I‘u" X +4}( X
F 1
:an X +— dx
17

Da nun folgende Beziehung gilt:

1
x+1— :>{+15
\J 4 4

ergibt sich in der Berechnungsformel fir den Mantelflacheninhalt Amanter fir den
Rotationskorper:

57 5
A =27 | X +%J2dx
0

B 10
r 3 3

4dn 12 1%\2
S I P Y PP
3 (+4) k+4J
Y

4 A

3
_4n (EJEJ ~ 49,85FE
4) 8

y

\

Also ist die Mantelflaiche des Rotationsparaboloids etwa 49,85 Flacheneinheiten
grof3.

Aufgabe 138:
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Die Gerade mit der Gleichung f(x)=y=0,5x+2 erzeugt durch Rotation um die x-Achse
einen Kegelstumpf.

a) Berechnen Sie das Volumen des Kegelstumpfs!

b) Berechnen Sie die Mantelflache des Kegelstumpfs!

Losung:

a)

f(x)=0,5"x+2

V=n.j'f’(x}dx=n j'(1x+ 2)2
a 0 2
574 ,
=n-![1x +2!+4]th(
= [%x + X +4K]:=n-[%+25+20 0]
_% n~ 5542 -1~ 174,1VE

b)
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5

X +2x]

=4§(

=5-x [ x+2 dx=./5- n[
1 25410- o) J-n—~11415FE

Aufgabe 139:

a) Berechnen Sie das Volumen des trichterformigen Koérpers, der durch Drehung der
Hyperbel zu f(x)=1/x im Intervall [ 1; 3] entsteht!

b) Berechnen Sie die Mantelflache des trichterférmigen Kérpers.

Losung:
Y
11 . .
W{
1 2
X
L4 . .
a)
b 301Y 34
V=mx|f(x)dx = J[— dx=m-]—zdx
1A X 1 X

b)
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M=2x-

2n-

=2%-

2m-

Ij'f{x}- f1+[f'{x}’ 1 dx

2

1 1+[—12J dx
7 X X
1 3 4
L 1+i4dx=21-fl- X+
X X © X X
a 3

xx3+1dx

Das vorkommende Integral

|

4
J{x o+ 1)

3
x

dx

Das vorliegende Integral ldsst sich aus einer Tafel herauslesen.

3

In(-\lx‘ +1+x2)_m+c

2 2.x*

Daher ergibt sich fiir die gesuchte Mantelfliche M:

x4+ 1

M= 2x- dx
11:! =
= 3
Infvx*+1+x* | £33
=2 2 22X
L 1
fo g /
Ini/82+9 Iniv2 +1
| )2 _(Iiv2+1) V2| oope
2 18 2 2
i\
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 140:

Volumen einer Designer-Glasschale

Um eine Designer-Glasschale in grofen Mengen zu produzieren, soll der Materialver-
brauch pro Schale ermittelt werden. Die Glasschale lasst sich als Rotationskorper um
die x-Achse mit den Randfunktionen f und g beschreiben:

f(x) =vx -1 im Intervall [1 : 5]

o0 =t x+>
4 4 im Intervall [0 ; 5]

Bestimmen Sie das Volumen der Designer-Glasschale!

Losung:
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V= Vﬁmde = V‘ﬂunel
1.3

ZE'IKE)HEJ dx —n-!(ﬁ)zdx

‘1 , 3 9 2
— X+ —X+— |dX—7- {{x—1)dx
16~ '8 16) m- J(x=1)

Il
A
] Olemm— i O

1, 3, 91 1, 7T
= —X" +—X"+—X| — - | =-X"—X
48" 160 16 |, |2 1

f
Z“'125+75+45_°]_”{%;_5_[1_fﬂ

.48 16 16 2

(125 225 135) [25 1 )
_q (129,225 1393 128 5 1.4

.48 48 48 2 2
:ﬂ.ﬁ_n_azm[tlaﬁ B 334): 101an56,61

48 48 48 48
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Anwendungsaufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 141.:

1 4 3 . N
ft(x)—4t21x —Ex fir teR

Information: Tiefpunkte Tmz{it\/g | —%tz].

Die Kurve K; begrenzt mit der x-Achse eine
Flache. Berechne deren Inhalt A.

In welchem Verhaltnis teilt die Ortskurve C der
Tiefpunkte diese Flache ? (Exaktes Ergebnis).

Losung:

¥
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1., 3
_1 f X =_x4__;(2

M f(x) 412 2

a)  Nullstellen: f(x,)=0 = 41 X _§x2=g L4 o x* 6% 20

X*(x*-6t*)=0  N,(0]0). 23_[+tf|c:-)
Ortskurve der Tiefpunkte:

X
Es gilt x, =+tJ/3 also ist t=+—L
! V3
" 2 2
9., . 9 X 9 x 3 -
In y;, =——1t° eingesetzt: =t | ==X
Yr=-7 g Vs 4L a ] 732k
I 3
Ergebnis: Die Tiefpunkte liegen auf der Kurve C: y= —%x—'

Einschrédnkung: Firtwerden nur die Werte t e R™ eingesetzt. Daher
Haben die Tiefpunkte nur positive oder negative Koordinaten. 0 kommt nicht

vor. FUr die Ortskurve gilt also: C: y z—%xz fur x=0.

Flache zwischen K; und der x-Achse:

o EI[_K X ]d"zz{ Lo —lﬁT _ [SGJ_ ts GJEP‘J‘

4t 2 20t° 2 1 20t* 2

=—213J§£g—3]= 2t3£-%=%4€t3

Teilflachen:

{_ X’ +£T‘E=_t9f £33 BJ_F——J_P_—J_’F

20t° 4 0 20t 4

6 3 3 ‘ \

A =A-A =—4B1 ——31° =—/3t% (42 -1

. 15”{_ m”r mr["!—)
Teilverhaltnis dieser Flachen:

A, 33t 10 1
A, 10 3J§t3(4«f§—1] 44/2 1

Dieses Teilverhaltnis ist unabhangig von t !

Aufgabe 142:

=

Skizziereldas Schaubild samt beiden Asymptoten.
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a) K und die x-Achse und die Geraden x = 2 und x = 4 begrenzen eine Flache.
Berechne deren Inhalt A; .

b) Welche Flache A; schlielft K mit der x-Achse ein ?

c) K, die waagerechte Asymptote und die Gerade x =-3 begrenzen
eine Flache. Berechne deren Inhalt A5 .

Losung:
f(x)
X% +2x
(2) f{ )=(X—1)2 8
4 .2
a) A= £2X gy = -
5 (x=1)

Substitution:
U=X—1 = X=u+1= dx=du

-2 2 4 G

3 2 3
(U+1) +2(u+1 u’ 4u 3 4 3
AFI )u ]d I - j[1+u+FJ )

1 1 1

3
A1=[u+4-lnu—ﬂ =[3+4-In3—1)—[1—3)=4+4-|n3
1
b) Nullstelleh sind bei 0 und -2. Die Flache liegt unter der x-Achse:
] —3
A, =J‘f(x)dx=[u+4-ln|u|—§} =[-3+4-In3+1]-[-1+3]=4:In3-4
u
1]
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c) Polynomdivisdion:
(x*+2x)(x* —2x+1) =1

~(x?-2x+1) = f(x) =1+ 21
J (x=1)
4x -1 )
114 ' 14
A= [ -1+ 4"‘1] dx =~ | X—T 4x=  Substitution siehe oben.
= (x=1)" 5 (x-1)
-3/4 _ —3:‘4 —:l —4
A=— | 4{“—;)1@:— [ Mgy | [i—i}dx=[4-ln|u|—§} -
L u AT EARVINy ula

E 3 4

]

A, =[4-In4—%}—[4-In%+4}=4-lni—ﬂ=4-InE—E

FUr Az ist auch dieser Ansatz méglich:

%2 + 2% ) 'f4(x—1)2—(x2+2x]

14y
A= 1- dx =
’ _LL (x=1 3 (x=1)

1

o —4x +1

dx = | -dx  usw.
b

(x-1)

Aufgabe 143:

3) f(x)=x*V4-x Skizziere das Schaubild der Kurve.
Die Kurve und die x-Achse begrenzen eine Flache. Berechne ihren Inhalt A.

—

a)
b) Welchen Inhalt erhalt der Kdper, der bei Drehung dieser Achse um die
x-Achse entsteht ?
Losung:
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(3) f(x)=x*V4-x

Definitionsbereich: 4-x = 0 also:
X<4 = D=]-=;4]

4
a) A=[x"-V4-xdx
0

Substitution:
U=+d-x = u'=4-%x = x=4-u? = dx=-2u-du

1] 2

A=—[(4-u) -20° du=[(16-8u +u’)- 2% du

b ()

¥=

= e ]

2

32 5 16 gu?}zzzs 2
7 o

4
=I[32u2—16u“+2u5]du= 22y u®+
] 3 3 5

35742415 g 8 _2048 o5

256 = =
105 105 105

I 4 2 ‘!' 4 4 4 E 4 5 1 L] )
b) V=m|ydx=n|x"(4-—x)dx=mn|(4x" —x"|dx=n {—x ——X }
J [ (4= x)dre=r] (4x = =m) 2 - |

UL L P ot [ L Y- B QT 9
57 76 56 30 15

Aufgabe 144:

(4) f{}-::)=—;(}s{2—1}-92‘x

K und die x-Achse begrenzen aber auch im 1. Feld
eine ins Unendliche reichende Flache.

Hat diese Flache einen endlichen Inhalt ?

Wenn ja, berechne ihn.

Losung:
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(4) f{x):%(xz—n-e“ d

r

' 2-x — g2
2.) EM i :=>> ir: 1e \
J:‘x ¥ dx = [—}: : ez‘x]: + Ie“dx - [—x i ]; + [—ez‘x]:
Zusammengesetzt:

r

A(r)= %J;[xz -1)-e*dx = %[—ez‘” (x? —1}1 +[—x ™™ ]1 +[—e”]1
A(r)= [—ez"‘ (12()(2 —1)+x +1]I = [—ez"‘ (3% +x +—;}I
A(r)=—e"(3rr+r+d)re(3+1+d)=2e—e""(Ir +r+])

A*=limA(r)=2e, denn nach L'Hospital folgt
r—o

1p2 1
, _ o +r+1 o r+1 1
Ilmca~2r[l?r2+r+—l)=llm2 ——==lim—— =lim =0
Y < < r—% =)

Aufgabe 145:

f(x)=In——

8-X
K und die Koordinatenachsen begrenzen eine
Flache. Berechne deren Inhalt A.

Losung:
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X+2
5 f(x)=In—
) fx)=Ing—
1] 0 o
A= [InX2x = [In(x+2)dx - [In(8 - x) lx
3 8-x 3 3

1. Integral: Substitution: u=x+2 du=dx

2. Integral: Substitution: v=8-x dv=-dx
1] 8

A= [Inudu+[|nvdv =[u-|nu—u]§+[v-|nv—v]2
3 3

=(2-|n2—2—5-|n5+5)+{8-|n8—8—5-In 5+5)=2In2+8:In8-10-In5 ~1.9274

Aufgabe 146:

Gegeben ist die Funktion f; fir t<R"* durch

f(x)= 1y oax? 42 tx
2t 2

Die Gerade g durch den Wendepunkt und den Tiefpunkt
der Kurve K; begrenzt zusammen mit K; eine Flache.
Berechne diese in Abhangigkeit von t.

Losung:
Die Abbildung zeigt Ko .
$()
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Gegeben ist die Funktion f; fir t<R* durch
ft[x)zix3—3x2+itx
2t 2

Die Gerade g durch den Wendepunkt und den Tiefpunkt der Kurve K; begrenzt
zusammen mit K; eine Flache. Berechne diese in Abhangigkeit von t.

Information (Ergebnisse hier nicht berechnet):
Die Kurve K; hat daher den Tiefpunkt T(3t | o), den Hochpunkt H(t | 2t2) und den

Wendepunkt W (2t] )

Lésung
Aufstellung der Gleichung der Geraden g durch W('zt | 12) und T(3t |D]

Ay £-0 £

Steigun m, -
gung. AX  2t-3t —t
Punkt-Steigungsform: g y-20=-t:(x-t) & y=-tx+3t°
Flache zwischen gund K; von W bis T:
A=[ [(—tx+3t2]—(1 -3+ 2 o = [ (X + 3% - Lt + 38 dx
T o8t 99 ,
= ——+x ——x ratx| =|-Ele_o7e Lot } (2 +88 -1 + 617 |
x L 8 4
As.. =g
8
Da die Gesamtflache zwischen Gerade und Kurve jedoch doppelt so grof ist, folgt
als Ergebnis: A= %t:"

Aufgabe 147:

Gegeben ist die Funktion fi fir te R\ {0} und fir xR
durch

f.(x)=tx® -3(t+1)x

Ki sei das Schaubild von f; .

K1 und die positive x-Achse begrenzen eine Flache.
Berechne deren Inhalt.

Berechne flr t > 0 den Inhalt der Flache, die von der Kurve K;
und der positiven x-Achse begrenzt wird.

Losung:
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Information: Die Nullstellen von f1 sind 0 und J_rJg.
Ldsung
Schaubild von Ky : f,(x)=x*—6x Nullstellen: +/6

Berechnung des Flacheninhaltes:
N3

A= —jfn(x)dx - —jf(xc3 —6x)dx =-[+x* —3)(2]0 =

A=-[L-36-3-6]=-[9-18]=9

Berechnung des allgemeinen Flacheninhaltes:

Die rechte Nullstelle liegt bei x, = 3%

¥ =

A(t)= —_[: f(x)dx = —J'DJE{U(S ~3(t+1)x)dx =

=—[$tx* —%(tm]ff@ -2

1, o(t+1) 3 3(t+1)
=—[It-9(T} St )= }

(1) 9 (t+1)

41

_(t+1)2 _’_E(tﬂ)2 9 (‘H—‘U2
1 4 t 4 t

9

— +

4 t 2t
2

4
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Aufgabe 148:
Zu jedem k=R und fir x R ist eine Funktion f, gegeben durch
. b 12
f (X)=—x> ———x* +6X
-k kK
Ck sei das Schaubild von fi .
Informétion: Folgende Ergebnisse sind bekannt:

Ny(0l0). Ny(klo), T(klo0). H[%H%k] und W(%k |%k)

a) Ck und die x-Achse begrenzen eine Flache. Berechne deren Inhalt A(k).
Die Gerade mit der Gleichung y =< x zerteilt diese Flache in zwei Teilflaichen

mit den Inhalten A; und A, . Berechne das Flachenverhaltnis A, : A, .
Information: Diese Gerade ist die Ortskurve der Wendepunkte.

b) Der Kurvenbogen von Ck zwischen
Hochpunkt und Tiefpunkt und die Parabel

Gy : y=—%x2—4x

begrenzen ein Flachenstlck.
Berechne ihren Inhalt B(k).
Information: Gg ist die Ortskurve
der Extrempunkte.

Losung:
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a) Fldche zwischen Ck und der x-Achse:
k
A(k) = Ik[izxa 12 e, ledx =[ 32 xé— 2y, 3){2} e gLy
°l k K 2K k o 2 2

Teilflache zwischen Cx und der Geraden K: Die rechte Grenze ist die Wendestelle:
2 : 2 A
A, =Fk[%x3—3x2+6x—£x]dx=ﬁk %x3—£x2+ﬁx]dx
o lk k 3 0k k 3
2
3 ., 4., 8, 3 (2k) 4(%Y 82
= =X ——X" +—X =—|—=| ——|=| +t=| = | =
2k K 3 B 2k 3 ki 3 3L 3

3.16.k4_4.8.K3+8.4.K2_(B 32 32)k2=i
2-81-k*  k-27 3.9 27

k2

Teilflache zwischen K, Cy und der x-Achse:

Ay = A A, =k -k = 22 = i
A, 8k’ 54 16

A, 27 112 11

Flachenverhélinis:
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b) Fldche zwischen der Parabel Gy : y= —%xz +4x und K

A (x)
k .5 iy

7/ N /

N/

¥

Da die Parabel die Ortskurve der Extrempunkte ist, sind die Schnittpunkte genau
Hoch- und Tiefpunkt. Damit stehen die Grenzen der Integration fest:

k

A= j[(—ixz +4x]—[%x3 —Exz + Exﬂ dx
Uk K~k
3

A_{_sk4+3k3_kz}_{ ok* 8k’ E}

J— + i
2K 3K 2281 3k-27 9
A2 B e e B Ty
2" 73 54 81 9
W [3.8 1 8 1]. -243+432-162+3-16+18 ,
23 54 81 9 281
2 . 16,
281 81
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Mehrfachintegrale

Aufgabe 149:
Integrieren Sie f(x.y) =x | )* iiber dem Gebiet,

a) das von der Parabel 4x—= yj und von der Gerade x =4 begrenzt wird!
b) das von der Parabel 4x —1? und von der Gerade y — 2x— 12 begrenzt wird!

Losung:

:
"

4 +idx ) 4 1}3 2%
f f (x 42~ )dydx =—/x}'+"7 dx
2 2 5
0 41_ D —J.v'"i

VAE<y<Vix

i 4 3 —

8 8
(2x/%+ Exﬁ + 2x/x+ ix\fij dx

4
28 1 5

—xide = —xI
3 15"

56 1792
27 - 7T 2 119.46
0 15 15

S T

4 T~

2 . 9
b) Die Parabel und die Gerade schneiden sich fiir x ‘T & '21‘ dh
fiir (x,y) = (4,—4) und (9,6).

2

¥H1

6 T 6 _ - ]
¥ x‘- ¥ _‘!— 1 3 e |
f f (427 dedy — f [E +xf} L =3 f (9" 416 +196)% 4 961+ 576) dv
432 4 T "

6
1 9 5 4 1963 2

— L N 7 — F, ? 7
32[{ 5¥ Hy+ 3 48y +576y) ,

1 /52416 ( 42?52) 200000 1250
32 5 L 15 15.32 3

Aufgabe 150:

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale.
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1
a) 1) = f [{xz+y}dxdy, f
J . ;

3
[ \.'r;+ vy + 1] dxdy, I3 = [ [ Vxydxdy
o J o

il p=i) x=l) ye ) y=i)
2 1 w4
by I = [ [Jc sin ydxdy, fh = f ff sin ydxdy, I = [ [xmsﬂy}a‘xdy
1=l y=0 x=0) y=0 =0 y=0
w2 w2 a2 a2 w2 =2
= [ [ sin (x + y)dxdy, L= [ [ cos (x + vidxdy, I = [ f x cos(x+ vVidedy
x=11 y=0) x=0) y=0 x=1) y=0)
Losung:
11 1
a) I = f f{.:3+y}dxdy = f( +p] dy = z
x=l) p=0) 0
1 3 3
r 2 20
fz=J {\5+\ffm)dlfir=1(§+v’m)ff}‘:?
x=0 y=i0 0

x=0 y=0 0
2‘. H‘ H‘
by I = j xsinydxriyzij sinydy = 4
x=0 y=0 0
3 om n
Iy = f frz sinydxdy = ‘EJ'fsin}rr{v = 18
¥=0 y=0 0
1 w4 w4
Iy = J xcos(2v)dxdy = % j cos (2v)dy = &
a=0 y=D 0
nj2 nf2
o) I = f f‘iln(.t+_}}d.rd}' = f{-amy +cosy)dy = 2
x=0) p=0)
xj2 nf2 "f2
I = f fms{.r+v}dxdy = f( siny +cosy)dy =
x= y=0)
w2 nj2 2
I = f fxcuﬁ{x+v}dxd}f f[ —xsinx +x cosx)dx = —2+§
x=0 y=0)
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Aufgabe 151:

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale.

m(2 n2 m(2 nf2
a I = j { sinx cos (2y)dxdy, I = j ( sin(2x) cos (3y)dxdy
#=0 y=0 20 y=0
nf2 a2 w4 =2
by h= f f sinx cos” ydxdy, I = f f sin(2x) cos” ydxdy
*=0 y=0 x=0 y=0
T2 2w
c) ’ J v -cos (xy)dxdy, ’ ’ x sin(xy)dxdy
2= y=1 =0 y=0
32 3 2
d) h= f x In(xy)dxdy. I = f f 2 In(xy)dxdy
=1 y=1 x=1 y=1
2 x2 2 @2 3 ;4
€) f r Y edy, b= f Y dxdy, b= r f “m?}"} dxd
J o x Jo X
x=1 y=0) x=1 y=0) x=1 y=0

Losung:
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w2z 2 /2
a) I :j j sinx cos (2v)dxdy = {cm;{i}'}riy =1
=0 y=A) :}
w2 w2 w2
f: = f f sin(2x) cos (3v)dxdy = fms(?n}}ldy =
a= =0
mf2 w2 w2
B) f rsmxcm ydxdy = me ydy = —
x=l) y=0
rrf:!- rr,.';l :rj'\z
I = ’ ’ sin(2x) cos” ydrdy = % ’ cos” ydy = %
x=0 y=0 0
" 2 21_
c) ’ -cos (xy)dxdy = J sin(wy)dy =
; y=1 1
F I 2
= f f x sin(xy)dxdy = f{l —cosimx))dx = 2
a= y=l) 0

32 ;
9
e} flzffxln(.:}'}dxdy:f{xlnx—x+21]n2]dx=—ﬁ+31n2+iln3"—"4.49

x=] y=1
3

jj.len(xj?}dxdy f(lenx—ﬂwlenz)dx:

=1 =1 |
104 52
=—-—+—=—In2+9In3 = 10.37
9 3
2 =2 . 2 d
€) f]:f Mmd}-:f—‘tzlnzzn.ﬁg
X X
x=] y=i) 1
2 mf2 2 i i
_ Cos y _ X _
fz—‘r‘ > dxd}l_‘r.x__i
x=1 p=i) 1
3 w4 X I 3 J s
cos (2y) [’ x
Iy = dxd — _= =
: r r X 2 x 9
x=1 y=0 1

Aufgabe 152:

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale.
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I-|.

a) -*L=j
=

1

b) n=f
J

2 1
I = ( v e dxdy
.:L=ﬂ y;ﬂ
2 3 .
xe
fz = ’ j dJ.' d_}?,
. ¥
=0 y=1

22 2 2
) Il=ff(2—:—£]dxdy. Izsz(i—i—i)dxdy
GO

x=1 y=
I‘ I‘
X
d) n—j j I+.r}'dxd}'
x={) y=l)
4 1
ey 1) = f Vx dxdy,
JoJ L4y
a=11 w=i)
Losung:
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a) I = H e Y dxdy = f{e'_z”—z_:-") dy = % ( l+e+e - } 0.74

=0 y=0 0
201 | 2
I = f ffe‘”d}dx 3 [ “de—— — &%) = 15.75
x‘_ﬂy‘_i.ll L]
12 e |
b) I =ffx—dydlenzf.te”dlenlzﬂ.ﬁ‘}
=01 y=1 o 0
2- 3- f‘x 2 2- 2
x
= }Tdydx=§jx€ rix—g(l+e2)
=0 ¥=1 0
12 1
) Hx{’l" 3‘ Iy 3 7
fﬂ=\ \’ Trf}’dx=§\fﬂf dx=3—2(l :?]
x=0 y=1 [i]
T 2 1 % 3 3
) .‘|=Jq f(f—;) dydx:i‘[(dlxlnl—‘})dx:EIn2=l,ﬂ4
x=1 y=I 1
2 2 2
x ¥ 1 ( ?) 7 3
I = -—= dx == 3In2-x-—=|dr=-==+ =In2= -0.13
sz(,v xz)dy‘rEf,nxxﬂ 6 2"
=1 =1 1
11 1
dy I = a dydx=f]n(l+x}dx=2]n2—lz[}.39
l +xv
2=0 y=0 0
21 2
I = ’ a df—l— ‘In{l+2_x}d —Eln5—1~l[}1
CO B B T e ) T3 -
=0 y=0 ]

1 2 :
r 3 d}-dx:fx]n(l+_t}dx:f{u—l}lnuduz%ln_’izl.ﬁi (w=1+x)
) i |

4
&) r
=i

4 1

1 g
jj 1+;11"""dx‘§j Vxdx =3
=0 y=0

Aufgabe 153:

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale.

1 4
16

r \Ed_}'d_tzlnﬁf ﬁdx:T]nﬁﬁl?ﬂ

0 0 )
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a)

b)

)

1 ¥ 2 ¥ 1 Vai=
I :f xydxdy Iy = f f xydxdy, Iy :f f rydydx
¥=0 1=l ¥=0 1=l x=0  y=l
iox 2 oz R
I = xyzdyd.x I = { j xz}'zcivdx, j j xydydx
x=0 y=0 ;:ﬂ y=l =l y=1—x
1 = 3 ¥ 1 £
I :f (o + v dydx, I = f f(: + V) dxdy, I :f f{:+_}r}dyd:
x=0 y=0 % i) x=() x=l) y=i)
w1l x m/l x
I = f fﬂ + siny)dydx I = r f{msx+siu}-}dydx
X0 _'r-—lil =0 _]-'.—ﬂ
Losung:
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a) I = xydxdy =

1
ff@=

x=0 il

&.‘-——-,_
MI—'

2 2
1 [ 5 q
_J ndxriy—if}:ﬂ—g
y=0 1=l
1 Vasd 1
1 7
I = f xydxdy = Efxm-f}dx =3
a=ll =i 0
3 x 3
1 81
b) Il:ffxyzdxd}:ifx"dx:?
x=l) y=0) 0
2 x 2
1 32
.*ng xzyzrixdy=§ xjd.rzg
x={) y;ﬂ 0
1 1= | [
1
.rﬂ:f f xydxdy:ifx((l—f}*—u—x}ﬂ] dx = o
x=) y=1-x 0

i i
¢) L= f (" +y)dxdy = % ijd‘t = %
J :

x.=ﬂ y=0
3 \F ] ) o
I = J j (x“+,v“}dxdy=J (% +,v"”) dy=7+ 18V3 =~ 33.43
y=0 x=0 1]
i E:I i ] ]
I = f ’ (x+yldxdy = f(x{f— I]+§{x2— lf) dx = @
x=l _l.?:ﬂ 0
af2 x nf2 2
d) ff{l+5m}'}dxd} f{l+x—cmx}dx—g+§—l 1.8
x={l y=0)
a2 x w2
I = f f{msx+ sinyidxdy = f(l +xcosx—cosxjdx==-2+m= .14
=) =l 1]
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Aufgabe 154:

booa 2 1 n o=
(a) J f dx dy, J' J % dx dy, c) J f sin{x)- sin(y) dx dy.
P ol x ) yoOx=0
2 4 1 1z 1 n =5
{d) J n(l1+ v)dnde, (e) J- J dx dy de, () J- J- J-e'“d_rd}rds.
n=1 r=2 y=—1zm—1/25=0 =0 y=y, 5%,
Losung:

(a) Nach zwei Imtegrationen ergibt sich: [x]§ [¥]g = (a = 0)}(b - 0) =ab
(b} 2/3

(c) 4

(d) [v+v?/2]3 [n?/2]] =12

(e) 4

() L™ — ™). (- y,)- 1

Aufgabe 155:

Berechnen Sie folgendes Integral.

-1

'x2—2y2| dz dy dx

H‘—-;pl‘.‘s
= L

Losung:

Aufgabe 156:

Berechnen Sie folgende Integrale.

132 , 13 z,=2
= JJ|J 2 ~2pzla|@yaxc = [[ [z~ 522
11 0 11

o dy dx =
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X x?

[ | (+x)dzdydx
x=0y=0 y=_,?

~
[y

Il
%p—a

E
2

I, = f f f sinx - yz dz dydx
x=0y=0 z=y

x—.

I3=f _f fy e® dz dydx
x=1y=0 z=0

1 4 m
I, = f j f x*y - cos(yz) dz dydx
x=0y=-1 z=0

Losung:
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2

1 x x 1 X 3
[ [ [ W+xlazaax= [ [ (1+x) P+ dyax=2
x=0 y=0 2=_}.2 x=0 y=0 5
w2 = 1111"2 1 i 1
12215111’«&] ydyll‘zdzzi‘]‘sinxdx f [_VD—_ys]dy:—i
x=0 y=0 z=Yy x=0 y=0
2 x xX— 2 x [n\s
Iy= f .r f y-e dzdydx= _r f y(e*™r =1)dvdx =
x=1 y=0 z=0 x=1 y=0
2 2 2
:f f ye_ydy—j ydy | d J e — 2 — x — 1| dx
~ o ' " 2
x=1 y=0 y=0 x=1"
——e—-1 422 1004
3
Iuv'dxzuv—ju’vdx
1
I, = j x? dx f .[ ycos(yz)dzdy =
x=0 y=-1 z=0
T my .
f cos(yz) dz _1 _[ cos U du=l'sin{yz}'|§=u=w
z=0 y u=0 Yy y
U= yz
1 4 1 1
_f v dx J‘ sin(m y)dy = — — _r x? dx - |c'os{rr y) =
" - '.|T l}
y=-1 x=0
2 - 2
2 2
=—— | x“dx=— —
™ ‘([ 3
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Partielle Ableitungen

Aufgabe 157:

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung.

a) f(.\',_,v)=.\'2y, f(.\',y)=xy2

B) fx.y) =Y, o) flrp=a4
-‘;
d) f(x,y)=02x—y)?+In(xy)
e) f(x,y)=xy* (sinx + sin y)
7)) fl(x,y) =sin(x* - y)
i
g) f(.\’,‘v):ln(zx+;)
h) f(x,y)=In(x + '11'2) —e2x3‘+ 3x
N
i) f(x,y,z)=¢e""7 cos(52)
Losung:
a) flx,y)=xty, L =2xy, 2°L_,2
6x oy
Flx,y=x2?, Loy Gy,
X oy
3 3 O 3
b) flx,y)=¢e"", ﬂ:ysé?xy, g = 3x y2e*?
0x ay
¢) flx,y)=4 =, of - 4 ‘?f:—zoi
)5 X "L}S CJ, J;

)

d) flx,y)= [21’—}’)2 + In(x y) = [21’—7}}]2 + Inx + Iny

A = -2 (2x — y) + 1
y AL

~,
o

0

8)]
=
Q)

— 4 (2x—y) + 1,
X
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f(x,y):xyz-(sinx+siny]:u-v, u:xyz, vy =sinx + sin y

6f=a(u°v)=?u'v+8v'u fo=u viv. u
ay ay ay 6y Y y y

- :@:ix 2,2 v :a—v_i-(sjnersin ) = cos x
* 9x Ox Y= . x 9x Ox d "

u =%=—t};2=2x v =ﬂ=i—(sinr+sin1-')=cosv
y 9y oy > Y o0y Oy ' ' '

— 02 : 2
J, =y (sinx + siny)+ x y"-cosx

f,=2xy: (sinx + sin y) + x _1-'2 * COS Y

flx,y)= sin(x2 - y)

Wir fithren zunidchst die 'Hilfsvariable' ein, erhalten die 'dulere’ Funktion
und wenden die Kettenregel an:

f=f(x,y)=Flu(x, y))

of _dF du  of _ dF du
0 x du o0x’ oy du 0y
u=x*—y - Hilfsvariable
Tz, 00 = sin (x% — y) = Flu(x,y)) = sinu — #auBere Funktion
di - d sinu = cosu = cos (x> — y)
du du ' :
ou _ 0 2 ou oo
x  ox Vh=2%. dy dy L ==l
~
af = 2x-cos(x°— y) -+ — cos(x? — y)
ox oy
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f(x,y)=In 2x+% = F(u)=Inu, u=2x +
u u . (2+xy
y
_ou _ 0 4| _ _ﬂ_i( 4
u_ = Pl 2'c+‘v)—2 u, = 5 - 3y ._2X+
of _ dF du _ v
0x du 0x 2+xy
of _ dF ou _
oy du 0V y(2 + xy)
h) f(x,y) = In(x + ,vz)—ezxy+ I'x
ﬂ = 1 _ 2})e2x_}’+3, af — 2.\)
0x  x + y° 0y  x + 7
i) f(x,y,2z) = €7 cos(52)
a2 _ e* " Y cos(5z2), o7 —e* " Y cos(5z),
0 x oy
g{ = —5e* "7 sin(5z2)

Aufgabe 158:

Berechnen Sie die folgenden partiellen Ableitungen

Seite 217 von 322



Aufgabensammlung

a) 0 (lmv2 i(v +at); 1(2“"
om |2 dv, ° > T\ T
o . 22!
b) — sin (ct —5x); (
) ot oM\ VoM )
a eXB—3 a ’"0
)58 Sapns By 0T o
B 2yB + V 1= vy
Losung:
0 ( 1 2 v? 2 0 (ZTrr 2mr
— — = —" _ t = 1‘ _— _— ==J—
) Tm m") 2° avo("“”] > ar\ T 72
' 32 ) 3/2
b) ai sin (¢t —5x) = ccos (ct — 5x); aa ZI.T”” = - =L
! M\Vem VG M
o ef 7 s-3(2xyB+5x-2y)
C) = e -
0B 2yB+5 (2yB + 5)
> boi m, 3 myv
OV 1 -2 (1 — vic?)

Aufgabe 159:

Bestimme die partiellen Ableitungen erster Ordnung folgender Funktionen:

a) f(z, )—2rj+r]11{3J+1)_%
o) f(z,y) = 15

Losung:
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) ¢tn {5 AT
ff i Z l: & )] C‘*/
2L (<) =2y + Lu(3y+a) — O

l;—ﬁ 4-[«(4)«&".)

B S < Z
%(k,}l} :—\Zx -+ 3y +A -

&_—A& \
M-zu(lpzt)) \
Kl ()

- -._/!___. A
237+4 @ZT——)—

=3x. —2

7/

.gy-f “1
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Aufgabe 160:

Ermitteln Sie samtliche partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung fiir die folgenden
Funktionen.

(@) flzy) =z +oy' ~ 2?1205 (b) [(z,y)=c"

e x,y) = e*sinx | z,y) = xln(z* — y
2y ¥ i 1 2
(e) flwy) =T (f) Sz y,2) = 2ye* +-sin(z —y) —x2°
Losung:
(a) fe=2zy+y' -2z Jy =32y +4ay’ + &
fm=2y3—f3 Jey = Jua :ﬁmy2+4y3 Jwy :ﬁj;-'!y—l-lll:yﬁ—ﬁg
(b) [fr=ye™ [y = xe™
fﬂer:yzﬁzy .!rﬂ'-:l.r:fyﬂ‘- = (1 + zy)e™ fw = z'e¥
(€) fe=eMcosz— % Jy=2e"sinz + 1
foe = —€Msinz + 34 foy = oz =26Wcosz—% [, = 4€¥sinz
(d) fo= Z= +In(z2—y) fy= %
I_Gr 2 —F
fox = Gt Joy = e = G o= e
. . —2 . 2r
(©) f=55p v ==
for = Gl Joy = fn = TEF Jw = a5y
(1) fr= 2zye*+ceos(z—y)—2" [, = x%* — cos(z — y) [: = 2*ye* — 3xz*
Sz = 2ye* — sin(z — y) [ry = 2xe* + sin(x — y) frs = 2xye® — 322
Jyz = 2xe® +sin(x — y) Jyy = —sin(z — y) Jyz = ©t€*
fez = 2aye® — 327 [y = 2%€* Jez = 2lye® — bz

Aufgabe 161:

Bestimmen Sie sdmtliche partielle Ablettungen bis zur 3. Ordnung von
f(x,v,z) =e"¥ cos(5z) fiirxeR,_ veR, zeR.

Losung:
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Léisung:
1. Ordnung:

&
a

(x,y.z) =" cos(52)

%(L v.z) = =" ¥ cos(5z) i (x.y.2) = -5¢" T sin(52)

2. Ordnung:

B vy = cos5r) 2L x vy =8 (kv 2 = " cos(Sz
a2 (x,v.2) =e " cos(5z) &r@;(x“‘r:é) Ql,ﬂ:(x'_}:é) —e " cos(3z)

L AP - Py
ﬁrdz(x:}:‘:) azdx(xs}’,é) e sin(5z)

B v = cos5r) L w2 =T (. y.2) = 56* sin(5:
P (x,y.2) =" cos(5z) ayaz(x,},z) azqv(x,_v,.».) Se" ¥ sin(5z)

%(1, ¥.z) = -25¢""7 cos(5z)

s z ¥ cos(52) di"; (x,v,2) = =7 cos(5z) ;1‘;_ (x,v.2) = -5¢" ¥ sin(5z)

I 3 orssy O N oot eossy O o ey e
3 & Q.chk(x:}:d} e " cos(dz) Q;:da(x,},z.) Se” ™ sin(3z)
gf

3

"; (x,y,2) =125" ¥ sin(5z) of (x,y,z) ==25¢"7 cos(5z) ;f (x.y.2) =25 cos(52)

& & ac

3
;;‘33 (x.y.2) =3¢" sin(52)

Nach Satz von Schwarz sind alle Ableitungen 3. Ordnung, die sich aus Vertauschungen der Varniablen
ergeben, nach denen abgeleitet wird, 1dentisch zu der entsprechenden Formel, von der ber der

Vertauschung ausgegangen wird.
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Folgen und Reihen

Aufgabe 162:

Berechnen Sie bis as.

(a) a=12; a =

(@ a,=2;a=—
=

) n-1

(i) as=4; a"=a“'1+T

Losung:
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Aufgabe 163:

(1)

(2)

(3)

Beweise, dall eine anthmetische Folge vorliegt. Stelle eine
Berechnungsvorschrift auf.

a) a;=-28 [ as=26; az=107
b) a: =249 ; as =405 ; anp =561
E} dgq — 296 , dig = 216 , dos = T2

d) a; = 20181 ; ayp=17311

; 3202'13211 »odE =- 32299

?

Zeige, dal} keine arthmetische Folge vorliegt.
Wie mialite a;; lauten, wenn eine anthmetische Folge vorliegen sollte 2

a) as=450 ; a; =506 ; a,; =674
b) a; =630 ; a; =560 ; a;; =455

Gegeben sind 3 Glieder eine Folge. Setze so wenig wie nétig Zahlen
dazwischen, damit eine arithmetische Folge entsteht.
Berechne dann a; und a,.

a) @ =122 . b=156 . c=207 R
b) b=388 : as=340 : c= 280

c) =-84 ; ¢=-39 ; axp-—-24

(4) Ist b ein Glied der gegebenen Folge 7
a) a,=14n+16 ; b=1808
b) a,= 240-28n ; b=-290
c) a;= 64 ; az=256 ; b=640
d) Ap=25: au=-25; b=175

(5) Gegeben sind die arithmetischen Folgen a, und b, .
Prife nach,ob c,=a,+b, ; d,=a,-b, ; e,= 3a, und f,= a,-b,
anthmetische Folge sind.
zB fir a,=6n—-12 und b, =2n+15

(6) Beweise allgemein, dall eine Folge der Form  f = an” +bn+c
keine anthmetische Folge ist.

Losung:
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(1)

b)

d)

Beweise, dal eine arithmetische Folge vorliegt. Stelle eine
Berechnungsvorschrift auf.

az=-28 ; as=26; as=107

a;—a,=26+28=54=2d = d=27

a,—a;,=107-26=81=3d = d=27

Weil beide Werte gleich sind, liegt eine arthmetische Folge vor mit
a,=a;+(n—-3)d=-28+(n-3)-27 =-28+2M-81=27n-109
(und wer mochte: )a, =a, -2d=-28-54=-82.

a=249 ; az =405 ; a,p = 561

a;—a,=405-249=156=4d = d=39

a,, —a; =561-405=156=4d = d=39

Weil beide Werte gleich sind, liegt eine arthmetische Folge vor mit
a,=a,+(N-2)-d=249+(n-2)-39=249+39n-78 =39n +171

dqq = 296 ; 3132215 ; 325:T2

a,—a,,=216-296=—80=5d = d=—16
A, —a, =72-216=—144=9d = d=-16

Weil beide Werte gleich sind, liegt eine anthmetische Folge vor mit
a,=a,;+(n-11)-d=296+(n-11)-(-16)=296-16n+176 = —16n+ 472

a; = 20181 ; ayp=17311 ; ax=13211 ; a; =- 322099

a,,—a; =17311-20181=-2870=7d = d=-410

Ayg —ayp =13211-17311=-4100=10d = d=-410

Ay — 8y, =—32299-13211=-45510=111d = d=-410

Weil alle drei Werte gleich sind, liegt eine anthmetische Folge vor mit

a, =a,+(n—3)-d=20181+(n—3) (~410) = 20181-410n+ 1230
a, =—410n+21411
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(2)

b)

3)

Zeige, dal keine arithmetische Folge vorliegt.
Wie miilite a,; lauten, wenn eine arithmetische Folge vorliegen sollte 7

a5 =480 ; a;=5806 ; a;- =674

a,—a, =506-450 =56 =2d = d=28
a,-a,=674-506=168=5d = d=18-336

Diese verschiedenen d-Werte sind ein Widerspruch zur Annahme, es liege eine
arithmetische Folge vor.

Richtiger Wert fiira;.= a,=a, +5-d=506+5-28 =646
A5 =630 ; a:=5860 ; a;>=45h5

a;—a; =9560-630=-70=2d = d=-35
a,-a,=455-560=-105=4d = d=—13=-35

Also liegt keine arithmetische Folge vor.

Richtiger Wert fir az: a,,=a,+4d=560+4-(-35)=560-140=420

Gegeben sind 3 Glieder eine Folge. Setze so wenig wie nitig Zahlen
dazwischen, damit eine arithmetische Folge entsteht.
Berechne dann a; und a,.

ag=122 b=156 ;. c=207
b-a,=156-122=34 und c-b=207-156=>51

Der grilite gemeinsame Teiler dieser beiden Differenzen ist 17:
3M=217 und 51=3-17, also wahlen wir die Folgendifferenz d = 17.

Dann mult zwischen 122 und 156 die Zahl a, =122+17 =139 geschaltet

werden, b ist dann as. Und zwischen b und c haben wir 3 Differenzen
(Abstande), also bendtigen wir dort 2 Zwischenwerte:

a,=156+17=173, a,,=156+2-17=190, a,, =156+3-17 =207 istdann c.

Die Folge lautet also I

Damit folgt
a =a+(n-6)d=122+(n-6)-17=122+17n-102=17n+20
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3)

Gegeben sind 3 Glieder eine Folge. Setze so wenig wie ndtig Zahlen
dazwischen, dami eine arthmetische Folge entsteht.
Berechne dann a; und a,.

ag=122 ; b=156 ; c=207

r

b-a, =156-122=34 und c-b=207-156=>51

Der grofite gemeinsame Teiler dieser beiden Differenzen ist 17:
34 =217 und 51=3.17, also wahlen wir die Folgendifferenz d=17.

Dann mul zwischen 122 und 156 die Zahl a; =122+17 =139 geschaltet

werden, bistdann as. Und zwischen b und ¢ haben wir 3 Differenzen
(Abstande), also bendtigen wir dort 2 Zwischenwerte:

a,=156+17=173, a,,=156+2.17 =190, a,, =156+3-17 =207 istdann c.

Die Folge lautet also

122 5139 3156 »173—»190——>207

Damit folgt
a,=a,+(n-6)-d=122+(n-6)-17=122+17n-102=17n+ 20
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b =388 ais =340 ; c= 280

a;,-b=2340-388=-48 und c-a;=280-340=-60

Der grofite gemeinsame Teiler dieser beiden Differenzen ist -12:
—48=4.(-12) und —-60=5-1-12), wir wahlen die Folgendifferenz d = 48.
Dann haben wir zwischen 388 und 340 4 Differenzen (Abstinde) und schalten
folglich 3 Zahlen dazwischen:

388— 7376 ——7—>364—— > 352 >340

b =338 istdaher ayy.

Zwischen b und ¢ haben wir & Differenzen (Abstande), also bendtigen wir dort 4
Zwischenwerte:

M—5— 328 ——5— 36 ——5—304——5— 292 ——=— 280
Damit wir c = 280 zu 3.

Wir erhalten dann a, =a,,—-10d=388-10-1-12) =388 +120 =508
und a, =a;+(n-1)-d=508+(n-1)-(-12)=508-12n+12=520-12n

b=-84 ; c=-39 ; ax=24

c-b=-39+84=45 und a,;-c=24+39=63
Der grofite gemeinsame Teilervon 45 und 63 ist9: 45=9.5 und 63=9.7.
Also haben wir zwischen b und ¢ 5 Abstande der Grolke 9 und zwischen

cund asg 7 Abstande der Grofke 9. Wir schalten also zwischen b und c 4
Zahlen und zwischen c und azy 6 Zahlen:

84 75

3 75> 66— 57— —>48——>-39

-39 -30

12— >34 515504

+3 13

Damit wird b = a; , dann von axg aus zahlen wir 5+7=12 Zwischenrdume
herunter, also 13 Zahlen |

Esfolgtalso a,=a, -6d=-84-7-9=-147
und a, =a,+(n-1)-d=-147+(n-1)-9=9n-156.

Ist b ein Glied der gegebenen Folge 7

a,=14n+16 ; b=1808

r

'18DB='14r]‘|:+“1E = 14n=1792 = n=128. Erg: b=a,,.

an=240-28n

r

b=-290

-290=240-28n = 28n=290+240=530 = n=189__
b ist also kein Glied der Folge.
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c) a:= 64 ; as=256 ; b=640

3d=a, —a, =256-64=192 = d=64

b-a B40—-256 384
Aus b=a,+k-d = k= de‘= = =B4=B dh. b=ag

d:l 319225; 314:—25; b =175

4d=a,-a,,=-25-25=-50 = d=-125 (Fallende Folge )

d 125 125
Also ware b =a, . Das ist nicht maglich |

b ist kein Glied der Folge.

Aus beay, +k.d o ko 273 _175+25 __ 200

-16

(3)  Gegeben sind die arithmetischen Folgen a, und b, .
Priffe nach,ob ¢c,=a,+b, ; d,=a,-b, ; e,= 3a, und f,= a, -b,
arithmetische Folge sind fur a,=6n-12 und b, =2n+15

1. ch=a,+b,=8n+3 isteine lineare Folge (Gleichungstyp 1) und daher eine
arithmetische Folge.

2 d,=a,-b, =4n - 27 ist eine lineare Folge (Gleichungstyp 1) und daher eine
arithmetische Folge.

3. e,=3a, =18n-36 isteine lineare Folge (Gleichungstyp 1) und daher eine
arithmetische Folge.
4 f,= a,-b, =(6n-12)(2n+15)=12n" —-24n+90n-180 =12n + 66n—180 ist

keine lineare Folge und daher keine arithmetische Folge, was wir wie
folgt beweisen (und das geht bei allen quadratischen Folgen so):

Beweis, dal f, =12n° +66n-180 keine arithmetische Folge ist:

f,=12+66-180=-102
f,=48+132-180=0
f; =108 +198-180 =126 usw.

~102—— 50— 126 — 276 ——>450...

[=r]

Die Differenzen sind nicht konstant sondern nehmen zu.
Interessant ist, wie sie zunehmen:

-102

20— 276 ——77—450...
+24 +24 | T
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(6) Beweise allgemein, dal} eine Folge der Form f = an” +bn+c
keine anthmetische Folge ist.

Beweis:

Wir zeigen, dalk die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder nicht konstant ist:
f . =an+17 +b(n+1)+c

f =an® +bn+c

f,—f =[a(M®+2n+1)+bn+b+c]|-[an?+bn+c]
f.,—f =[an®+2an+a+bn+b+c]-[an®+bn+c]
f.—f =2an+a+b=d,

Und wie man sieht, hangt die Differenz von der Zahl n ab, bei der diese
berechnet wird. Sie ist also nicht konstant. Daher ist die Folge nicht
arithmetisch.

Ich habe die Differenzenfolge d, genannt. Sie ist im Beispiel von der Seite
Zuvor mit

f,=12n"+66n-180 (a=12b=66)
d =2-12+12+66=24n+78

Yom Typ her ist diese nun eine arithmetische Folge mit der konstanten
Differenz d = 24, was man auf der vorherigen Seite schon gesehen hat.
Doch jetzt wurde dies bewiesen.

Eine solche Folge, deren Differenzenfolge eine arithmetische Folge ist,
deren 2. Differenzenfolge also erst konstant ist, nennt man eine arithmetische
Folge 2. Ordnung.

Darum geht es im niichstEf Abschnitt |
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Aufgabe 164:

(1)  Berechne 5 Glieder dieser Folgen und zeige dal die 2. bzw. 3. Differenzenfolge

konstant ist.

(a) a,=n"-8n+12 (b) a =-n"+3n

(c) a =4n"-n+1 (d) a =<n’

() a =-n"+2n+20 () a, =4n°-10n* +3n-300

(2) Zeige, dalt eine Differenzenfolge konstant ist und berechne darauf hin
den Funktionsterm fiir die Folge.

(a) 21 ; 44 ;69 ; 96 ; .

(by 19 ;12 ;-1 ;-20; 45 ; _.
{c) 30 ;29 ; 16 ; -15; -70 ; ..
(dy 2 ;0 ; 26 ; 104 ; 258 ;
(3)  Zeige durch Berechnung von 7 Gliedern, dal? die 4. Differenzenfolge bei

a,=n*-—n? konstant ist

Losung:
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(1)

()

(c)

(d)

()

Berechne 5 Glieder dieser Folgen und zeige dal die 2. bzw. 3. Differenzenfolge

konstant ist.
a =n"-8n+12

Stammfolge:
1. Differenzenfolge:
2. Differenzenfolge:

a, =-n"+3n

Stammfolge:
1. Differenzenfolge:
2. Differenzenfolge:

a =4in"—n+1

Stammfolge:
1. Differenzenfolge:
2. Differenzenfolge:

Stammfolge:
1. Differenzenfolge:

2. Differenzenfolge:
3. Differenzenfolge:

a =-n"+2n+20

Stammfolge:

1. Differenzenfolge:
2. Differenzenfolge:
3. Differenzenfolge:

a =4n*-10n* +3n-

Stammfolge:

1. Differenzenfolge:
2_ Differenzenfolge:
3. Differenzenfolge:

5 ;0 ;-3 ;4 3
e T
2. 2 ;2 (konstantl)
220 ;4 ;-0
0: -2 . 4 . -6
-2 -2 -2 (konstant!)
1185508
1 3 5 - 1
T T v z 1 T
1 1 ;1 (konstant!)
T30 9% 0®
I m - 7 - o8
3 o 3 1 3 ’ 3
4 - 6 ; 8
A (konstantl)
21 ;16 ; -1 ; -36 ; -95
S A7, 35 B9
12, 18 ; -24
6 ;. £ ; (konstantl)
300
-303 ; 302 ; -273 ; 192 ; -35
1, 29 ; 81 ; 157
28 ; b2 ; 76
24 24 (konstantl)

Seite 232 von 322



Aufgabensammlung

(2)

(b)

Zeige, dalt eine Differenzenfolge konstant ist und berechne darauf hin
den Funktionsterm fir die Folge.

Stammfolge: 21 ;44 ; 69 ; 96
1. Differenzenfolge: 23 ;. 26 ;27 ; .
2. Differenzenfolge: 2 2 (konstant)

Weil die 2. Differenzenfolge konstant ist, kann ein quadratischer Funktionsterm
vorliegen, also machen wir diesen Ansatz:

a, =an®+bn+c und bilden mita; , a; und a; 3 Gleichungen:

n=1: a,= a+ b+c=21 (1)

n=2: a,=4a+2b+c=44 (2)

n=23: a,=%+3b+c=69 (3)

(2)—(1): Ja+b=23 (4)

(3)—(2): fa+b=25 (5)

(5)—(4): 2a=2 = a=1

in (4): b=23-3=20

in(1): c=21-1-20=0

Ergebnis: a =n"+20-n

Probe: a,=16+80=96

Meuberechnung: a,=25+5-20=125.

Stammfolge: 19 ;12 ; 1 ; 20 ; 45 ;
1. Differenzenfolge: -1 13 ;19 ; -25.

2_ Differenzenfolge: -6 ; -6 ; -6 : (konstant)

Weil die 2. Differenzenfolge konstant ist, kann ein quadratischer Funktionsterm
vorliegen, also machen ywir diesen Ansatz: a, =an® +bn+c  und bilden mit a, ,

a; und a: 3 Gleichungen:

n=1: a,= a+ b+c=19 (1)
n=2: a,=4a+2b+c=12 (2)
n=23: a,=%+3b+c=-1 (3)
(2)— (1) Ja+b=—7 (4)
(3)—(2) S5a+b=-13 (5)
(5)—(4): 2Za=-6 = a=-3

in (4) =—T-3a=-7+9=2
in (1): c=19-a-b=19+3-2=20
Ergebnis: a, =—3n"+2n+20
Probe fr a,=—48+8+20=-20
Probe fir a, =—75+10+20=-45.
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(c)  Stammfolge: 30 ;29 ; 16 ; 15 ; 70 ; _.
1. Differenzenfolge: -1 13 ;31 ; -Bb
2. Differenzenfolge: -12 0, -18 ; -24
3. Differenzenfolge: 6 ; 6 ; (konstantl)

Weil die 3. Differenzenfolge konstant ist, kann ein Funktionsterm 3. Ordnung
vorliegen, also machen wir diesen Ansatz:

a,—an +bn”+cn+d und bilden mit a; , a2, a: und as vier Gleichungen.

n=1: a,= a+ b+ c+d=30 (1)
n=2: a,=8a+4b+2c+d=29 (2)
n=3: a,=2fa+9%+3c+d=16 (3)
n=4 a,=64a+16b+4c+d=-15 (4)
(2)—(1): Ta+3b+c=-1 (5)
(3)—(2): 19a+5b+c=-13 (6)
(4)—(3): 3fa+7Tb+c=-31 (7)
(6) —(5): 12a+2b=-12 (8)
(7)—(6): 18a+2b=-18 (9)
(9)—(8) fa=-6 = a=-1
in (8): 2b=-12-12a=-12+12=0 = b=0
in (5): c=-1-Ta-3b=-1+7=6
in(1): d=30-a-b-c=30+1-6=25
Ergebnis: a, =-n°+6n++25
Probe: a,=-125+30+25=-70 stimmt !
(d) Stammfolge: 2 .0 26 ; 104 ; 258 ;
1. Differenzenfolge: -2 ;26 ; 78 ; 154
2. Differenzenfolge: 28 ; 62 76
3. Differenzenfolge: 24 . 24 (konstantl)

Weil die 3. Differenzenfolge konstant ist, kann ein Funktionsterm 3. Ordnung
vorliegen, also machen wir diesen Ansatz:

a =an’ +bn’ +cn+d und bilden mit a:, a2, as und as vier Gleichungen.

n=1: a,= a+ b+ c+£=2 (1)
n=2: a,=8a+4b+2c+d=0 (2)
n=3: a,=27fa+9+3c+d=26 (3)
n=4 a,=64a+16b+4c+d=104 (4)
(2)—(1): fa+3b+c=-2 (5)
(3)—(2): 19a+5b+c=26 (6)

Aufgabe 165:
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Von einer geometrischen Folge kennt man a, =4 und a, =82.
Berechne ag und a..

q3=2—u———21f_ JZ' = q=42

a*=a"-q"=82-24/2=16.2=32

Die Formel fir a, kann manvon a; aus bestimmen, alsoso a =3, g™
Aber dazu muls man zuerst a1 kennen. Gut, wer will, kann dies berechnen:

a,=a,-q' =247 =2 J_n SN N F

Man kann aber genauso von az aus rechnen, das geht dann so:

3 in
2

n-3 n
a =2y P —a T =227 T

I m o1
Daraus folgtdann a =22 = |~25] =(+2 ™
Aufgabe 166:

Yon einer geometrischen Folge kennt man a, =3 und a, =27
Berechne alle Glieder von aq bis a; und ap.

-~

Losung:
q‘i—_=3—9:;>q—+ﬂ- +.'||'_
ACHTUNG: Es gibt zwei passende geometrische Folgen,
] at 3 1 , a' 3 1
Mit aj=—=—"==—F% und mit a3, =—=—-+
B NN 'Y 3/ B
Daraus folgt: a,=3a,-q ii (£43) = +1 (eindeutigl)

‘C-...l

Iﬂa=32'CI=1-[_iJ_]=iwf_
a,=a, q=+3-(243)=3 (eindeutig!)
as=a,-q=3-(+/3)=33
a,=a,-q=%3/3.(x/3)=9 {eindeutigl)
,=3,-9=9-(2/3) =93

a.=3
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und a, =a,-q —+—{ u"_]“— 1 (£43) =1[i\5}n

V3 =3 3
Die&e beiden Folgen kann man so darstellen.

AN g AN 2B S g S
Ji
Man beobachtet, dalk hier zwei Folgen verkniipft smd Sie treffen sich immer
bei jedem tibernachsten Glied, weil bei eben bei q° der Vorzeichenunterschied

weq fillt. Die untere Folge ist wegen negativem q alternierend (d.h. sie wechselt
standig das Vorzeichen.

Aufgabe 167:

Untersuche, ob eine geometrische Folge vorliegt. Wenn ja, erstelle den
Funktionsterm fir an .

(@) a;=15; a;=375; a,=46875

(b) a,=18;a,=%; a, =%

{E} 32—361 ﬂd=a1, a?=%

(d a,=-27; a,=-3;a,=
Lésung

(a) a;=15; a.,=375; a,=46875

3 _q@=315_25 = q-15
a, 15
3 _ 29810 425 o qYTFE -5
ac a7s
Firg=5 liegt somit eine geometrische Folge vor.
n
1_3_;=E_E:};3"_31-[]“‘1:2-5"‘1_3-5_:1
qg 25 & ) 5 25
(b) a,=18; a;=3; a;, =35
& 5
a_po=z__9 45 1 —ii_1
Rl TRVEEL A I :
2% _ 2 94 1 L
2. 173 g T 9T

Da sich fiir g verschiedene Werte ergeben, sind die Quotienten aufeinander
folgender Glieder nicht konstant. Also liegt keine geometrische Folge vor.
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(c)

a,=36; a,=81; a,=4%
81
q2_35 4
B 287 _21 273
s si e T YBT3

Far q=3 liegt eine geometnsche Folge vor mit

3
=t=
= T2

E-'Ilt-‘l E-th

L e
a,=2_3_23_21 und 3_24:§| =2¢-:§;-3
q 2 3 \2) 3

a,=-27T; a,=-3;a,=1

s _ 2=__3=1 — q=il und a_4=q=i= l
a, =27 9 3 a, -3 3
Furgq= -3 liegt eine geometrische Folge vor mit
-1 . - | - .
17 1) 81
- =—2?[—— (=3)=81[—1] =
3) =813 - 55
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Aufgabe 168:

Gegeben ist eine geometnische Folge durch 2 Glieder. Berechne die
angegebenen Glieder der Folge sowie den Funktonsterm fir an .

a
b

d

(=]

(f)

(
(
(
(
(

[%]
L=t e . =]

=%, @y=%,a,=7;a,="
d; cag=¢ia,=7;a="?
a,=24; a,=%,3,=?:a,="?
a,=144 [ a, =28 [ a,=7 ja, =7
a, =4 ; :3,5=Et-.|"§ s a,=7;3="
35=3-ﬁ; =27 ,a,=7;,a,="?
Losung:
L
a 2 5 1
@ =t a=d a=Stegg-mn et
a,=i=i-1ﬂ=ﬂ und a,= 3-q=£-i=i' sSOoWie
q b 25 10 125
.-'_I =1 .r_I'._I'I 1\—1 P 1 Jﬂ Eﬂ
=8 |—| =8|—=| =] =80|—=]| =—==80-10"
o Lm] Lm,t [m,' [m 0
a 1 1 1
(b) a;=1;a3=3 q3=i=§:“q= B3
4
1 1) 1 1
=3 qd‘E{E,t 816 128
a1 ~ (1 [1‘*" Y (178
s3efetm o3 e 3] (3 03
a 32 4 4 2
=24 =22 =—6__== __* _- =+=
(€ 2=24: a =% @==351"337g = Hh2=%3
32 4 128 128 87 1024
R LR e
Hier gibt es zwei mégliche geometrische Folgen |
mit a1=—;=£=iﬂ1 und
Q¢ IE
27 2y 2]" 3(. 2\ 243 2]
=+81.| z— =81 £= - =E1—[i— =—-| =
% [3t La,t{:*r 71%3) 2{3
I a 729 3® 3
d —144 ; a, =22 ; gf=21- - - —r
@ 3 FEw 975 716144 27916 216 . V22
a, = 188 414 4s-s1m
q =3I
9
a.=a =144. — =81
5 3 qz 1E
a; 144 14416
a=t=——"= =16-16=256
1 q2 _1% E'
37 3V .4y 1024 [, 3
=256 £= d =256-| = +_|=% 8 ot
% | 4] odergar { 7) [ 3] 3 { 5]

Seite 238 von 322



Aufgabensammlung

() a;=4:a,=8J2; q’=%=¥=zﬁ=ﬂs = q=+2

3
ad=a3-q=4\|"§; 35=34-q=4-.ﬁ-q§=4-2=8
3202w a-27 -2 BT

T2 2
27 9 3 93 3
a.;=33; a,=27; q°=2_-2 _ - ¥ _NI_3f3_f3 _A
(f) B ] q a. W3 BB 3 =1q V3
Oder mittels Potenzrechnung:
; 4 27 z-1-1 3 3
=—S=—"===3 2=3=43 =43
T3 V3 = q=43
a. 33
a,=—="—"2=1 und a, =3, q=343-43=3.3=9
=330 s=35-0=343-43
Lo 1B
1 q 3 3
1 11 31 g
PRI o O R T Y 3
3 NN
1 -1 1 \En n-2
Od : =——-y3 =—7=—"==43
er gar so a, 3-.;"_ BB NE]
Aufgabe 169:
Berechne die ersten 5 Glieder dieser Folgen:
(a) a,=2 (b) a,=3.2% () a,=37%"2
. 1 3
(4 a,=32 (@ a=10@3F" O &=
2 i 2"—2
@ a=" () an=\[3:n () a,=48%=

Losung:
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(a) a,=2"=(22)"=8" = q=8
2,=2"=8; a,=2"=684; a,=2"=512; 3, =2 =4096; a. =2" =32768
b) a,=3-2%1-3.27.2-6.2" = q=2

a,=12;a,=24; a,=48; a,=96; a, =192

d n
(©) an=3%2=32-3ﬂm=9-|:34':"=9-[1J = q=1
9 9
31=11 32=1; 33=i ad—i; 5=L
9 81" " 729 BE561
(d)  a,=3.27"-3.2¢.27"-3.16. fi EL | =q-4
kz / 2

a,=24;a,=12; a,=6;a,=3; a; =

(€) a,=10-(2)" =10-(3)"-(3)" =10-3-(3)' =15-(2)" => q=%

20 40 80 160
a,=10;a,=—;3,=—; 3, =— 3, =—
3’ g 27 81
3 3 6 1y 1
a=—_=_—" = =ph-27"=6-1—] = g=—
{ﬂ il 2[1—1 2I'| 2—1 2I1 ('1.2-'! q 2

@ a,=(5"=(3) 3" =33 = q=2

M a=-|2-¥_p 5" q]

E B
7 2 7 1 7] 7
o B P B i BN
3 V3 ¥ 53 3 9
] 22 2722 48 (27 (2 2
() a,=48-5 =48-S =ﬁ'[_,| =4-L§j = 9=3
a, =% a,=% a,=%#,a,=§. a. =%

Aufgabe 170:

Schalte zwischen die beiden gegebenen Zahlen die passenden Zahlen, so dal
eine geometrische Folge entsteht.

(a) a=8.:a,=64 (b) a =5 a,=6

Losung:
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(a) ;=

3
—f=7 = q=iEI=i€|"§
1
az=i13--‘~’a'r8_; a3=+8-${§-${§=3-ﬁ=15ﬁ :

g

1 3 1 1
a,=16v2 48 -16.22.27-16.2-16.2"7-16.2.21=32.42

b a=5%; a,=6
1 4

2
a6 _ 6 E.QE | 5§{§ 5JE
q 31 5 :q £ also 32 5 s aa 5 25

Aufgabe 171:

Schalte zwischen diese Zahlen so wenig wie méglich neue, so dalb eine
geometrische Folge entsteht.

(@) a,=+2; b=2J2; c=8
(b) b=12;3;,=%.c=%

(c) b=4:c=4;a,=128\2

Losung:
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(a) a,=+2; b=2y2;c=8
t:'——2"E=2 und E= 8 4 2~E=-ﬁ3

Esist —= —=—=
a; 2 22 2
Also kann man gq= ﬂ verwenden und erhilt
b _ bea. -g¢ = dE_E_a —b-.foa o =3°
=q° = b=a;-q@"=a; un b= =q° = c=b-q°=a,-q"=a".
d
a; =2 : » b=a. =22 } » c=3a,=8
? q:=~|f£'= ”' ® 'q:="<ll'5 :2& i
a=+2 /q \ a=V2
a, =2 a =4 a =42
4 £ q=1.|".-:_ 7
(b) b=12;a;=3 ;c=5
.. a 4 1 c 4 3 1
Esist 2=——=— d —=—=—
S PTIRTY M TR
1

Man kann also q= 3

a a

=
b

Graphische Darstellung:

b=ﬂ.3=12 —) > 35=% T > E=3E=%
9 =% AN 9%
=
a, =4 a =3 p— a, =%
3

(c) b=1;c=4;a,=128/2

1
Es ist E=1i=15 un i=_12iﬁ=3zﬁ=25-25=2?=ﬁ“
T [

Man kann somit g =2 verwenden und erhlt

a; a, L
T -q" = c="L=a_ Diesistnicht maglich.
c a

11

Aufgabe 172:

Gegeben ist die Folge a ='r§' . Ast b=0,156281 ein Glied dieser Folge 7
g q b q

&

Losung:

Seite 242 von 322



Aufgabensammlung

S |
Ansatz: [%t - 0,156281

z3 n
Logarithmieren: Ig[EJ ~1gD,156281

n-Ig [%t _Ig 0156281

. Ig0,156281 1g0,156281
g2 Ig3-ig4

Weil n keine natdrliche Zahl ist, gehdrt b nicht zur Folge a;, .

=6,45...
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Aufgabe 173:

Ab welcher Nummer sind die Glieder der Folge b, groler als die der Folge a, ?

Dabei ist gegeben: a,=120-6" und b =2-7".
Losung:
Bedingung: b, =a,
d.h. 2-7">120-6"
n
;—n:bE{]
n
fz] =3 EU
L6
.T.\n
Logarithmieren: Ig[gl =g 60
e

ACHTUNG: Man mult hierzu wissen, dalt sich die ,Richtung” einer Ungleichung
nicht &ndert, wenn man logarthmiert. Das heilst:

Aus a=b folgt loga=logb (fir jede Basis)

Der Grund liegt in der Monotonie der Loganthmusfunktion;
was hier nicht besprochen werden soll.

Anwendung des 3. Logarthmengesstzes:

7 7
1gfL]-1g60 |:1g[ L
: g(e):’g ‘ g(e)
1g60  Ig60
L1950 - 26,56...
"I TigT-lge

Ergebnis:  Ab n=27 ist by> a, .
Aufgabe 174:
Ab welcher Nummer sind die Glieder der Folge b, kleiner als die der Folge a, ?

Dabei ist gegeben: a,=2-3" und b, =25200-27".

Losung:
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Ansatz. b, < a,
dh. 25200-27" <2.3" (1)
i—T{ﬁ bzw. 2737 < 253[][] (2)
I 67 zagnu
Logarithmieren: Ige™ <Ig ﬁ
3. Loganthmengesetz: -n-lg6=<lg ﬁ | ((-lg6)

ACHTUNG: Wird eine Ungleichung mit einer negativen Zahle
multipliziert oder dividiert, kehrt sie ihre Richtung um !

- 19 2-1g25200 _

Es folgt als
s folgt also Y

52...
Ergebnis:  Ab n=6 ist b,<ay .
Aufgabe 175:

Die Folge a, =57 besteht aus lauter positiven Gliedern und fallt.
Wird die Folge kleiner als 107'° ? Und wenn ja, ab welcher Nummer ?

Losung:
Ansatz: a, <107
dh. 5" <107"°

Mun kann man zwei verschiedene Wege einschlagen:

1. Weg 2. Weqg: Zuerst die Kehrwerte:
gleich logarithmieren: 5" > 10"
Ig5™ <Ig107'® Ig5" =15
—n-lgh<-15 n-lg5=15
-15 15 15
> =—=%= 2 4 = f=— 2 4
n>1g5 1g5 " 2" n>igs =2t

Ergebnis:  Ab n=22 (dh.fir n=22 ) ist a, <107".

Aufgabe 176:
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Die Folge a, =5-4" besteht aus lauter positiven Gliedemn und wachst, denn
wegen q=4 ist a.,=4-a,. Wirvermuten schnell, dalt diese Folge unendlich
grolt wird. Doch wie kann man das beweisen 7

Hierzu haben sich die Mathematiker einen kleinen Trick dberlegt. Sie sagen:
Wenn wir beweisen kinnen, dal} jede noch so grolie Zahl ab einer bestimmtan
Mummer n dberschritten wird, dann ist die Folge nach oben u beschrankt.

Losung:
Dies schauen wir uns zuerst in Beispielen an.

(1) Abwelcher Nummer n ist a, =10.000 ?
a,=5-4" > 10 000

Daraus folgt 4" = 2000
Logarithmieren lg4" =g 2000
3. Loganthmengesetz: n-lg 4 =Ig 2000
n: g 2000 =548
g4

Also gilt fir n=6: a,>=10000.
Zur Kontrofle berechinen wir
35=5-45=5120{1DDDD X 35=5-45=35-4=2ﬂ48{]>1{][][]{] I

(2)  Ab welcher Nummer n ist a, >10% ?

a,=5-4">10"
Daraus folgt 4">1.10%=0,2-10" =210
Logarithmieren Igd" >1g(2-10%)=1g2+1g10*® =1g2+29
3. Loganthmengesetz: n-lgd=29+Ig2
n: 29“92:48,5._._
Ig4

Also gilt fir n= 4 a, =10%.
Zur Kontrofle berechnen wir
a,=510%=3,96-10% <10¥; a,=5-4%=63-10" 10" 1

(3) Esseinun M eine beliebig grofe positive Zahl.
Ab welcher Nummer n ist a,>M ?

a =54">M
4" = 1. M=
Logarithmieren Ig4" >lg¥=IgM-Ig5
3. Loganthmengesetz: n-lgd=IgM-Igh
e Ig I".-'I—Ig5_
g4

Da fur jedes solche M diese Ungleichung lésbar wird, berschreitet die Folge
Jede beliebig grolte Schranke M, d h. sie wichst unbegrenzt |

Aufgabe 177:
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(a) st z=17.294.403 ein Glied der Folge a,=3-7" ?
by Ist z=

1 - -n
E3144] ein Glied der Folge a, =3

(c) Ist z=7358 271 148 ein Glied der Folge a, = -21-4" ?

Losung:
(a) st z=17.294.403 ein Glied der Folge a,=3-7" ?
a,=3-7"=17294 403 = 7" =5764801

Logarithmieren: lg7" =Ig5764801 = n-Ig7 =lg 5764801
Ig 5764801
n==-—— — =-§
g7

Ergebnis: z=a,.

by Ist z= ein Glied der Folge a,=37"

1
53141

3*‘=ﬁ = 3" =531441

Logarithmieren: Ig3"=1g531441 = n-lg3=Ig531441

n=Ig 531441 _
g3

12
Ergebnis: z=a,

(c) Ist z=356 271 148 ein Glied der Folge a, =
1.4" =358 271148 = 4" =716542296
Logarithmieren: lg4" =Ig 716542296 = n-lg4=Ig716542296

he Ig 716542296

=147
Ig4 '

Weil n keine natirliche Zahl ist, ist z kein Glied der Folge.

Aufgabe 178:

{a)  Ab welcher Nummer sind die Glieder der Folge b, grilker als die der Folge a, ?
Dabei ist gegeben: a,=758-4" und b,=5-6".

(b)  Ab welcher Nummer sind die Glieder der Folge b, kleiner als die der Folge a, ?
Dabei ist gegeben: a,=25" und b, =890-2".

(c)  Abwelcher Nummer sind die Glieder der Folge bn grélier als die der Folge an ?
Dabei ist gegeben: a =4"" und b =2-3".
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Losung:

(a)  Abwelcher Nummer sind die Glieder der Folge bn grofier als die der Folge an ?
Dabei ist gegeben: a,=758-4" und b,=5-6".

56"~ 758 4"
& 158
5
15" 1516

n-lg15>1g1516

lg1516

" g5

=123

Ergebnis:  Fir nz13 st b >a, .

(b)  Abwelcher Nummer sind die Glieder der Folge bn kleiner als die der Folge an ?
Dabei ist gegeben: a,=25" und b,=890-2".

890-2" < 25"
25
890 <%

1,25" = 890
n-lg 1,25 = 1g 890

~_lg890 _

=30,4..
Ig 125 '
(c)  Abwelcher Nummer sind die Glieder der Folge b, grolker als die der Folge a, ?
Dabei ist gegeben: a, =4"" und b,=2-37".
12
237" =47 dh 52*%?
4n 412
? = T = 223
n-lg($)>23-lg2
23-lg2
=554..
"“igag3

Ergebnis:  Fir nz56 st b >a .
Aufgabe 179:

(a) DieFolge a =3 besteht aus lauter positiven Gliedem und fallt.
Wird die Folge kleiner als 107'¢ ? Und wenn ja, ab welcher Nummer ?

(b)  Abwelchem n ist a,=2°"" Kleinerals 10~ ?

(c) Abwelchem n ist 3n=[%}" kleinerals 10707

(d)  Ab welchem n ist 3n=$ kleiner als 10727
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Losung:

(a) DieFolge a,=3" besteht aus lauter positiven Gliedern und fallt.
Wird die Folge kleinerals 107"? ? Und wenn ja, ab welcher Nummer ?

3" <107
-n-lg3<ig107™ =-12 |:[-Ig3]
n:= 12
g3
Ergebnis:  Fir n=26 ist 3" <1072,

=251

(b)  Abwelchem n ist a =2"°" Kleinerals 10 2'?

25_3”{1{]_20
(5-3n)-lg2<-20
5-1g2-3n-lg2 < -20
5-1g2+20<3n-lg2
3n-lg2=5-lg2+20
L1927 +20 1932+20

3-lg2  Ig8
253 2107,

=238

Ergebnis:  Fir nz24 st

(c)  Abwelchem n ist 3n=[-“5}" kleinerals 10707

(£ <107"°
n-lg0,8<-10 |:Ig0,8 <0

-10

Ig 0.8

n: =103,1..

Ergebnis:  Fur n=104 ist (&) <107

kleiner als 1027

240

4I’I
240
m—_,z=:4" = 4"-240-107 =2.4-10"
n-lg4-ig(2,4-10%)=lg2,4+lg10"
Lg24+14 oqg
Ig4

(d) Abwelchem n ist a = Ednﬂ

<107

R Ergebnis:  Fir n=24 st %{:1[]'12.

Aufgabe 180:
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(a)  Abwelcher Nummer n ist a =8" gréler als 10 Milliarden ?

(b)  Ab welcher Nummer n ist a, =34-2" groBerals 10 °2

(c)  Zeige, dal jede noch so grolle Zahl M ab einer bestimmten Mummer n
iberschrtten wird: a, = [%}n.

(d)  Zeige, dalk jede noch so grolte Zahl M ab einer bestimmten Mummer n
5”-1

liberschntten wird: a, = >z

Losung:

{a) Abwelcher Nummer n ist a, =8" gréfer als 10 Milliarden ?
8" 10"
n-lg8=10

10
=1107...
Ig & !

Ergebnis:  For n=12 ist 8" >10" .

n:=

(b)  Abwelcher Nummer n ist a, =34-2" groferals 10 %2

34.27-10" dh 2"- 10"
34

n-lg2>1g 10" -Ig 34

15—Ig34
=" =44 T
n 02 '
Ergebnis:  Fir n=45 st 34-2">10% .
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(c)  Zeige, dal} jede noch so grolte Zahl M ab einer bestimmten Nummer n
uberschritten wird:  a, =(3)".

Ergebnis:

(2) =M
n-lgl5=IlgM
n>JgM

Ig15

Da M eine positive Zahl ist, kann die rechte Seite stets
berechnet werden, d.h. die Ungleichung hat eine Lésungsmenge,

so daB es eine Zahl n, gibt, ab der gitt (3)" =M.

(d)  Zeige, dal} jede noch so grolie Zahl M ab einer bestimmten Nummer n

Uberschrtten wird: a

Ergebnis:

Aufgabe 181:

5r1—1
n=1'|-|__z'
5ﬂ+1 55n
T 0
M
20-25"=M dh 25" >—
' 20
n-lg25:=lgM-Ig20
n}lgM—IgE{]
lg2.5

Da M eine positive Zahl ist, kann die rechte Seite stets
berechnet werden, d.h. die Ungleichung hat eine Lésungsmenge,

so dalt es eine Zahl ny gibt, ab der qgilt [4}}" =M.

Mebenstehende Streckenschnecke entsteht,
indem man von 4 Geraden ausgeht, die
3 miteinander jeweils 45° bilden.
Dann beginnt man mit einem Punkt A;, der
A, vom Mittelpunkt M die Entfernung (z.B. z = 8)
hat. Yon A4 aus fallt man das Lot im
Uhrzeigersinn auf die ndchste Gerade bis Az

k Von dort aus fallt man wieder das Lot bis Az
usw. So entsteht eine Folge von Strecken
ai,az, ...

Berechne ay bis a5 sowie a,. Zeige, dalt eine geometrische Folge vorliegt.
Berechne axy. Was A6t sich vermuten 7

Losung:
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Weil die Innenwinkel bei M alle 45° grofi sind
und zudem jedes der Dreiecke rechiwinklig ist,
sind alle diese Rechtaecke gleichschenklig
rechtwinklig. Daher kann man mit dem
Pythagoras diese Kette von Gleichungen
erstellen:

Dreieck  AMA; :

2

a’+a’=2z" > 2a7=2" = a] =1z
Alsowird a,=z-\%.

Dreieck A:MAz:  a,”+a,”’=a] = 2a,"=a’ = a,”=4a’, also :32=a1-ﬂ|%_

Beliebiges Dreieck AMA..;: a‘+a’=a = 2a’=a ’ = a’=4a ’
} . [ : }
A, A Alsowird a =a_, .J: . Daraus bilden wir
4 =JI und man sieht, dall der Quotient
A 2
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist |
M Also liegt eine geometrische Folge vor mit g= .J'; .
. n-1 n z -n
Allgemeine Berechnungsformel: a,=a,-q = 2@,_@ =Z-.3 = =z7-21

\l'rin

Wie man sieht, gibt es verschiedene Maéglichkeiten, einen Berechnungsterm fiir an
aufzuschreiben.
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Aufgabe 182:

g und k dagegen 60°
A B Wir wahlen einen beliebigen Punkt Ay auf k
? und konstruieren der Reihe nach die Punkte
E|'1 ,.'E'Lz. Bg,ﬁa,EgUSW.

k
/ h Die Gerade g bildet mit h einen 45° Winkel,

A, . Essei a,=AB,, a,=AB,.
Stelle eine Berechnungsformel fiir a, auf,
A, wenn a beliebige grof} sein kann.
1
Zeige, dalt eine geometrische Folge
vorliegt.
7 g
Losung:

(1) Im Dreieck ABAz ist co=60° und es gilt:
tanu=% = AB,=AB, tan60° =AB -f3=a,3

11

Im Dreieck BiB2Az ist p=457, also ist das Dreieck gleichschenklig und
rechtwinklig, also sind die Strecken A:B:; und AsB4 gleich grof:

a,=AB, ="31'dlri
(2)  Im Dreieck AzBoAs ist a=60° und es gilt
AD: _ RB,-AB, tan60°=AB, G-a,43

2

tano =

Im Dreieck BzBaAz ist p=45° also ist das Dreieck gleichschenklig und
rechiwinklig, also sind die Strecken A3B2 und A2B- gleich grof:
a,=AB,=2a,/3

Man becbachtet, dal die nachste Strecke immer um den Faktor 3 groler ist
Also die vorangehende. Also liegt eine geometrische Folge vor.

Allgemein gilt dann:  a, =a, -wﬁm
Aufgabe 183:

Beweise, dal} diese Folgen geometrisch sind:

(@) a,=cbk (b) a,=bk™.
) a,=chb™ (d) a,=cb "*s.
Losung:
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@ a=cb*" (b) a=b"" () a,=cb™" (d) a,=cb"**

ZU (a) nel — = bkn+k—kn _ bk

a, c-b

k—(n+1)

a b o 4 1
Zl.l(b) LH:T:bkn‘lk-m:b‘I:—

a, b b

a c- b—k(n+1) L B 1
ZU (C) n+1 _ — _ b kn—k-+kn — b k :_k

a, c-b b

k(n+1)+s

a c-b k-
ZU (d) n+1 — — — bkl‘l+k+S kn-s _ bk

a c-b

Aufgabe 184:

Von einer arithmetischen Folge ist die Summe aus dem 5. und 11. Glied 58,
die Summe aus dem 6. und 14. Glied 80. Berechne a; a, und a2 .

Losung:

an sei die arithmetische Folge mit den Eigenschaften

as + a1 =58 (1) und ag + a4 = 80 (2)

Da aj1=a;+10d ist und as=a¢ + 4d

folgtaus (1): a1+ 10d + as +4d = 58,

d.h. 2a1+14d =58 (3)

Da ag=a;+5d ist und aiys=a1+13d

folgt aus (2} a1 +5d+a+ 13 d =80

d.h. 2a1+ 18 d =80 (4)

Durch Subtraktion (4)—(3) erhdltman 4d=22 dh. d=2-=55

Setzt man dies in (3) ein, folgt 2a;+ 77 =538 also 2a;=-19 d.h.
a,=—=-295

Es folgt: a,=a;+(n—-Nd=—L+(n-1)(-3)=—3n-15

Und speziell a;» =66 —-15=51.

Aufgabe 185:

Die Summe der ersten drei Glieder einer arithmetischen Folge betragt 15,
die Summe ihrer Kehrwerte °°/45 . Bestimme die Glieder der Folge.

Losung:
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Gegeben sind zwei Fakten:

1. aj+ax+a;=15. Das bedeutet a;+a;+d+a;=15
Also 3a;+ 3d =15 | :3 ergibt a; +d=5 (1)
Unddaa=as +d folgt a=95
1 1 1 59
2. —_— — —— —
a, a, a, 45
: 1 1 1 59 1 1 5 1 50 10
ergipt =—+=—+ = —_ = ——————
a, 5 a+2d 45 a, a+2d 45 5 45 9
1 1 10 a,+2d+a, 10 2a,+2d 10
— = — = | —— T —
a, a+2d 9 (a,+2d)a, 9 a’+2da, 9

Aufgrund von Gleichung (1) konnen wir d eliminieren:
Im Zahler des letzten Bruches steht 2a; + 2d , dies ist 10, im Nenner ersetzen
10 10

wird durch 5 —-a¢ : >
a +2(5-a)a, 9

Division durch Kehrwert auf beiden Seiten:

a’+2(5-a)a, =9

a’+10a,—-2a’ =9

—a’+10a,-9-0 < a’-10a,+9-0
10+4/100-36 10+8
a1 = =
2 2

1.Lésung: a;=9 folgt d=5-9=-4 also an=9+(n-1)(-4)=-4n+ 14
2. Lésung: a;=1 folgt d=5-1=4 also a,=1+(n-1)4=4n-3.

Aufgabe 186:
Berechne die Summe der ersten 20 Glieder dieser arithmetischen Folge:
a1=215; a,=205; aa=195; ..
Losung:

Wir mlssen zuerst axp berechnen: Esist d= az;—a;=-10 ()
und folglich a,, =215+19-(-10)=215-190=25

=%(215+25]=1D-240=2400

EED

Aufgabe 187:

Esist a,=100-7n Berechne s =7
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Losung:
Man muf} erkennt, dal? d =-7 ist und berechnet a, =93

Es folgt: sn=D-(93+100—Tn1=E(193—Tn1=—3n2+En
2 2 2 2

Aufgabe 188:

Esist as= 64 und ag=99 Berechne si5.

Losung:

a,—a,=5d=99-64=35 = d=7
Alsoist a,=a,-3d=64-21=43 und a, =a,+24-d=43+24.7=211

Daher erhalt man s, =%(43+21 1)=%-254 =25-127=3175

Aufgabe 189:
5) Berechne die Summe der ganzen Zahlen von 37 bis 95.
B) Berechne die Summe der geraden Zahlen von 100 bis 500
7) Berechne die Summe der ungeraden Zahlen von 1357 bis 2739
8) 528 +540+552+...+2544 =7
9) 264 +421+...+1677="7

10) 412+ 360+ 308+ ... Berechne S, und s,

11) 20+17+14+....-64="7

12) -218-200-182-...
Berechne sop und sspp . Ab welcher Nummer n ist s, positiv 7

13) Gegeben ist die Folge an durch a; =4 und d = 3. Berechne sag
14) Gegebenist a,= 105 -5n. Berechne sy; und s, .

15) Gegebenist a, =12n-30. Berechne s3p; und sp.

16) Gegebenist a,=3n+3  Berechne s.; s,,; s

n
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Losung:

10)

11)

Berechne die Summe der ganzen Zahlen von 37 bis 95.

Die Folge 37, 38, ... hatd =1 und die Summe besteht aus 59 Zahlen:

_59 59-132

S5 =~ (37 +95) = 3894

Berechne die Summe der geraden Zahlen von 100 bis 500

Aus a ,=a,+(h-1)d = (n-1jd=a,-a,=400 = n-1=200, n=201

Daherlst 100 +102+...+ 500 = S04 =%-{100+500) =201-300=60300.

Berechne die Summe der ungeraden Zahlen von 1357 bis 2739

(n-1)d=2739-1357=1382 = n-1=691 und n=692

135?+‘l359+...+2?39=%-i135?+2?39)=1.417.215

528 +540+552+ ...+ 2544 =7

Zunéchstist d =540 -528 =12und (n-1)-12=2544 -528=2016

Also folgt n—1=%=158 = n=169.

S\ =122 (528 + 2544) = 259584
2

264 +421+...+1677 =7

d=421-264=157. (n-1)-157=1677-264=1413 = n-1=9 = n=10

_10.

Syg > (264 +1677)=9705

412+360+308+.... Berechne s,, und s,

Aus a,-a,=360-412=-52 und a,-a,=308-360=-52 folgt d=-252.
a,=a,+9-d=412-9.-52=-56 = s,,=5-(412-56)=1780

a, =412+(n-1)(-52) = -52-n + 464

s, =2-(412-52n + 464) = —26n° + 438

20+17+14+....—64 =2

Esist d=-3 und (n-1)d=-64-20=-84 = n-1=28 = n=29.

s, =22 .(20-64) = 638
2
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12) -218-200-181-...Berechne s;; und Ssgp -
Ab welcher Nummer n ist sy positiv 7

a,-a,=-200+218=18 und a,-a,=-182+200=18
Also liegt eine arithmetische Reihe mitd = 18 vor.

2, =-218+19-18 =124 |
s,, =10-(-218 +124) = -940

a, =-218+(n-1)-18=18n-236
s, =%-(—218+18n—236)=%n(18n—4541=9n2—22?n
s, ist positiv, wenn 18n—-454 >0 ist, also fUr n }%=25,2....
d.h. ab der Nummer n, =26.
13) Gegeben ist die Folge a, durch a; =4 und d = 3. Berechne sz

ay=a,+19-d=4+19-3 = 61

S, =10-(4+61)=10-65=650
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14)

15)

16)

Gegeben ist a,= 105 - 5n. Berechne s,y und s, .

a,=100: a, =0 = st%imn_m:msn
s =0.(100+105-5n)="2(
2 2

Zur Kontrolle: s, = ‘% 27 + ?- 21=1050

Gegebenist a, =12n-30. Berechne s3 %nd Sn.
a,=12-30=-18 ; a,, =360-30=330

$,,=15-(—18+330) =15-312 = 4680

n

s =%(—13+12n—30)=%(12n—48)=5n3—24n

i — 3 2 .
Gegebenist a, =3n+3 Berechne s.; s,: s,
—3 2 _ 5948 _ 1 —3 2 _ 45+8 _ 53 — 3 2 _ 108+8 _ 118
=3 +3= =0 =303 = = Ay = 12+5=00 =0
_5 1 23\ — 5 .70 _ 175 — 1 116 Yy — 133 _ 133
ss=3-(F+3)=3-B="F s,=6-(L+F)=6-F=12
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Aufgabe 190:

Berechne folgende geometrische Reihen:

Gegeben Gesucht
Ea) a| = 3;2 q= 4 S10
{b} ar=5 q= 1:"2 815
(c) ai|=-2 g=-4 Sg
(d] a1 —- 9 q= 1.|'r3 S12
{E] a; = 2187 q= 1f4 S1i2
() ai=6 =-3 Sn

a) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a, =3 und q=4.

Dann folgt
10 10 10
810:24 -1 .34 -1 4 _1=1'048'5T5=524.287,5
2 4-1 2 3 2 2
b) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a,=5 und gq=-
Dann folgt
1-()" _1-G)" s
5,.=5- 1 _5. ; =10/ 1-(4)* | =9,999.694.8

c) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a,=-2 und q=-4.
Dann folgt

—(-4) 14
1+4 5

58:-2-1 =-0,4[1-4° ]=26.214

d) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a,=-9 und q=1.
Dann folgt

1312

1-(4)" 1-(3) 270, 12
Sa= 09— :_2[1_@) |=-13,499.975
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e) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a, =2187 und gq=1.
Dann folgt

_(%)12 _1_(.?4')12 o
y  Sp=2187 L =2187. =2926[1-(1)"* | = 2925,999...

4 s

fa|=

f) Gegeben ist eine geometrische Folge mit a,=6 und gq=-3.
Dann folgt

Sn 26‘1_[_3) 26'1_{_3] =§'|:1—|:—3]n:'
1+3 4 2

Aufgabe 191:

Welche arithmetische Folge liegt dieser Reihenformel zugrunde?
(Mache zur Bestatigung die Probe indem du erneut s, zu a, berechnest.)
(@) s,=<n*-in (b) s,=10n-2n> (c) s,=05n?+75n

(d) s> =42, s3=68 (e) s3=-6, s5=10 (d) S>=-7,55=95

() ss=184, si0=2820

Losung:
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s,=2n’-4Ln > s =2-L=7 dh a;=-7; s;=-11 also
a=s—-ar=-11+7=3,damit d=a>,-a:=3 und a,=a+(n-1)d=3n-10
s, =10n —2n? liefert s;=8=a; und s, =12, somita, =s,—a; =4, damit
d=a;-a;=-4 und a,=a;+(n-1)d =-4n+12

sh=05n?+75n lieferts; =8=ay und s =17, somit az = so — as = 9, damit
d=ay-a;=1und a,=a;+(n-1)d=n+7

Is,=42;s3=68. Auss;=aj+a=a;+(a;+td)=2a+d=42 (1) undaus

s3 =3a, +3d =68 folgt Uber (2) — 3*(1): 3a;—6a;=68-126 also a, ==.
In (1) ergibt d=4 undsomit a,=<+(n-1)L=2n+16

S3=-6 bedeutet 3a;+3d=-6 (1); ss =10 bedeutet 5a, + 10d = 10 (2)
Dividiert man (1) durch 3, so folgt ar+ d=-2 (3)

Dividiert man (2) durch 5, so folgt ap+2d=2 (4)

(4)-(3) liefert d =4, aus (3) folgt dann a; =-6.

Somit erhalt man a,=-6+(n-1)4=4n-10

sp=-7 bedeutet 2a:+d=-7 (1); ss=5 bedeutet 5a;+10d=5 (2)
(2)—10%*(1) liefert - 15a, =75, also a;=-5. In(1) folgt d =3. Daher:
a,=-5+(n-1)3 =3n-8

sy =184 bedeutet 4a;+ 6d=184 (1) 1:2 folgt 2a;+3d =92 (3)
S0 = 820 bedeutet 10a; + 45d =820 (2) |:5 folgt 2a,+9d =164 (4)
(4)—(3) liefert -3d=-9, alsod=3. Aus (1) folgt damit a; =- 5.

Somit an=28+(n-1)12=12n+ 16
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Potenzreihen

Aufgabe 192:

Fir welche Werte konvergieren die folgenden Potenzreihen?

n=()

Der Entwicklungspunkt ist gleich 0 und wir wollen wissen, fir welche x die Reihe konvergiert.
Dafir missen wir lediglich die Folge

]

i, =N~

betrachten. Wir benutzen direkt die Formel von Euler:

n }:1

(n+1)%

Ly

= lun
L B

R = lim

T30

1

Fiir alle [x|<1 konvergiert die Reihe also auf jeden Fall, wir miissen jetzt nur noch die
Randpunkte 1 und -1 betrachten, also die Falle:

)

o
E -

n=()

und

(—1)"n>
2 N

Dia wir wissen, dass n? keine Nullfolge ist zeigt sich direkt, dass beide Reihen divergieren
(siehe auch den Artikel Gber Konvergenz von Reihen). Der Definitionsbereich fir f(x) ist also:

D=]-1.1]

Aufgabe 193:
Fir welche Werte konvergieren die folgenden Potenzreihen?

e 3
T
ff:i"]l = —:i"'II
1!

n=1
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Losung:

e 3
1
ff:i"]l = — "
n!
n=1

Wir benutzen das Kriterium nach Euler:

n®
i, = —
"ol
3
. . = . i+ 1) . 3+ 1)
R = lim = lim |—*—| = lim [————=| = lim =
| (] E—h ;I.ll-:-_llrrl T ”_””__'_111 T fjj—l—l]l
(i !
. .I'R
= lim | =
o ff}.—l—l]l"

Wir machen also nichts anderes, als die Folge einzusetzen, den Bruch zu kiirzen und dann den
Grenzwert zu berechnen.

Das Ergebnis hier bedeutet einfach, dass die Potenzreihe auf den gesamten reellen Zahlen
konvergiert und die Funktion damit iberall definiert ist.

Aufgabe 194:

Fiur welche Werte konvergieren die folgenden Potenzreihen?
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.

1
ff:i"]l = T:i"“
n=1 1

Die Folge hier lautet:

|

il = —
Tl “'l.“

Aufgrund des n in der Potenz wenden wir einfach Cauchy-Hadamard an und vereinfachen den
Bruch:

1 1
R = = = limsupn = oo
1 limsup L .

1 y wf 1 . L f
limsup,,_, ya“ o n—+20 o

Den lim sup kdnnen wir hier genauso betrachten wie den normalen Limes. Wie in der Aufgabe
zuvor ist hier die Lédsung der Aufgabe also, dass der Konvergenzradius unendlich ist und
damit die Funktion auf allen reellen Zahlen definiert ist!

Aufgabe 195:

Fir welche Werte konvergieren die folgenden Potenzreihen?

s

flx) = Zfl n lj,.zﬂ,,.

1
n=1

Losung:

ff:i"]l = Zfl + l]l“g:i"“

n=1

Hier bestimmen wir lediglich den Kenvergenzradius und lassen die Randpunkte aulten vor. Da
wir in der Folge bereits ein n? in der Potenz haben liegt die Berechnung nach Cauchy-
Hadamard nahe:

1 =
iy, = f]- + _]I“
T

1 1 ]
" L lims e = %
lim sup,,, {f.flfl + %],.2 imsup, , (1+ =) o

Und schon sind wir fertig!

Aufgabe 196:

Fur welche Werte konvergieren die folgenden Potenzreihen?
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Wieder haben wir ein n in der Potenz, daher verwenden wir die Formel nach Cauchy-
Hadamard:

R: =

) e i sup
limsup,,_, . {/——— 1

G (=1}
T [

Hier bekommen wir jetzt das erste mal ein Problem, denn der obere Teil der Folge divergiert
mit den Haufungspunkten 4 und 6. Da wir aber direkt von Anfang an den lim sup anstatt des
lim genommen haben stért uns das nicht weiter und wir nehmen - nach Definition des lim
sup, also des groften Haufungspunktes - die &:

1 1
. E+i=1y ~ & -
limsup,, _, % T 6 [s

Und das ist der Konvergenzradius.
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Taylorreihen

Aufgabe 197:

Ldsen Sie die Differentialgleichung

}/_XJ":D! _V(U)Zl

mit einem Fotenzreihenansatzl

Losung:
Y —xy =0, y(0)=1

Aus der allgemeinen Potenzreihe y{x) = E?in a,'x" ergibt sich die Ableitung
y'(x) = 3., iaix'L Die Differentialgleichung lautet also umgeformt:

Yo e = x Y aix =0

Verschiebt man ganz links den Index, sodass die Summe wieder bei j = () beginnt, kommt
man auf:

oc oc
Y (i+Daisax’ =) ax =0
i=0 i=0
oc oc

a1 + Z{l + 1)3,‘4_1){"‘ — Z 3;Xi+1 =0
i=1 =0

Erneutes Indexverschieben in derselben Summe fihrt zu:

oo oo
a1 + Z{I + 2)aipx' T — Z ax'T =0
i=0 i=0

ap + Z (i +2)aj2 —a)x' T =0
=0
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Die Lésung hierfir ist:
a1 = 0 und {f + 2)3;‘4.2 = 3

Falls ; ungerade ist, ergibt sich aus a3 = Q Uber die zweite Bedingung auch az = 0,

hieraus g5 = () usw_, also allgemein
ai=0

Falls ; gerade |asst sich &7 Gber die Bedingung 8i+2 = [-j_'z induktiv auf ap zurickfihren:

1

Aulerdem gilt die Bedingung _y{{}) =ap+0-0+ 32{}2 +0-0+ 34{}4___ = ap
Also gilt sind die Koeffizienten fir ungerade

L 1
i = {i—2)..-a2

Um dies allgemein auszudricken, kann man fur irgendein 7 ;zé 0 auch schreiben:

1 1 1

92 = 3i2i—2)..42 — 2i(i-1)..21 _ 21

Seite 268 von 322



Aufgabensammlung

Damit ist es mdglich, die Potenzreihe nur fur alle geraden Potenzen darzustellen, was nitig
ist, da die ungeraden aufgrund ihrer verschwindenden Koeffizienten nicht auftauchen. In
der Summe kann auch j = () dazugenommen werden, da ! = 1.

oo

109 =S 5 =31 (32)

=0

_ El,"?x

Zur Kontrelle kann man auch den Ansatz (ber Separation der Variablen wahlen:

y —xy=0
d
= i = xy
d_y = xdx
— /dy /xdx
= In(y) = —x +c
— y= E1j2x2+c

Da y{[}) = e = 1, ist ¢ = ( und das Ergebnis bestatigt sich mit diesem Ansatz:

y(x) = e'/>7

Aufgabe 198:

Entwickeln Sie die logarithmische Funktion f(x) = /nx um
die Stelle x =1 in eimne Taylorreihe.

2. Stellen Sie /72 mm Form emer Zahlenreihe dar.

Losung:
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f(x)=lnx, x,=1 — Entwicklungszentrum

flx,)=Inx,=Inl1=0

Frl=2=x1 pr)=1

J‘"”(x}z—x%:—x‘2 fr(l)=—1=-1!
f”'(ﬂz%—h“q’, Frrr(1)=2=21

(=) = 2x'43:—2 3x7t,  fY)=-2.3=-31

flx) = f[xo) 4 1!. (x — x,) + 2!.. (x — xo) + ... =

Inx = (x—l)—%(x—l)zwtgtx—l) — = (x—=1)+ ... =
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Um /n 2 in Form emer Zahlenreihe darzustellen, muss man den Wert
x =2 in die Formel (®) auf Seite 2-1b einsetzen.

... =~ 06931

+ 4

m2—=1-1,1_1.1
2 3 4 5

Den Konvergenzradius r der Taylorrethe bestimmt man nach der Formel:

a

r = lim
n-w |G,

B (_1)1“.!-!—1 3 (_1].‘1
an o n ’ an+1 o n+ 1
) a ) + 1 : 1
r = lim | = lim 1 = lm [1+=|=1
n—o an+1 n—w n H— o0 n
yA

-2~

Abb. L1-1: Die Funktion f(x) =Inx und Néherungspolynome 6. und 10. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =1, der Konvergenzradius ist r =1
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“w

-2

Abb. L1-2: Die Funktion f(x) =Inx und Niherungspolynome 12. und 21. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =1, der Konvergenzradius ist r =1

Aufgabe 199:

Entwickeln Sie die logarithmische Funktion f(x) =/nx um die
Stelle @) x =2, b) x =3 m eimne Taylorrethe. Vergleichen Sie
die Ergebnisse dieser Aufgabe mit den Ergebnissen der Auf-
gabe 1.

Losung:
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f(x)=Inx, x, =2 — Entwicklungszentrum

flx,)=Inx,=In2

, —l—‘{‘_l ' _l
fllx)="<= s'(2) =3
o — 1 = " :
frile)=- 5 =-x £12)==-2
frrr(x):%_Zx—3j fﬂ"‘(Z):%:Z_;
(4) :_2_3:_ 4 (4) __ﬂ
Y (x) 3 31 x 72 24
f{s}(Y):_2_3_(_4}x—5:2.3.4x—SZ4_5!
X

| 4
e =%
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Taylorreihe einer Funktion im Entwicklungspunkt x

S (x) S (x)
f(x) = F(xg) + =7 (x = x) + = (x — %) +
() “(x,)
+f 31 O{x—x0)3++f:'0(r—xo)4+
2 (x=2)P (x=2 (x-2)*
Inx = In2 + = - + - = + ... =
’ 2 2.2? 3.23 4 .24
=In2 + Z (—1)"*1 (x-2) = a, (x-2)"
n=1 n 2?‘1 n=1
n+1 _q\n
a,,:( " P (=1) -
n-2" (n+1)-2"
a . n+l \
r = limn " | = lim (n+1)-2 =2 lim (Ll] =
H— 0 Gn+1 n—® ??'2” H— 00

= 2 lim (1+l}:2
n |

n— oo

Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =/nx um die Stelle x =2
mm emne Taylorreihe.

_ x—2  (x=2)7 (x=2P (x—2) B
ln-”|x0=2 = In2 + 5~ Y A - T =
o0 _2 n
St S (o1t 22
ne1 n-2"

Entwicklungskoeffizienten:

_1 n+1
oV
n-2
Der Konvergenzradius der Reihe 1st » = 2.
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“

Y
2 4
In(x)
1.
1 H 3 3 5 6 7 &
T <

pzo(x) P ()

Abb. L2-1: Die Funktion f (x) =Inx und Ndherungspolynome 6. und 20. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =2, der Konvergenzradius ist r =2

‘ pzo(x) Pe (z)
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Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =/nx um die Stelle x =3
i eme Taylorreihe.

x—3 (x=3)%  (x=3)° (x—3)*
In = In3 + - + - +...=
B hyms 3 232 333 4-3°
o (T _3)?‘1
=In3 + )"t
HZI( ??'3”
Entwicklungskoeffizienten:
(_l}ﬂ‘f'l
a, = -————
n-3

Der Konvergenzradius der Reihe ist » = 3.

P12 ()

o
-
~N
gw()
>
o
<
~
®
O
5
-

2

Abb. L2-4: Die Funktion f (x) =Ilnx und Niherungspolynome 12. und 27. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =3, der Konvergenzradius ist r =3
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Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =/nx um die Stelle x = x
in eine Taylorrethe kann man i einer allgemeinen Form darstellen:
X —x (x — x ]2 (x—x]3 (x—x)4
x| _, = In3+ > - — + — - — .
0 Xq ZEan B 4 - x,
o8 (x — x )"
=In3 + Z (=1)"*! ?ﬂ'
n=1 n- ’:0
Entwicklungskoeffizienten:
i n+1
o _ (=)
n . n
R
Der Konvergenzradius der Reihe ist » =x,.
Aufgabe 200:
Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorreihe nach

Potenzen von x -2

flx)=4x-3x*+5x—-1

Losung:
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Allgemeine Formel der Taylorreihe:

"(x 'flx
f(x)=f{x0}+f 1!0} (.1:—x0]l+f27!{})(:«:—1*,3)2 + ...

Entwicklung einer Funktion in die Taylorrethe um die Stelle x = 2:

f'(2) (x —2) + f;(z] (x — 2P + ...

flx)=4x>-3x*+5x—1
fr(x)=12x*—-6x+5 f''(x)=24x—-6, [f'''(x)=24
f72)=0 n>4

=29 +41 (x—2)+21 (x—2)*+ 4 (x-2)3
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Aufgabe 201:

Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorrethe um
das Entwicklungszentrum x, und besttmmen Sie den Kon-
vergenzradius:

L

a) f(x)zxz, x,=—1
1
b) f(r)=§ xﬂ=—2
Losung:
|
f(x):? x,=—1
1
x)=— ~1) = =1
O G
frl=-%,  srn=-—25=2
X -1)
frm=22=2 1 o= 3oy
X X —1)
Frie 234 __ 4 PTTTER P |
X X (_l]
£ (x) = (-1 le)!* fP(=1) = (-1 —f”;nﬂ = (n+1)!
. _
(n) ¢
5 £ (x,) - |
Flxy=3 S H"Cg (x —x)" = (n ::'1)! (x + )" =
n=0 : n=0 :
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Taylor-Reihe:

0

f(x):éz io o (x41)7 = 3 (nt1) (x +1)"

n=0

Entwicklungskoeffizienten:

_ f(")(xo=—l) =
an— "! =n

Der Konvergenzradius:

1
a +1 i
) . n n
r = lim = lim ( = =11
n—w | @, n—owo \ n+2 n— o 1+_2_
| n |
v |
2.
1
}qu(fﬂ) ;
l.
T o 0
=3 =2 =1 0 1 2 :3
]
=14

Abb. L4-1: Die Funktion f(x) = 1/x? und Ndherungspolynome 8. und 20. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =-1, der Konvergenzradius ist r =1
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A

pai(z) P13 ()

-14

Abb. L4-2: Die Funktion f(x) = 1/x? und Ndherungspolynome 13. und 31. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =-1, der Konvergenzradius r =1

f(x)=#, xg = —2

fla) =7 (=2 = =5 =

fldmmts  prEles =ty

Pl et s s

fahle f~'<_z)=_(_42’)5=‘2‘_§
7l = s, )i Bl e
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Taylor-Reihe:
1 z r v n+l "
f(x]:—2:Zan(x+2) = n+2( +2)
X n=10 n= 2
Entwicklungskoeffizienten:
B f[n'l(l‘gz_z] _n+1
In = n! - gn+2
Der Konvergenzradius:
- 41
. a 2" (m+1 .
r = lim L = lim #ﬂ] = 2 lim ” =
n—ao | A,y n— o 2 (H+2) n—ow l+£
| n
2
y
1
pzs(z)
1
= o 0
5 4 3 -2 1 0 1
o
pis (z)
-1

Abb. L4-3: Die Funktion f(x) = 1/x? und Niherungspolynome 15. und 28. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =-2, der Konvergenzradius r =2

Aufgabe 202:
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Entwickeln Sie folgende Funktion f(x) m eimne Taylor-

Reihe
1
f(x)=—, Xp =2
X
Losung:
L_1 1 5,
X 2 4

n+1
X n=1 n=0 2
n n+l1
_(=1) _(=1)
A = at1 Aps1 = n+?2
2 2
1 n+2
" n '
r = lim = lim — | = 2
n—w | 4,44 now| 2
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Aufgabe 203:

Entwickeln Sie folgende Funktion f(x) in eine Taylor-

Reihe
flx)=—1 X, =0
x +2 0
Losung:
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1 _1_14_3:2_.1:3 4_.1:5
x + 2 2 4 8 16 32 64
1 o0 o0 n
H 1 X
= a x = —1
x + 2 HZ=:ID . MZ=:ID ( J 2H+1
1R IR !
N L )
n 2n+1 n+1 2n+2
1 n+2
r = lim = lim = 2
n—w | 9,4 n— o0 2”+1

Aufgabe 204:

Entwickeln Sie folgende Funktion f(x) in eine Taylor-
Reihe

Losung:
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2 / y = f(x)
T 0 T T

‘fz/ -1 0 1 2 3 % 5 5 7 8
3 X0

-1
-2

Abb. L7: Die Funktion f(x) = \x und Nidherungspolynome 2. und 3. Grades

1 1 2 1 3 5 4

X = 2+—= —4)—= — =4)  — =4y — ——— (x=4)" +
v g T T b 5 4~ g Y
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Aufgabe 205:

Entwickeln Sie folgende Funktion f(x) in eine Taylor-
Reihe

Losung:

Abb. L8: Die Funktion f(x) =In (2 -3 x +x?) und Ndherungspolynome 2. und 4. Grades

3 2.2 3 .3 1F 4 33 s

—" 2: e e N i
In(2-3x +x°)=In(2) 2.\' 8.\' 8x 64.\‘ 160.\’

7 e
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Fourierreihen

Aufgabe 206:

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenreihen auf gleichmabige Konvergenz in B-
= cosior

a}fz, R b}iﬁ!

Losung:

Seite 288 von 322



Aufgabensammlung

Konvergenz der Funktionenreihe 2‘1 Ji(x): Wenn die Folge der Partialsummen S,(x)= ;:1 Silx

R

fiir n—» cokonvergiert, so heifit der Grenzwert Z‘fk{x hmmg fi(x) Summe der Funktionenreihe.

MNach Definition heiBt das:
Konvergenz im Punkt x (_ punktweise Konvergenz™), falls fiir alle £ > 0 emne natiirliche Zahl

ilmxm—i‘mx}

Zu verschiedenen x konnen dabei verschiedene ng(&,x) gehoren, d.h., die Konvergenzgeschwin-
digkeit kann je nach x verschieden sein.

no( £,x) existiert, so dass < £ fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng(£.x) gilt.

GleichmiBige Konvergenz, falls fiir alle x aus dem entsprechenden Bereich ein einheitliches
ng(€) (nicht mehr von x abhangig!) gewihlt werden kann. d h.

gleichmiaBige Konvergenz tiber dem Intervall [a, 5|, falls fiir alle £ > 0 eme natiirliche Zahl ny(s)

imx}—imxn

Majorantenkriterium: ; Fi(x) konvergiert gleichmiifig, wenn eine konvergente Zahlenreihe

existiert, so dass < £ fiir alle n=ngp(€), x€|a, b mlt.

=]

gﬂk mit | f3(x)| < ay fiir alle k und fiir alle x € |a, b| existiert (. Majorante™).

|
Als Majoranten kénnen ber den gegebenen Funktionenreihen Rethen der Form ;;F verwendet

werden. Diese konvergieren im Falle o > 1. Davon kann man sich analog zur Vorgehensweise bet

1 dx
Aufgabe 13.111 iiberzeugen. Fir a > 1 gilt niamlich — < f o Daraus folgt

e
oL oyl &, L« #t
kz\kﬂ ;2;:&“‘ /@ a—1 a-1

| 1
a) |fi(x)| % <43 furallexcR

1 —y coskx
Da B konvergiert, konvergiert ;l C—U;— nach dem Majorantenkriterium gleichméfig iiber R.

1
EE fiir alle xcIR.

1 -S|
Da 2 konvergiert, konvergiert 2; i nach dem Majorantenkriterium gleichmifag iiber R.

b) [fi(x)|

Aufgabe 207:

a) Entwickeln Sie die Funktion f(x) =

b) Untersuchen Sie die absolute Konvergenz der Taylorreihe mit Hilfe des Quotientenkriteri-
ums!

c) Zeigen Sie, dass die Taylorreihe in jedem Intervall [a,b] mit —1 < a < b < 1 gleichmiBig
konvergiert!

d) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe!

1
p an der Stelle x; = 0 in eine Taylorreihe!
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Losung:
- o AB) (s
a) Taylorentwicklung: f(x) = kE ﬂ}{x—m}k

F@) =04x) o) =1
£x) ——(142) > 70) =1
) =2(1+x)° 70) =2
(x) = -2.3(14x)" 77(0) = 31
FO) = (~1) R (14x) F! £90) = (-1}

= (—1)¥k!
k!

flx) = ﬂ:fb(_n’fx’f:l—xﬂl—fi...

b) Rethe ¥ a; konvergiert absolut, wenn ¥’ |ag| konvergiert

Quotientenkriterium fiir Konvergenz der Zahlenreihe ¥ ap mit positiven Gliedemn:

a <1 Reihe konvergent
lim 241 ) 1 5o nicht entscheidbar
Fovee ag =1 Reihe divergent

Fiir festes xast ¥ (—1 ]kx’t Zahlenreihe. Zur Untersuchung der absoluten Konvergenz werden
k=0

die Betriige der Reithenglieder betrachtet:

el R

k—yes |:z§;| k—ye |}Ck|

|| <1: Reihe konvergiert absolut (und damit auch einfach)
dh: ¢ |x]=1: keine Aussage
|x|] >1: Rethe divergiert absolut

oo K i
[—E Kl 2;0(_1}*1* —l—x4x - +... fur

x = 1 unbestimmt und fiir x — — 1 bestimmt divergent.

~ fim x| = |x],
k—3ca

Offensichtlich 1st aber die Reihe

Die Rethe konvergiert absolut genau dann, wenn |x| < 1 gilt, in diesem Falle 1st sie auch
—_ 1
einfach konvergent und es gilt ‘2;){ l}tx*

14x

c¢) Nach b) konvergiert die Rethe fiir |x| < 1, allerdings kénnen zu den x aus diesem Bereich

unterschiedliche Konvergenzgeschwindigkeiten gehdren.

Eine Funktionenreihe ¥ fi(x) konvergiert gleichmaBig iiber dem Intervall |a,b|, wenn fir
k0
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alle £ 0 eine einheitliche (d.h. von x unabhangiges) natiirliche Zahl np(£) exisitiert. so dass
;ﬁa £ilx) _,ﬁa filx)| <& fur alle n>np(e). x€[a,B] gilt

Gleichmabige Konvergenz kann mit dem WeierstraBschen Majorantenknterium gezeigt wer-
den: E Silx) konvergiert gleichmaBig, wenn eine konvergente Zahlenreihe f apmit | fz(x)|<

ag fui aﬂlle k, x € |a, b| existiert (.. Majorante™). o

Sei nun s —max(|al, |5|). Wegen der }D’orausselzung von c) gilt offensichtlich |s| < 1. folglich

konvergiert die geometrische Rethe ¥ sF= 1%_1_
k=0

(1)

schen Majorantenkriterium aus der Konvergenz von E st die gleichmibige Konversenz von
o =0

¥ (—1)%F fiir x€[a, ] folgt.

k=0

Fiir alle x € [a, b] gilt dann |x| < s und damit auch < 5%, so dass nach dem WeierstraB-

d) » heibt Konvergenzradius von chxk, wenn die Reihe fiir alle |x| < 7 absolut konvergiert und
fiir alle |x| >» divergiert. Nach b) ist offensichtlich » — 1.

1
B lim Vel
_y00

(ergibt sich aus Quotienten- bzw. Wurzelkriterium)

Ck
Ckil

Formel fiir Konvergenzradius: » = }Lm
300

Fiir die zu untersuchende Rethe sind beide Knterien ohne Weiteres anwendbar, es ergibt sich
—v° | 1 -

Jim y/1(~1)']

Allerdings 1st die Konvergenz innerhalb des Konvergenzradius x — 41 nicht gleichmibig. Zu
den Randern zu wird sie immer langsamer.

r= lim
kpoo

Aufgabe 208:
Entwickeln Sie die Funktion f(x)=x,0<x<m

a) in eine reine Kosinusreihe,

b) in eine reine Sinusreihe!
> 1

¢) Bestimmen Sie — !
=4 (2k+1)

Losung:
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Fourierreihen (fiir periodische Funktionen)

Periodenlange 211 Perniodenlénge T
o a I o2
flx)~ % | kzl{ﬂkms'h | bysinkx) flx) ~ > +A»E1 (aicosk?x+ bfsmk?x)
rp2
17 2 2n
ﬂi=T—Tff(x) coshxdx G =T [ flx) cosk?xdx
m I/
1f , T2 )
by = T—Tff(x} sin focdx b= — [ Flx) sink—xdx
1 Ir n T

Eine reine Kosinusreihe ergibt sich fiir gerade Funktionen, eine reine Sinusreihe ergibt sich
fiir ungerade Funktionen.

Fiir die gestellte Aufgabe muss also die tiber |0, 11| definierte Funktion zunachst gerade bzw. un-
gerade auf (—1,0) fortgesetzt werden. AnschlieBend ist die nun Gber (—1, 71| definierte Funktion
penodisch fortzusetzen, so dass sich die Pennodenlange 277 ergibt.

a) f(x)—x, 0<x<m muss gerade auf |-, 11| fortgesetzt werden:
flx)=|x|, = <x< 1. Diese Funktion ist dann periodisch fortzusetzen, Periodenlange 2.

flx)~ ? | 2‘1(“&'305;9-’ b bg sinkx)

m m
1 2
ay = FI‘_/M coshxdx = Efx coskxdx, da Integrand gerade
m 0
by =0, da gerade (Bei Berechnung wire Integrand |x| sin/x ungerade — Integral 0.)

in ko ik i kx fox
fxcosﬁ.:tdx xsu;c _-/‘51:; dx xm.:: }cu:z fir k£0
2“ 2‘1” 2 4
x= me
= yde=Z— z
0 TID/I m2l, m2 a
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i’_-l]

m
2 2 (xsinkx  coske\|" 2 2
ak=I—Th[xcosﬁ:xdx=T—T( k +T)D=W(005kn_1]=ﬁ?{{_l)
{—i k ungerade

i’
0 k gerade, # 0

1

Da f(x) uberall stetig ist. konvergiert die Fourierrethe iiberall. so dass

) = m 4 ( } cos3x | cos5x . ) =, cos(2k+ ljlx
X o CO5X e — s = — =
2 m S ,,ZO (2k+1)’
T 4 & cos(2k+1
Fanii(x) =5 — = ( X
2 m (2k+41)
Rlx) = g Rix)= g %cnsx
= o 3 - T 5 .~ - E %
Al = g :_T( cosx +c{:33x) F(x) = g % ({: —_ cu:_?rx cuzsjjx)
/\/\HI/\/\/ /\/\11/\/\/
—3n | m n ?:: - | T In i
m 4 cos3x  cos3x  cosTx Flx)
Al=3-% (m” 9 25 49 )
/\/\n|/\/\/ /\/\HI/\/\/
T . % i = - - g %

b) f(x)=x, 0<x<m muss ungerade auf (—, 17| fortgesetzt werden:
S(x)=x, —mw<x < m. Diese Funktion ist dann periodisch fortzusetzen, Periodenlange 2.

S LV L
VNV ENANENVE

flx)~ % | ‘i(akcoslcr | b sinkx)

T 14
1 2
by = I—T/x sinkxdx = F[/t sinkxdx, da Integrand gerade
n 0

aj = 0, da ungerade (Bei Berechnung wire Integrand x cos kx ungerade = Integral 0.)

. cos kx cos kx xcoskx smnkx
/xsmkxdx-x(— 3 ){/ A dx = — p + o

(k=0 kommt nicht vor, da Sinuskoeffizient.)
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2coskm _ 2(—=1)F!

m
2 2 b osinkxe\|™
bFI_stinbcdx:__(“DS i )

) m\ k 2 ), Ok k
- = = [=:] i'll-

o [(win, . S2x  sin3x  sindx Ao (—1)7 sinkx

o) 2 (snx- S35 sy ) oy U s
n oy qyEHL -

Eu(x)=2;;{ 1)"" sinkx
k
F(x) = 2sinx Hx)=2 (sinx - Sinzlt)

w"\v’”\ﬂlﬂu’\w”\% N NN NN,

Fg[x}=2(sinx—

2 2 3 g

A NN A A A AN A A
R R L T A A T IR A A

sin 2x smir sindx smjx) Fy(x)

sin 2x sinSx) F(x) = 2 (sinx— sinlx sindx s:inalx)

Fs(x)=2 (smx —

7 73 T s

/\/\M A AN A A
M]V’f/ P’F"?’?’F”

Nach dem Satz von Dirichlet konvergiert die Fourierrethe gegen f(x) fiir x # (2m+1)m und
=0 fiir x=(2m+1)m

m+(—1)
gegen 3

P T 1 N 1 i
0=f£(0 - —— und damit —_— =,
©) "Zb@kl 1)° Zb(ﬂrl 1) §
1 1 1 1 e
2l s — 212337
1|9I25I49I81l g 1.233

Aufgabe 209:

Seite 294 von 322



Aufgabensammlung

Sei a#0. Die Funktion f(x)=e®, —m < x < m werde 2m—periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion fiir a=1/2 !
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Losung:

Fourierreihen (fiir periodische Funktionen)

Periodenlénge 217 Periodenlange T
oo ar o 2n A ¢
flx) ~ % +;1(Ht605h+b,tsinkx} Sl(x) ~ 5 +;:l (a;;cos ka + by sm.’c?x)
T y I -
1
= T—Tff(x) cos kordx a = 7 f flx) coskadx
- T2
17 ) ,
by = Eff{x] sinfocdx b= — f f(x) sink—nxdx
o r I T

4
a) errfl ~4.81 ///2%/‘//
e 2021 X
3n =Tt 1 n in i

Periodenliange 21, weder gerade noch ungerade

Al

m
b) ap — fcmcns.b:dx, k=0,1,2,...
m

1 k
eTcoshrdxy = e coskx + —feaxsiuh:dx
; a

a

1 k it
= —eTcosky } —eT smh——avfeaxcns.trdx
a’ a’

a
i ae™ cos kx + ke sinkx
(I—FEI)femcus.bcdx: .
a? |k e cos ko | ke® sinkx
+ e coshrdr — = 00 a: i
o ae™ cos ko | ke™ sinkx
fe cos foodx iR
lj’r & o5 for dx ae™coskx 4 ke®sinkx|"  ae® coskmm—ae T coskm
ap = — [ e cos .
tonl (@l + &%) . m(al + &%)
1)"sinhamn 2sinharm ef
2a( 1) > 3 d , d.h. insbesondere ap g sinhs <
mlas + &) ar 2

i
1
by I—chmsinkrdx, k=1,2,...

m

Seite 295 von 322



Aufgabensammlung

1 k
fe‘nsiuﬁxdx = —eTsinky — — | e coshkedx
a a

= 1:a'ﬂsii:ni::r— iemcuskx— Efﬂmsi.tuﬁ:m:flx
a a* a*

i e sinkx — ke™ cos kx
(1 | ;)fe’nsinkxdx:a — ~ = =

2 G X
a2+kfemsmhdx=ae sinkx — ke™ coskx

a*
fﬂmsinﬂ.:rdx _ ae® si_ub:—kemccskr
r::*—|—ﬁc2
1 o - ae™ sinkx — ke™ coskx | —ke“ coskm+ ke " coskm
= —fe sinfordy = = -
mm n(a® +k2) . (a* + k%)
 2k(-1)*sinhan
m(a? + k)
Fourierentwicklung also
sinharm % [ 2a(—1)*sinhan 2k(—1)*sinhar

~ fox — kx
fx) an ;‘1( M2 +e2) o ma@ 1K) o

mgsmhar[ (1) (acoskx — ksinkx)

m a + i
1 _ :
m—smhaﬂ'(ﬂ-l- - 1{::-:(}53(:—smx}+a2 4{acus?.x—25m2x]2F-..])

Falx) —Smh (l -I—;; k—i -I-]l)f*l (— cos kb — ﬁ:sm.bc))

Folx) = %Slﬂh; Alx) = %r-mh;—T (1 —{mnjlﬁj Sinx)
4 4
2

“n n T n 5?:1 = — = g = 5’,‘1

Fy(x) = %Siﬂhg (1 B {cnsx‘]]ll;jjs— sinx {cosh]i_ﬂzj—lsinh) Fi(x)
44 44

‘-""'H x P x

=3n -n mn In am =Im -m m In m

Falx) Fs(x)
44 44

o ﬁ# - X . !‘-"“ x

An mn n In 5m an mn n In 5m
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c) Satz von Dinchlet: In Stetigkeitspunkten Konvergenz gegen f(x).
fx+0) + f(x—0)

an Sprungstellen gegen

2
Flx), x# (2141)m
Also: Fyl(x) — art :
H{ ) H—yca em% = cosha'r[__ X= (2I+1}n
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Differentialgleichungen

Aufgabe 210:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

y'=a-y

Losung:

ay _

a.
dx y

Edy:a-dx
y

J‘ldy:ja-dx
y
Iny=a-x+c
y=eax+c
y=e*.e°=ce”
Aufgabe 211:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

J =[x

_[y‘zdyz.[ldx
—yt=x+cC
1

y=-—"7"
X+C

Aufgabe 212:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

, X
y' =2
y
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Losung:

dy X

dx vy
y-dy = Xx-dx

Iydy:dex
1. 1,
—y ==Xx"+c
2y 2
y?=x?+2c
yz_xzzcl
Aufgabe 213:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

y'=-x-y

Losung:

dy _
dx

Aufgabe 214:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.
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a_y

dx x

Edy:—dx
y

Jldyz ldx
y X

ny=Inx+c

y=X-€°

y=Kk-X

Aufgabe 215:

Es ist die Differentialgleichung (1+e*)-y-y’=¢e* unter Beachtung der Forderung zu |6-
sen, dass die Losungskurve durch den Punkt P1(1,1) gehen soll.

Losung:

Eine derartige Bedingung wird als Anfangsbedingung fir die L6sung der Differenzi-
algleichung bezeichnet.

Wir suchen zunachst das allgemeine Integral von
(1+e*)-y-y' =e*

X

y-y’——e
QA+e*)

dy__e
dx ([1+e%)

X

dx
@+e")

ydy =

jydy=_|'(1iex)dx

%yz =In(1+e*)+c

yzi\/Z-In(1+eX)+20

y:w_L\/Z-In(1+eX)+cl

Nun wenden wir uns der Forderung zu, dass die Losungskurve y=f(x) durch den
Punkt P1(1,1) gehen soll. Da der Punkt P1 auf der Losungskurve liegen soll, erfiillen
seine Koordinaten deren Funktionsgleichung

%12 =In(1+e')+c
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%: In(1+e")+c oder C =%— In(1-¢")

Das gesuchte partikuldre Integral der Differenzialgleichung lautet also

y= i\/Z-In(1+ e*) +26— In(l+e)}

X 2
y:i\/Zln(1+e J +1
l+e
Aufgabe 216:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

@+y*)dx+xydy =0
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Losung:
@+ y?)dx = —xydy

ldx:— y >
X @+y?)

1o _(__Y
Iidx_j vy Y

dy

In|x| = i%ln(1+ y?)+c
iiln(1+y2)+c

X=e?
Aufgabe 217:

Bestimmen Sie die Lésung der Differentialgleichung.

y':—X far x>0, y>0
X
Losung:
o 1
Hier ist g(X)=—; und  h(y)=y
Wy__y
dx X
ldy:—idx
y X

j%dy=—j%dx

nhy+Inx=c

Inxy=c
Aufgabe 218:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

y' +x-y*=0
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1 1,

Z=ZXx°+c

y 2

1 x*+2

y 2

y= 2
X2 +2¢

Aufgabe 219:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

y' =1+xX-y

Losung:

y' =1+X—-y

Substitution:

X—yX)=z(X) <1-y'=72' <y =1-7'
Einsetzen:

1-z'=1-2z

—-72'=z

dz

_d_x =7

j—%dz = J.dx

—Injzl=x+c

In|z| =—(x+c)

z=te " "=4e‘-e " =c,-e "

Ricksubstitution:

z=c,-e”

X—y=c,-e”~

y=X—¢C,-e”~

Probe:

y'=1+c,-e”* =1+Xx—Xx+C -e *=1l+c,-e"
Aufgabe 220:

Bestimmen Sie die Lésung der Differentialgleichung.
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Aufgabe 221.:
Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

(1+Xx2)-xy-y' =1+y?

Losung:

y dy__ 1
1+y? dx  x-(1+x?)

y 1
dy=—-—"—-dx
1+y? y X-(1+x?)

J‘1+y _-[x (1+x)

In 1+ —dx
(1+y") =]~ TR
Hier Partialbruchzerlegung:
A Bx+C

X 1+X

_ A+AX®?+Bx*+Cx
X-(1+x?)
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_x*-(A+B)+Cx+A
X-(1+x?)

=A=1C=0;B=-1

1 1 X
ZIn(1+y®) = [ = ———dx
2 (1+y7) J.x 1+ x?

%In(1+ y?) = In|x|—%ln(1+ x?)+c

IN(1+y?)=2-In|x|—IN(1+x*)+2-c

Nunsei 2-c=Inc, c, >0

2

x?-c
In(1+y?)=In L
(1+y°) 12
x?.c
1+y?) = L
@+y9) 1+ x2
2=X2'C1_1
1+ x?
x%-c,
= -1
y 1+x2

Aufgabe 222:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

Yy +X-y*=0

Losung:

dy 2
dx

1 1,
—==x’+c¢
y 2
E_x2+2c
y 2
B 2
X2 +2¢

Aufgabe 223:
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Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

dy_t
dat  y?
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Losung:

y2dy = t*dt

Iyzdy:jtzdt

3 3
LS+
y*=t+3c
y=3/t’+c,

Aufgabe 224:

Losen Sie bitte folgende DGL:

yy+x=0

Losung:

Schritt 1:

Ermittlung der expliziten Form

Schritt 2:

Schritt 3:

Hierbei wird die Funktion nach der Ableitung umgestellt, also:

y'oy+tx=0 | —x
W ¥y = X " ¥
_ X
yr= -2
¥

Ersetzen durch Differentialguotient

Wir ktnne wir die Ableitung auch den Differentialquotienten schreiben, was fiir
unsere Funktion wie folgt aussehen wiirde:
dy X

Trennung der Variablen

Schritt 4:

Man bringt nun die Variable y auf eine und die Variable x auf die andere Seite der
Gleichung:
d__x I d

Iutugl'utinn

Nun werden beide Seiten der Gleichung integriert:

J‘y ufv=—J-x dr

._,I.f:—l.xf—c

7

L
b |
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Schritt 5:  Auflissen nach v
Nun wird abschliessend die integrierte Funktion nach v aufgelést:

1 1 _ 1 2

T ¥ = -3 4+ C
yi=—x'+2C fiir |x|=+2C , da sonst unter der Wurzel ein negativer
y=12c —x* Wert stehen wiirde.

Aufgabe 225:

Ermitteln Sie die partikuldare Losung, die die gegebene Anfangsbedingung erfillen:
y y?+x2—-1=0
mit xo = 2;¥(xo) =y =1

Losung:

Schritt 1:  Explizite Form

vy t+x—1l=0 I+l —x" =y

Schritt 2:  Differentialguotient

l—x"
V' = —
¥
dy 1 x°
dx '!,:-:

Schritt 3:  Variablentrennung
dy 1-x° I ede -y

[

El

dl. }:__
yledy=(1-x") dx

Schritt 4:  Integration

v edy =(1— 2% dx

v a=[0-2") a

.8 lT}-1’= —#x]— xt+C
: 3

Schritt 5:  Nach Y auflésen

1 5 1 4 N -3
3_1— 3x‘|‘x C -

-

:ll
y=y—xr+xtic
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Wir haben also errechnet, das  y=+—»"+3 +3c und wir wissen aus der Aufgabenstellung, das
die Anfangsbedingung »,=2 ., v(x,)=y,=1 lautet. In einfache Worte gefasst sagt uns die
Anfangsbedingung:

x,=12
¥a=1
.‘r'u(xu:'= ¥o dh w2 ]= 1

Diese Werte setzen wir nun in unsere Integrierte Funktion ein, um die noch unbekannt Konstante C
Zu ermitteln:

1=y 2°+3- 243 C
Woraus sich nun der Schntt 6 ableitet...

Schritt 6: Nach C auflisen

3

l=3—2"+3-24+3cacC |

l=—f+6+3-C I ausrechnen
|=—234+3:¢ I ausrechnen
i=3.¢ N —+2
Cc=1 n:3

Das bedeutet also fiir unsere Funktion (C=1 einsetzen):

.
Vox T a el

¥

1. -
Voa'tm+3

¥

Aufgabe 226:

Losen Sie folgende lineare Differentialgleichung:

> | "
y+——y=¢e" -In(x), x>0
X
Geben Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung an.
Wie lautet die Lésung der inhomogenen Gleichung, fir die gilt y(1)=1?

Losung:
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W= -BAE)sW:
Sl sl L@sumﬂ ist el

B
U= C‘G‘/ i

daye C‘e-(/@‘ﬂy*)(z‘*‘C)
Uay= e e
LTSRS i gelooc.
Povnt fowket Olie) &LSO\,LWHGSM\% e A

iw PGl PobReug
= 5
J U(x) /u vANMEL
A2
T A0 _E)%(:.e* Xy otx

Y= X-Cf’ﬁ/g‘%”’(d(
y= xre™X (& (fux)+ol)

Aufgabe 227:
Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung.

y' +x-y*=0

Losung:

dy
dx_xy

—%dyz xdx
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y= 2
X2 +2¢

Aufgabe 228: (5)
Losen Sie folgendes Anfangswertproblem:
Y =yt +1, y(0) = V3.
Losung:
Bsp 1 Zu lsen sei das Anfangswertproblem
=y +1, y0)=+3

Es hat sich bewdhrt, in folgenden Schritten vorzugehen:

d
Trennung der Verfinderlichen: = Y = dr
v +1
. . dy
unbestimmte Integration: - = ldx
J o+l .

arctany = 4+ C
Aufldsen nach y: ylz) = tan(r 4 )
Bestimmung der Parameter: y(0) = tanC =43, C= 3
gesuchte Lisung: y(z) = tan{xr 4 I)

Aufgabe 229:

Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung Y (X) =2-y-5 und bestimmen Sie

mit dem gebenden Anfangswert y(0) = % die dazugehorige Differentialgleichung.

Losung:

Beispiel fiir die Lisung eine linearen DGL 1. Ordnung durch Trennung der Variablen

. : : . i . - 3
Bestimme die Lésung v(x) der Differentialgleichung v'(x) = 2-%(x) — 3 mut gegebenem Anfangswert yw(0) = 5
Lisung:

v(x) =2vy(x)-5 Differentialschreibweise anwenden
1y - L. -
;—3 =2y-3 Trennung der Vanablen: -dx; 2y — 5
X
dy . . L
e T dx Integration auf beiden Seiten:
2y -5

Man integriert links von v(0) bis y(x) und rechts entsprechend von 0 bis x. Vereinfachend wird hier der gleiche
Buchstabe x sowohl als Integrationsvariable als auch als obere Grenze eingesetzt!

¥ix} x
! —dy = fhldx Integrale nut Stammfunktionen lésen
Jo 2y 3 o
1> {2y J}i = X, msetzen
= (i
% In(2v(x) - 3) — Wn(2v(0) - 3)] =x-0 2
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| 7 5
L)? =2x | Exponieren
12yv(y 5
Var
2 0 2§(0) ~ 5:+5: 2
2y(0) 3
5 . 5 3
y(x) = (¥(0) E)E‘_ +3 |}"{ﬁ)= 3 einsetzen
5
:Etzx—;
2
AEENEE B
£ S ANENEE SR
ox
—-..4.5 d? = A d)‘
27-
4 M(ZT'S:' - X + C -2
ihLZ\, D) = 2x + 2¢ ] ¢( )
g Zx+2
2y-s = e | +s 2
A 2rwdc =3
4 2 2% §
J: =28 1€ =
s
o ZC’- -2 ?Z

) / 3
i+ \;‘(C}=:._5
Z 4 Gt O ST
B - Hn "8 o8
- <y
e Al B /
2 - & y =

Aufgabe 230:

Geben Sie die Losung der folgenden Differentialgleichungen zu dem gegebenen Anfangswert an.

v (x)y(x) = x2+ 3 mit y(0)=0

Losung:
y'(x)'y(x) = x*+ 3

dy 5
iy = 3
dx y=x"+

ydy =x*+3dx
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ydy=fx2+3dx

1
y2=§x3+3x+c

N —

2
y=\/§x3+6x+2c

y(0)=0 2c=0 >y = §x3 + 6x
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Aufgabe 231:

Losen Sie folgende Differentialgleichungen.

y'=1+22
X

x—y+xy' =0
xy':y+xtanl

X
xy'=y(lny-Inx), y(1)=1

y
xy'=y—-x—-xe*, y(1)=0

Losung:

y':1+21:1+2u
%

u=2 o y=xu = y'=u+xu'
X

u+xu'=142u < xu'=1+u
du du dx

X =— =1y = = —
dx 1+u X

du _ o dx = =
fl+u_jx > In|l+u|=h|x|+In|C|=In|Cx|

l1+u=Cx = u=Cx-1 (Ce€eR)

Riicksubstitution: u= Y = Cx-1 =
X

y:x(Cx—l):sz—x

n

>

C=3J]C=1 C=02

W

Abb. L5-1: Integralkurven der DGL Abb. L5-2: Richtungsfeld der DGL, Integralkurven
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X
=Y o _ . :
= y=xu = y'=u+xu
X
y'm=u+xu', y'=mZ=u-1 = u+xu'=u-1 =
du 1 dx
u' = — =— = = du = — | — =
dx X ‘r ‘[x
u=-In|lx|+C <= l=—1n|x|+C =
X
y = x(C —In| x|
xy':y—kxtani = y':ithanl
X X X
P _ - :
= y=Xu = Yy =u+Xxu
X
) . du
U+ xu'=u+tanu = xu'=tanu < xd—:tanu:>
X
du dx cosudu _ dx cos udu dx
tan u X sin u X sin u X
t =sinu, dt=cosudu
cos u du dt .
J',i:f—:1n|t|:ln|smu|
sin u t
J'ms.—udu:jd_x = In|sinu|=In|x|+In|C|=In|C x|
sin u X
sinu = C x = sini:Cx = l:e1rc,'sir|((::4.')
X X

y = xarcsin (C x)
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xy'=y(lny—-Inx) < y':ilnz
X X
u_i P — — r
— y=Xxu = Yy = u+ xu
X
du dx
"= u+ "=ul = —_— = —
y u+ xu u Inu J'u[lnu—l] fx
v=Inu-1, v'=%, du = u dv

d—V:J'd—X = In|v|=In|x|+In|C|=In|Cx|
v X

v=Cx = Inju|l-1=Cx ln%:Cxle
1:€Cx+l = y:XECX+1

X

y=xef**! — allgemeine Lésung

yv(il)=1, y= xel™ _ spezielle Losung (C = - 1)

Seite 317 von 322



Aufgabensammlung

¥ '1 y Y
xy'=y—x—xe* |= '=2 —1—-e”
Yy =y x y "
u_i Py — [— r
— y=Xxu = Yy = U+ Xxu
X
u+xu'=u—-1-e" < xu'=—1-e" =
. 1+e" du _ 1+e" dx
u'=-— & —=-
X dx X 1 +et
du _  dx J- du _  podx
1+e" X 1+e" ¥ X
I dx _1ln e Folmel ,
= - aus Folmelsammlun
l+e a 14 e
In|—E =1In E, € _E, xe'=C(1+e"
1+e" X 1+e" X
" " C 1 1
—c)=c, C,=—
e’ (x=C) ¢ TX-Cc Cx-1 (1 c]
Y =1 1 y=x1In :—xlnlclx—l|
X Cix—-1 C;x—-1
Allgemeine Losung: y=—X ]n‘ Cix—1 |
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Aufgabe 232:

Losen Sie folgende linearen Differentialgleichungen.

y'+2y=e ¥, y(0) =4
' y _ _
y'+ = =cosx, vim)=1
X

:cy’+.}=:6x2, y(l)=3, y(1)=-1

y'+ flx)y=glx)
DGL: y'+2y=e " = [f(x)=2, glx)=e"

Zuerst wird die entsprechende homogene Differentialgleichung
durch Trennung der Variablen gelost.

dyo lf;‘IUII]
"4+ 2 =0 — =-2 — = —2dx
Yo Yo < Yo Yo
dyo B - o —2Xx
J'y __2‘[(15( = lnlyol——2x+lll|C| = y,=Ce
0
C _,C(x)‘ Vo }}:C(I)-e_zx

y'=C'(x)- e —2C(x) e "

Die Funktionsterme fiir y und y’ werden in die inhomogene DGL
eingesetzt

C'(x)-e?*=e* =2 C'(x)=e* = C(x)=e*+C,

y=C(x)e **=(e* + C)) e 2% = C, e 2X 4 g%

Allgemeine Losung: y = C, e XX 4 o7 ¥
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y'+==cosx, y(m)=1

x
y'+&:0 ln|ly|=-In|x|+n|C| 1n|v|:1n£ PP
0 % ’ Yo ’ Y0 |7 BT 5
Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist: y, = % (C €eR)

C\x

C_’C(x): S i) [N

Cix C'(x)x—Cix C'(x Cilx
yo €W L Clx-Cl) _ ') _ Cl)

x x X x
y'+l=cosx: C(x)—c(;)%-c';):cosx = C 1z = Ccos X

X X X e X
Ctx) = x cosx: = C(x)=f.\'cosxd\’=cosx+xsin.\'+C1

cos (a x) N xsin (a x)
a® a

f x cos(ax) dx =
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Allgemeine Lésung: y =

COSX + xsIn x + C1

X

Spezielle Losung:

y

Il

=

cosn+nsin1T+Cl —1+C1

= =1
1 1

+-1

(cosx + xsmx + 1w + 1)
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