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Allgemeine Regeln

Keine Handys, Smartphones, Tablets, Notebooks,
MP3-Player, und sonstige elektronischen Gerate.

(Sollten auch nicht auf dem Tisch liegen)

Sollten Sie unbedingt kommunizieren miissen, so
gehen Sie freiwillig aus dem Raum oder Sie bekom-
men von mir eine Pause zugeteilt, in der Sie in Ruhe

lhre Kommunikation durchfiihren kénnen.
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Losungen zu den Aufgaben

Internet

http://www.cs-geiger.de/wiw.htm

QR-Code Internet

OO
o

YouTube

http://www.youtube.com/channel/UCro4ldWf20euH8u1SXU3l-g
Y|:||.|DE Suchen Q, Hochladen

GoodBetterMaCoSta 0

Viein Ziel ist es die Mathematik, die Statistik und die Computeranwendungen durchschaubarer und verstandlicher zu machen. Dazu habe
ch verschieden Playlisten fiir meine Studenten angelegt. Dort finden Sie die Ldsungen fiir Aufgaben aus der Aufgabensammlung. Auch
wenn Sie nicht Student sind und Ubungen zu diesen Bereichen brauchen, sind Sie gerne willkommen um die Lésungen von
Ubungsaufgaben online nachzuverfolgen

Weniger anzeigen

Auf diesem Kanal gibt es keine Inhalte

QR-Code YouTube
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Matrizen

Aufgabe 1:

Berechnen Sie die Spur der folgenden Matrix.
2 3 6

A=|3 1 8
2 6 7

Aufgabe 2:

Transponieren Sie die Matrix A zu AT,
2 3 6

A=|3 1 8
2 6 7

Aufgabe 3:

Addieren Sie folgende Matrizen

-3 2 01 0 2 =3
4=|7 5 4 0| B=|2 0 -1 4
-1 -2 3 0 18 7 0
Aufgabe 4:
Folgende Matrizen sind gegeben:
1 2 3 4 0 21111
A=|/5 6 7 8 3 B=|2 2 2 2 2 C=
9 10 8 12 0 3 33 3 3

Bilden Sie die folgenden Operationen:

e e L

N T = Y ==

N B R R e

a) A+B; b) A+C; c) B+A; d) C+A; e) B+C; f) C+B; g) A-B; h) A-C; i) B-A

j) C-A; k) B-C; 1) C-B

Aufgabe 5:

Multiplizieren Sie die Matrix A mit dem Skalar A
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3 7 9
11 15 21
127 30 34
35 36 40

Aufgabe 6:

Es sind folgende Matrizen gegeben:

o oolo 2 ol

Berechnen Sie folgende Rechenoperationen:

a) A-B
b) A-C
c) B-C
d B-A
e) C-A
f) C-B
Aufgabe 7:

Fiithren Sie folgende Rechenoperation A% mit Matrizen durch. Uberpriifen Sie bitte, ob
die Rechenoperation liberhaupt durchfihrbar ist.

1 2 3
A=[3 2 1
2 3 1

Aufgabe 8:

Berechnen Sie die Matrizenprodukte AB, BA, ATA, AAT mit:

(5 3 2) (73 -2)
A=]10 -1 8=1-1 -5 3|
4 2 0) 8 0 1

A\,

Welche besondere Eigenschaft besitzen die Matrizen ATA und AAT?

Aufgabe 9:
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Gegeben sind die 3-reihigen Matrizen A =

— Pl

o]

3 und B =
1

a) Berechnen Sie mit dem Falk-Schema die folgenden Produkte:

A-B, B-A,

AT = A A,

- B

b} Berechnen Sie die folgenden Produkte auf zwel verschiedene Arten:

(A+B)>=(A+B)-(A+B).

B)>=(A-B) (A

Sind die bekannten Binemischen Formeln aul Matrizen anwendbar?

Aufgabe 10:

]

— Pl

1), (A+B)-(A-B)

Fir die Produktion der Erzeugnisse E1,E2, E3 wird das Material M1 wie folgt bendtigt:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Material 1 0 1 3
Es sollen im ersten Quartal folgende Mengen produziert werden:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Quartal 1 8 15 16

Wie viel Material 1 wird im ersten Quartal bendétigt?

Aufgabe 11:

Fur die Produktion der Erzeugnisse E1, E2, E3 werden die Materialien M1, M2, M3, M4

wie folgt bendtigt:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Material 1 0 1 3
Material 2 1 1 1
Material 3 2 0 4
Material 4 1 3 1
Es sollen im ersten Quartal folgende Mengen produziert werden:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Quartal 1 8 15 16

Wie viel Material wird im ersten Quartal benotigt?

Aufgabe 12:
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Fur die Produktion der Erzeugnisse E1,E2, E3 werden die Materialien M1, M2, M3, M4

wie folgt bendtigt:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Material 1 0 1 3
Material 2 1 1
Material 3 2 0 4
Material 4 1 3 1

In den Quartalen des Jahres sollen folgende Mengen produziert werden:

Erzeugnis 1 Erzeugnis 2 Erzeugnis 3
Quartal 1 8 15 16
Quartal 2 10 20 20
Quartal 3 12 24 25
Quartal 4 10 18 20

Wie viel Einheiten der 4 Materialien werden in den 4 Quartalen benoétigt?
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Aufgabe 13:

Ein Unternehmen stellt aus den Rohstoffen R1 und Rz die Zwischenprodukte Z1 und Z;
und daraus die Endprodukte P1, P, und Ps her.

Erstellen Sie folgende Matrizen.

a) Die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix

b) Die Zwischenprodukt—Endprodukt-Matrix
c) Die Rohstoff-Endprodukt-Matrix

d) Ein Kunde bestellt 123 Py, 345 P, und 234 P3. Zusatzlich benotigt er noch 98 Z; und
114 Z,. Wieviel Rohstoffe muss er bestellen um diesen Auftrag bearbeiten zu kbnnen?

e) Wie grol} sind seine gesamten Ausgaben fiir diese Rohstoffe, wenn er R fiir 13 Euro
und Ry fiir 21 Euro einkaufen kann?

Rohstoffe Zw-Produkte

)=

Aufgabe 14:

In einer Mobelfabrik werden aus Holz, Metall und Stoff Tische, Banke und Stihle pro-
duziert, die einzeln bzw. als Sitzgruppen verkauft werden.

Fir einen Tisch werden 12 Einheiten Holz und 3 Einheiten Metall,

fiir eine Bank 6 Einheiten Holz, 2 Einheiten Metall und 5 Einheiten Stoff,

flr einen Stuhl 2 Einheiten Holz, 1 Einheit Metall und 2 Einheiten Stoff bendétigt.
Eine Sitzgruppe A besteht aus einem Tisch und vier Stihlen,

eine Sitzgruppe B aus einem Tisch, einer Bank und drei Stiihlen.

a) Geben Sie die Verflechtungsmatrizen fiir den Zusammenhang von Ausgangsmaterial
und Einzelprodukten und fir den Zusammenhang von Einzelprodukten und Sitzgruppen
an und bestimmen Sie aus diesen durch Matrizenmultiplikation die Verflechtungs-
matrix flir den Zusammenhang von Ausgangsmaterial und Sitzgruppen!

b) Ein Kunde bestellt 40 Sitzgruppen A, 60 Sitzgruppen B und zuséatzlich 10 Banke. Er-
mitteln Sie unter Verwendung der Verflechtungsmatrizen aus a), welche Mengen der
Ausgangsmaterialien bené6tigt werden!

Aufgabe 15:
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In einem Unternehmen mit einem mehrstufigen Fertigungsablauf seien die festen Men-
genbeziehungen zwischen Rohstoffen, Zwischen- und Endprodukten durch folgenden
Graph gegeben:

Es sollen 4 Mengeneinheiten (ME) von E; und 7 ME von E; produziert werden. Wie viel
Rohstoffe sind notig?

Aufgabe 16:

Es liegt ein zweistufiger Produktionsprozess vor, bei dem folgende Bedingungen vorlie-
gen:

1. Stufe: Rohstoffe R1, R2, R3, R4 —->Halbfabrikate H1, H2, H3
2. Stufe: Halbfabrikate H1, H2, H3 —->Endprodukte E1, E2
z. B.

Fir 1 ME Endprodukt E1 wird bendtigt: 4 ME Hi, 2 ME H,, 10 ME H3
Fir 1 ME Halbfabrikat H, wird bendtigt: 3 ME R1, 5 ME Rz, 0 ME R3, 7 ME R4

Hy Hy; Hsj
B, E

R4 1 3 0
H, | 4 20

R, | 10 5 8
H, | 2 3

Rs | 2 o 1
Hs | 10 5

Ry 3 7 1

Wie viel Rohstoffe sind nétig, um 2000 ME E1 und 10000 ME E; herzustellen?
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Aufgabe 17:

Zwei Produkte E; und E; werden mit Hilfe von 4 Baugruppen A1, Az, As und Az herge-
stellt. Die Beziehungen werden durch den folgenden Graphen dargestellt:

._\\\

A, .

10

(A ) = (&)

Ein Kunde bestellt 230 Stlick von E; und 410 Stick von E;. Wie viele Baugruppen braucht
er dazu?
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Aufgabe 18:

In einem Unternehmen mit mehrstufigem Fertigungsablauf seien die festen Mengen-
beziehungen zwischen Rohstoffen, Zwischen- und Endprodukten durch folgenden
Graph gegeben:

100 150

Der Pfeil z. B. von R1 nach Z; gibt an, dass pro Mengeneinheit (ME) des Zwischenpro-
dukts Z; 2 Mengeneinheiten des Rohstoffes R1 erforderlich sind.

Die Frage ist nun, wie viele Mengeneinheiten der Rohstoffe R1 und R, zur Verfligung
stehen missen, um eine Produktion der Endprodukte E; = 100 (ME) und E> = 150 (ME)
zu ermoglichen.

Aufgabe 19:

Ein Betrieb fertigt zwei verschiedene Endprodukte P1 und P, unter Verwendung von
drei verschiedenen Rohstoffen Ri, Rz und Rs. Der folgende Graph gibt an, wie viele
Mengeneinheiten (ME) Rohstoffe fir die Produktion von jeweils 1 ME Endprodukten
benotigt werden.

Fohstoffe

@ Endprodukts

Die auf je 1 ME bezogenen Rohstoffkosten in Euro werden durch den Vektor K=
(5; 34; 23) gegeben. Wie grolR ist der Gesamtwert einer Bestellung von 6 ME P; und 3
ME P;?
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Aufgabe 20:

Ein Betrieb stellt aus drei Rohstoffen vier Bauteile her, die zu drei Fertigprodukten ge-
maR folgender Stiicklisten weiterverarbeitet werden.

Stiickliste 1:
hstoff. ME je Bauteil
Rohstoffe
B, B, B, B,
Rl 2 2 1 3
R, 0 2 3 0
R3 3 0 2 2
Stiickliste 2:
) ME je Fertigprodukt
Bauteile F, F, F,
B, 2 2 1
B, 1 2 2
I?.3 3 0 2
B, 1 2 1

a) (3) Berechnen Sie die Rohstoffkosten fiir je eine ME der Fertigprodukte mit Hilfe von
Matrizenmultiplikationen, wenn die Kosten der Rohstoffe pro ME 2,50 Euro fiir R1, 1,00
Euro fir R2 und 1,50 Euro fiir R3 betragen.

b) (3)Die Fertigungskosten bei der Produktion der Bauteile pro ME betragen 5,00 Euro
fir B1, 3,00 Euro fiir B2, 4,00 Euro fiir B3 und 6,00 Euro fiir B4. Berechnen Sie fiir jedes
der drei Fertigprodukte die Kosten je ME, die durch die Fertigung der Bauteile entste-
hen, ebenfalls durch Matrizenmultiplikationen.

c) (3) Die Fertigungskosten bei der Produktion der Fertigprodukte betragen je ME 40,00
Euro bei F1, 35,00 Euro bei F2 und 32,00 Euro bei F3. Die Fertigprodukte kdnnen zu
folgenden Preisen verkauft werden: 165,00 Euro bei F1, 150,00 Euro bei F2 und 140,00
Euro bei F3. Um wie viel Euro Ubersteigen die Verkaufserlose die variablen Kosten je
ME von F1, F2 und F3?

d) (5) Technisch bedingt kénnen die Fertigprodukte nur im festen Mengenverhaltnis
von 5:4:3 hergestellt werden. Wie viel ME der Fertigprodukte kénnen mit einer Menge
von 8.080 ME des Rohstoffs R2 produziert werden?

Aufgabe 21:

Berechnen Sie von folgender Matrix A die Inverse Matrix A™1.

A= 79
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Wir wollen das an einem Beispiel noch deutlicher machen.

2 =3
A=
1 5
Hieristalsoa =2, b= =3, ¢c = 1 undd = 5. Der Wert von ad — bc
Ist dann

ad —bc=2-5-(-3)-1=10+3=13

Das steht also unter dem Bruchstrich vor der Matrix in der Formel der
Inversen. Die selbst lautet

(5 2)=(5)
—-c  a -1 2
und zusammen mit dem Bruch % haben wir %
5 3
A_lzi(S 3):(ﬁ —3)
_ 1 2
13 1 2 -5 13

Wegen der Ubersichtlichkeit wiirde man den Bruch % vermutlich vor
der Matnx stehen lassen.

Aufgabe 22:

Berechnen Sie die inverse Matrix von
2 1

A=
-11

Aufgabe 23:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.

-1 1 0
A= 3 -2 0
2 -1 -1

Aufgabe 24:

Berechnen Sie Inverse Matrix zu A.
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3 51
A=12 4 5
1 2 2

Aufgabe 25:

Berechnen Sie die inversen Matrizen:

(1o 2 (35 1
@) A=|23 4 b)) B= 245 o C=
30 2 12 2

L, /

Aufgabe 26:

Berechnen Sie die inverse Matrix.
3 1 3

A=12 4 1
5 5 4

Aufgabe 27:

Berechnen sie die inverse Matrix von:
1 3

A=
-2 -2

Aufgabe 28:

Wie lautet die Inverse der Matrix:
4 3

A=
-1 6

Aufgabe 29:

Bestimmen Sie die Inverse zur folgenden Matrix:

2 3 1
A=1 -2 1
-1 1 2
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 30:

Ein Betrieb fertigt zwei verschiedene Endprodukte P; und P, unter Verwendung von
drei verschiedenen Rohstoffen R1, R, und Rs. Das folgende Verflechtungsdiagramm gibt
an, wie viele Mengeneinheiten (ME) Rohstoffe fiir die Produktion von jeweils 1 ME
Endprodukten bendtigt werden.

Rohzioffe

a) (3) Wie viele Rohstoffe R1, R2 und R3; werden benétigt, um 6 ME der Sorte P; und 3
ME der Sorte P, herzustellen?

b) (2) Die auf je 1 ME bezogenen Rohstoffkosten in € werden durch den Vektor

kr =(R1; R2; R3)= (5; 34; 23) gegeben. Wie groR ist der Gesamtwert der in a) zu bestel-
lenden Einzelteile?
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Aufgabe 31:

Ein Betrieb der Getrdankeindustrie produziert in zwei Werken an verschiedenen Stand-
orten Fruchtsafte. Im Werk A werden aus vier Rohstoffen R1, Rz, Rz und Ra drei Zwi-
schenprodukte Z1, Z> und Z3 hergestellt. Im Werk B werden aus den Zwischenprodukten
dann drei Endprodukte E1, E; und E3 gefertigt. Der Materialfluss in Mengeneinheiten
(ME) ist durch die beiden folgenden Tabellen gegeben:

Werk A: Rohstoffeinsatz Werk B: Zwischenprodukteinsatz

R—Z Z Z Z3 Z—E Ey E> £
Ry 1 3 0 Z 2 1 4
R> 0 6 2 Zy 8 10 1
R3 31 0 33 23 6 2 2
R4 1 3 1

a) (5) Berechnen Sie die Elemente asz1 und as3 in der Rohstoffeinsatzmatrix A so, dass
die Rohstoff/Endproduktmatrix C wie folgt lautet:

26 31 7
C 60 64 10
16 6 12
32 33 9

b) (3) Ermitteln Sie, wie gro8 der Vorrat an den einzelnen Rohstoffen sein muss, damit
von den Endprodukten 150 ME von E1, 200 ME von E; und 250 ME von Ez hergestellt
werden kdnnen.

c) (10) Durch technische Stérungen im Produktionsablauf in Werk A gab es einen Ausfall
bei der Herstellung des Zwischenproduktes Zz. Erschwerend kommt hinzu, dass sich
wegen Renovierungsarbeiten in den Lagerrdumen des Werkes B nur geringe Bestdnde
an Zwischenprodukten befinden.

Zurzeit sind am Lager in Werk B nur noch die Zwischenprodukte Z: mit 75 ME und Zs
mit 100 ME.

Ein Kunde bestellt kurzfristig 12 ME von Endprodukt Es.

Dem Kundenwunsch entsprechend werden nun genau die 12 ME von Esproduziert, wo-
bei aber produktionsbedingt auch die beiden anderen Endprodukte E1und Ez(nach obi-
ger Tabelle) hergestellt werden.

Zeigen Sie durch eine Berechnung, dass sich die oben genannten Zwischenproduktbe-
stande vollstandig durch diese Produktion verarbeiten lassen, und bestimmen Sie, wie
viele ME der Endprodukte E:und Ezdabei hergestellt werden kénnen und wie viele ME
des Zwischenprodukts Z2das Werk A dann liefern muss.
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Aufgabe 32:

Eine Mobelfabrik bietet ein Mobelsystem an, dessen Schranke nach Wiinschen der Kun-
den auf fiinf verschiedene Arten (Modell 2000, Modell 3000, Modell 4000, Modell
5000, Modell 6000) aus den Grundelementen "Korpus", "Tir", Einlegeboden" und
"Schubladensatz" zusammengestellt werden kénnen.

o °
= = ) ¢ E o
o °
o o
° °
g S SO g =)
Modell 2000 Modell 3000 Modell 4000 Modell 5000 Modell 6000

In der folgenden Tabelle ist angegeben, wie viele Grundelemente jeweils fiir die funf
Schrankmodelle bendétigt werden.

Korpus Tiiren Einlegebdden Schubladens-
atze
Modell 2000 |1 0 3 1
Modell 3000 |1 0 0 2
Modell 4000 |1 1 3 0
Modell 5000 |1 1 3 1
Modell 6000 |1 2 6 0

Es soll folgender Auftrag zur Lieferung der verschiedenen Schrankmodelle erstellt wer-
den.

Auftrag:

Modell 2000: 20 Stiick, Modell 3000: 25 Stiick, Modell 4000: 40 Sttick, Modell 5000: 50
Stick, Modell 6000: 70 Sttick.

Berechnen Sie wie viel der Schrankelemente jeweils hergestellt werden miissen.

Aufgabe 33:

Bestimmen Sie alle 2-reihigen Matrizen vom Typ X = (Ccl Z), dessen Matrizenprodukt

mit der Matrix A = (_11 (1)) sich kommutativ verhdlt (A- X =X -A)
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Aufgabe 34:

In einem Produktionsprozess werden aus den Rohstoffen R1, R, und Rs drei Zwischen-
produkte Z1, Z; und Z3 hergestellt, aus denen wiederum drei Endprodukte E1, E; und E3
gefertigt werden. Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist den folgenden Tabel-
len zu entnehmen:

Z, Z; Z3
R1 8 9 10
R2 9 7 10
Rs 7 11 10

E: E2 Es
Z; 1 2 2
Z; 3 3 1
Z3 2 0 2

Die Rohstoffkosten in Euro/ME betragen: KX = (0,05 0,03 0,04),
die Fertigungskosten in Euro/ME der EndprodukteK! = (10 20 20).

a) Im Lager sind 1500 ME von R1 und 2700 ME von R;. Der Rohstoff Rs ist nicht mehr
vorratig. Von jedem Endprodukt sollen 40 ME hergestellt werden.

Wie viele ME der Rohstoffe R1, R; und Rs missen beschafft werden, damit von jedem
Rohstoff 1000 ME als Reserve librig bleiben?

b) Der Verkaufspreis fir je 1 ME der Endprodukte betragt 80 Euro fir E1, 100 Euro fir
E> und 90 Euro fir E3. Bei einem Auftrag tiber 700 ME von E1, 600 ME von E; und 800
ME von Es soll ein Gewinn von 62500 Euro erwirtschaftet werden. Die Fixkosten fir
diesen Auftarg belaufen sich auf 34205 Euro. Die Fertigungskosten pro ME sind flr Z;
dreimal so hoch wie fir Z1 und fir Z3 1,5-mal so hoch wie fir Z;.

Bestimmen Sie die Fertigungskosten je ME der Zwischenprodukte.

c) Eine verfahrenstechnische Innovation erfordert die Herstellung von Vorprodukten
unmittelbar aus den Rohstoffen. Diese Vorprodukte werden dann zu den
Zwischenprodukten Z1, Z; und Z3 weiter verarbeitet.

Der Materialfluss ist in den folgenden Tabellen zusammengefasst.

Vi1 V2
R1 2 3
R2 3 4
Rs 3 2
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Z1 y4) Z;
V1 1 3 2
V2 2 1 2

Die Fertigungskosten in Euro/ME der Vorprodukte betragen K[! = (0,7 0,6).

Die Fertigungskosten in Euro/ME der Zwischenprodukte aus den Vorprodukten
betragenK; =(1 2 1.

Untersuchen Sie fir die einzelnen Zwischenprodukte, ob durch die Innovation Kosten
eingespart werden konnen, wenn die Herstellungskosten fir je 1 ME der
Zwischenprodukte bisher 2,95 Euro fir Zi1, 7,10 Euro fiar Z; und 4,20 Euro fir Z3
betragen.

Aufgabe 35:

Gegeben ist ein Gozintograph mit vier Werkstoffen (A, B, C und D), drei Zwischenpro-
dukten (E, F und G) sowie zwei Endprodukten (H und I). Die Zahlen unter den Buchsta-
ben stellen den aktuellen Lagerbestand dar:

A
200 . 4

B : 200 ’
0

C /5» 400 3
G | 4 100

D 300

Ermitteln Sie den Gesamtbedarf der Gliterarten A, B, C und D.
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Determinanten

Aufgabe 36:

Berechnen Sie die folgenden Determinanten mit Hilfe von Sarrus.

4 2 1 -1 1 2 5 2 -3 2 2 0
@ 331 ® 223 (© 21 -2 @ 132
2 4 1 -3 3 1 4 6 7 k 10
k 3 1 k k1 1-k k 1 0 k* -1
) |2k 2 5| (f) 1 2k 1| (g) 2 2 1 (h) 1 1 -2
1 0 -2 -1 1 2 4 1 -1 3 0 k
Aufgabe 37:
Flr welche Werte von k hat diese Determinante der Wert 0 7
k 2 3
D=1 k 2k

1@

Aufgabe 38:

Erzeugen Sie an den markierten Stellen zwei Nullen durch Addition der Vielfachen
zweier Zeilen oder Spalten und berechnen dann:

43 7 s 7 13 8 (6

@ [1(3)Cs) e) |13 -5 ® |7 7 -2
37 86 (37 s 5 3 (2
2 3 4 4 3 (k) 2

(@ (5)3 -1 (h) 5 _:j,\ ;1 2k /_1\ -3
77 21 7 ()2 4(3) 2
3k 2 ~12 (4 3 -12 4
_ 2 e oFd

M (@13 k) 7 5 (8 m £n 5 s
4 3 2 18 9 -4 18) 9 -4
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Aufgabensammlung

Aufgabe 39:

Vereinfachen Sie durch Addition eines Vielfachen einer Zeile oder Spalte so, dass, mog-
lichst eine oder zwei Nullen entstehen und berechnen dann:

4 5 7 45 36 18 2 4 6
(@ |8 10 1 (b) |30 12 12 € |2 4 -3
3 2 1 45 24 36 1 4 5

Aufgabe 40:

Vereinfachen Sie zuerst durch Ausklammern von Faktoren, erzeugen Sie dann zwei Nul-
len und berechnen den Wert der Determinante.

3 68 9 55 7 -22 % 9 12
@ |5 -4 -2 b) [10 & -8 € |4k 3 7
21 14 21 35 -9 _14 k2 12 14
44 22 _22 24 5 14 3 4k 5
d |7 B8 5 e |12 68 7 A |3k 4 2
15 12 18 18 20 21 6 2k 1

Aufgabe 41:

Fir welche Werte von k hat die Determinante den Wert 0?

1-k 2 4 5 2k k k 1 3
(a) 5 1Kk (b) 3 1 1 (c) 2k k 1
3 41 6 2 -4 2 13

Aufgabe 42:

Erzeugen Sie zuerst Nullen und berechnen dann durch Entwickeln:

6 75 Erzeuge in der zweiten Zeile zwei Nullen und entwickle
(@ |-12 3 12 dann nach der 2. Zeile!
34 8 12
-3 1 4 . . ,
Erzeuge in der ersten Spalte zwei Nullen und entwickle
(b) 3 -1 2 dann nach der 1. Spalte!
15 12 8
4 1 Erzeuge in der dritten Zeile zwei Nullen und entwickle
() |9 -6 9 dann nach der 3. Zeile!
6 4 12
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Aufgabe 43:

Berechnen Sie die Determinante der Matrix

1 2 1 -1

-1 -1 3 1
B:

2 5 7 -1

1 1 -1 2

Aufgabe 44:

Rechne Sie die folgenden Aufgaben nach eigener Vorstellung.

(d)

Aufgabe 45:

2 0 10
14 5
9 8 7
22 24 26
20 22 24
2 2 2
k k
(k) 2
15

5 8 0
A |2 1 1

3 18

13 3 5

M |11 15

17 7 5

2k 2
3 o |-3
5 1

Berechnen Sie folgende Determinante nach dem Entwicklungssatz von Laplace.

4

o
W AN
I
Ao !,

1
2
0

Aufgabe 46:

Berechnen Sie folgende Determinante nach dem Entwicklungssatz von Laplace.

0 -5 10
1 2 5
0 -6 3
4 3 2

det(4) =

_w O R

Seite 25 von 152
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Aufgabe 47:

Berechnen Sie folgende Determinante nach dem Entwicklungssatz von Laplace.

1 2 -3 5
0 12 0 1
det) =17 o 1 »
1 2 2 1

Aufgabe 48:

Berechnen Sie folgende Determinante nach dem Entwicklungssatz von Laplace.

1 5 5 0

-2 1 -2 3

det(A4) = 0 1 1 0
1 2 4 0

Aufgabe 49:

Fir welche xR ist die folgende Determinante Null?

0 0 4 2
2 3x-5 4 0
-1 0 -3 5
0 x-3 6 0

Aufgabe 50:
Bestimmen Sie die inverse Matrix A1 zu

1 31 2
0 2
1 2
2 5

3
A=
1
2

N O B

Verwenden Sie hierzu ein Verfahren Ihrer Wahl.

Aufgabe 51:

Eine Matrix, deren Determinante den Wert 0 besitzt, heillt singular. Ist die Determi-
nante von 0 verschieden, so nennt man die Matrix regular.

Finden Sie eine Losung fiir die Parameter-Werte, damit die Matrizen singuldr bzw. re-
gular werden?

t 1 3 s 0 2
3 4 -2 8 t 2
a) 2 5 1 b) 4 11
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Aufgabensammlung

Aufgabe 52:

-1 4 2 3
b_| 2 -8 —4 6| _,
7 5 10
I 0 5 1

Vereinfachen Sie diese Determinante durch elementare Umformungen in den Spalten so lange, bis Sie
eine Determinante erhalten, die in einer Zeile nur noch ein von Null verschiedenes Element enthilt und
entwickeln Sie anschlieBend nach Laplace (Berechnung der anfallenden 3-reihigen Determinante nach

der Regel von Sarrus).
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Aufgabe 53:

Welche der nachfolgenden 3-reihigen Matrizen sind reguliir, welche singuldir?
i(Nachweis (ber Determinanten)

1 4 2 10 0 a 1 9
A=101 2 B={0 2 4 C=1(10 a (mit a € R)
2 1 1 03 6 2 1 1

Aufgabe 54:

Bestimmen Sie mit Hilfe elementarer Umformungen in den Zeilen bzw. Spalten der Matrix den Rang r
dieser Matrix und entscheiden Sie dann, ob die Matrix reguldr oder singuldr ist.

2 1 2 I 4 6 2 1 01
I 2 -2 0
AA=|1 2 -2 b)A=|-2 5 -3 ) A =
' ‘ . 0 2 4 1
2 72 i )
e -2 -1 8 -7 2I 0 -2 16 4
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Aufgabe 55:

Zeigen Sie, dass die folgenden Matrizen orthogonal sind:

sina  —cosa 0 | I
a) A = | cos « sinee 0 b) A = 7 2
0 0 1 ' 2
Wie lautet die jeweilige inverse Matrix A I

P = 2

_ 2
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 56:
Fir welche Werte von A wird folgende Determinante Null?

A-1 0 2
A= 1 @a-1 1 |0
—2 0 (1-2)

Aufgabe 57:

Der im Bild dargestellte elastische Balken der Lange |=2a ist am linken Ende fest einge-
spannt und tragt in der angegebenen Weise zwei gleiche Punktmassen mi=mj;=m.

a da
rd L

A, B: Umkehrpunkte der Biegespannung
C: Gleichgewichtslage des Balkens

Infolge seiner Elastizitat ist er zu Biegeschwingungen fahig. Die Kreisfrequenz w dieser
sog. Eigenschwingungen lassen sich aus der Determinanten-Gleichung

(a—wz) —sz . 3E]
5 0 (mlt a=—>

I3
) w?  (a—8w?) m

bestimmen (El: Biegesteifigkeit des Balkens).

Berechnen Sie diese Eigenkreisfrequenzen.
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Aufgabe 58:

Berechnen Sie folgende Determinante.

12 f 8 —1
s S L e
Di;=1|5 3 1 0 -2
01 0 -1 0
D B —1 0

Aufgabe 59:

Das Bild zeigt eine elastische Welle mit konstantem Durchmesser, die in symmetrischer
Anordnung drei starre Zylinderscheiben vom gleichen Massentragheitsmoment J1=J,=J3
tragt.

Zylinderscheibe

g

/
Jy

Werden die Scheiben gegeneinander verdreht, so treten infolge der elastischen Riick-
stellmomente sog. Torsionsschwingungen um die Wellenachse auf. Die Kreisfrequen-
zen o dieser Eigenschwingungen (auch Eigenkreisfrequenzen genannt) lassen sich da-
bei aus der Determinantengleichung

(~»*J+c¢) —C 0
—C (o’ + 2¢) -¢ |=0
0 —C (—w’J+¢)

berechnen. Wie lauten diese Eigenkreisfrequenzen.

Aufgabe 60:

Berechnen Sie folgende Determinante.
3 0 7 8

-1 -5 0 -1
6 0 3 12
-2 4 3 -10
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Berechnen Sie folgende Determinante:

-2
5
—4
2
2

4
—6
10
-3
-1

Berechnen Sie folgende Determinante.

Aufgabe 61:
2 =3 1
—4 6 -2
D=] 6 -9 3
2 —4 3
-2 5 -3
Aufgabe 62:
3 4 2 1
2 1 3 5
D=1 11 2
1 2 4 0
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Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 63:

Berechnen Sie die Schnittpunkte der beiden Gleichungen mit dem Gleichsetzungsver-
fahren.

a) y=3x+22 und y=5x+14

b) y=3x+8 und y=0,5x+2

c) 4x+2y=18 und 7x-y=13
d) 8x-4y=-3 und 14x-2y=8,5

Aufgabe 64:

Berechnen Sie den Schnittpunkt der beiden Gleichungen nach dem Einsetzungsverfah-
ren.

10x-7y+4=0 und 6x-5y=-2

Aufgabe 65:
Berechne den Schnittpunkt der beiden Gleichungen nach dem Additionsverfahren.

6y=9x-81 und 6x-4y=12

Aufgabe 66:

Bestimmen Sie die L6sung dieses LGS.
| Xx+y+z=6

I y+z=3

[l z=1

Aufgabe 67:

Bestimmen Sie die Losung dieses Gleichungssystems.
| x-3y+2z=-4

Il -2y+52=7

Il -5y+4,52=-6,5
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Aufgabe 68:

Bestimmen Sie die Losung dieses Gleichungssystems.
I 3x-y+4z=12

I x-2y+z=5

I 6x-4y+3z=16

Aufgabe 69:

Bestimmen Sie die Losung dieser Gleichungssysteme mit Hilfe des Gaul3'schen Algorith-
mus und der Cramer'schen Regel.

a) I:4x -2y +z =15
Il: -x+3y+4z=15

Il: 5x -y + 3z =26
b) I:2x -3y +z=10
l:x+y-2z2=-6
I:3x-y-4z=-5
c) Lx+y+z=1
Il: 17x+y-72=9
l:4x+2y+z=3
d) lI:3y-z=7
Il: 2x -3y + 2z =-21
l:3x+y=-21
e) I:2x+7y-z=13

I1: 17x -3y +4z=-9

I:3x-2y+z=-5
f) I:3x-4y-62=42
Il: -x-2y+3z=-6

I: 7x+ 10y + 62 =0

Aufgabe 70:

Bestimme die Losungsmenge des Systems.
I X-y+z=4

I 3x-y+4z =12

I x-4y+5z=15
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Aufgabe 71:

Bestimmen Sie die Losung dieser Gleichungssysteme.

a)

b)

c)

d)

f)

g)

h)

I:4x + 3y =14

I: 2x -y =12

I: -4x -y =40

Il: x+5y=9

I:2x -6y =6

I: 5x + 3y =42
l:4x+2y=4

Il: -6x + 3y = 33

I: 12x + 11y = 18
lI: 16x - 7y = -2
I:3x-10y =3

I: -9x + 24y = -10
I: 14x - 8y = 10

lI: -21x + 15y = 60
[: 18x + 24y = -132
II: 27x - 40y = 676
[: 11x - 10y = 13
I: -8x + 7y = -7

Aufgabe 72:

Tick, Trick und Track sind zusammen 123 Jahre alt. Trick ist 32 Jahre &lter als Tick, Track

ist 26 Jahre alter als Trick.

Bestimme das jeweilige Alter der drei.

Aufgabe 73:

Bestimme die beiden Zahlen, die die Summe 32 ergeben und bei denen die Differenz

doppelt so groR ist wie die kleiner der beiden Zahlen.

Aufgabe 74:

Die absolut identischen Hansen-Zwillinge und die Schulz-Drillinge wiegen zusammen
348 kg 750 g. Stellt sich jedoch nur ein Hansen-Zwilling mit zwei der Schulz-Drillinge

auf die Waage, so zeigt diese lediglich 210 kg an.

Fragestellung: Wie viel wiegen die einzelnen Zwillinge?
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Aufgabe 75:
Losen Sie lineare Gleichungssysteme mit Hilfe des GauB’schen Algorithmus.
X+ X+ 2X,+ X, =5
(a) 4x; + 5%, + 3X, =7

2%, +3%X, - X;— 2X,= 2

X+ X+ X =4
(b) 2x, + 5%, - 2x, =

fad

X, +7%,—7%;, = 5

k]

X+ 2X, + 3%x; =1
(c) 2%, + X, + 3%, = -1

3X, +2X, + X, =0

(d) X, +2X, - 3%, =0

2-}'[1_ !{:_SX_‘I:].

Aufgabe 76:

Christa und Julia haben sich verabredet. Sie starten beide um 15 Uhr mit ihren Fahrra-
dern in ihren 14 km voneinander entfernten Heimatorten. Christa schafft in jeder
Stunde 12, Julia 16 km. Wie weit von Christas Heimatort entfernt treffen sie sich?

Aufgabe 77:

Zwei Autofahrer starten gleichzeitig in 55 km voneinander entfernten Ortschaften. Der
erste legt 75, der zweite 90 km pro Stunde zuriick. Wie weit vom Startort des ersten
Fahrers entfernt treffen sie sich?
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Aufgabe 78:

Bestimmen Sie die Losungsmenge. Wahlen Sie selbst einen Lésungsweg!

a) dy-19=y+ 20 b) 20x-50 = 29y c) 3x450 = Bx+5y
Sx+dy = 126 2%+5y = 8y 2y+10 = 3x+2y
d) x=8y-6 gl y=2x-3y+4d fl 3(2y43) = 2x4T7y
X = 3y+4 X = 2x—3y+4 4x+2) = Sx—3y
2o¥%-3 2041 X+ y 4y Lo f(xy) X
ST =2X-Y h) > +3-1D i E +4-4.8
X+4 y+3 X+ Y 7(%y) 3x
5 "5 Y- R

Aufgabe 79:
a) Suchen Sie zwei Zahlen, deren Summe 34 und deren Differenz 16 ist.

b) Eine Zahl ist um 8 grosser als eine andere, aber nur halb so grofl wie deren Dreifa-
ches. Um welche beiden Zahlen handelt es sich?

c) Gibt es zwei natiirliche Zahlen mit dem Mittelwert 17, von denen die eine doppelt
so groB ist wie die andere.

Aufgabe 80:
Ermitteln Sie die vierstellige Zahl mit folgenden Eigenschaften:
Die Quersumme betragt 14.

Die Summe von Tausender- und Einerziffer ist gleich der Summe von Hunderter- und
Zehnerziffer.

Die Summe von Tausender- und Hunderterziffer ist gleich der Summe von Zehner- und
Einerziffer.

Die Tausenderziffer ist um 1 grésser als die Einerziffer.

Aufgabe 81:

In einem mechanischen Uhrwerk wird ein groRes Zahnrad von einem kleinen Zahnrad
angetrieben. Wenn das kleine Rad 16 Umdrehungen gemacht hat, hat sich das grolie
Rad nur 3-mal gedreht. Das kleine Rad hat 39 Zdahne weniger als das groRe Zahnrad.

Berechne die Anzahl der Zdhne von beiden Radern.
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Aufgabe 82:

Untersuchen Sie das folgende lineare Gleichungssystem in Abhdngigkeit vom Parame-
ter aeR auf Losbarkeit.

a-X, X,  +X =
X, HaX, +X, =
X, +X, +a-X, = a
a) Fur welches a erhdlt man unendlich viele Losungen?
b) Fir welches a erhdlt man keine Losung?

c) Fir welches a erhdlt man eine eindeutige Losung?

Aufgabe 83:

Fir welche Werte des Parameters a (a>0) hat das Gleichungssystems

3x + 2y4+ z= 1
2x  + Yy + az= 0
4ay+ z= 2a+1

unendlich viele Losungen?

Welche Gestalt hat in diesem Fall die Losungsmenge?

Aufgabe 84:

Im Maschinenbau werden Federn und Membranen oft aus Kupferlegierungen herge-
stellt, die 90% Kupfer, 5% Zink und 5% Zinn enthalten. Kupferhitten bieten verschie-
dene Legierungen an. Zur Auswahl stehen nun drei Legierungen A, B und C, die sich in
der Zusammensetzung unterscheiden. Der Anteil dieser Gréf3en in diesen Legierungen
ist der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen.

A B C
Kupferanteil (in %) 80 95 30
Zinkanteil (in %) 20 0 10
Zinnanteil (in %) 0 5 10

Entscheiden Sie, ob sich die gewlinschte Legierung aus den drei angebotenen zusam-
menschmelzen lasst. Wenn moglich berechnen Sie die Losungsmenge, mit Hilfe des
Cramer'schen Determinatenverfahrens.
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Aufgabe 85:

Losen Sie das folgende Lineare Gleichungssystem mit Hilde der Cramer’schen Regel.
3X, —2X, +2X;, =5

—5X, +3X, —2X; =-5

4%, —3X, + X5 =1

Aufgabe 86:
Welche Losungsmenge hat das Gleichungssystem:
T + z = 1
ro+ U a
cr + oy o+ =z 2

Bestimmen Sie flir dieses Gleichungssystem die Parameter a und c so, dass es
a) eine Losung

b) keine Losung

c) unendlich viele Lésungen

gibt.

Aufgabe 87:

Es ist folgendes Gleichungssystem gegeben:

X, —3X, =5

—28x, +ax, =b

a) Wahlen Sie die Zahlen a und b so, dass das Gleichungssystem unendlich viele L6-
sungen hat.

b) Wahlen Sie die Zahlen a und b so, dass das Gleichungssystem keine L6sung hat.

c) Wahlen Sie die Zahlen a und b so, dass das Gleichungssystem genau eine Lésung
hat.
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Aufgabe 88:

Gegeben ist das von den reellen Parametern a abhangige lineare Gleichungssystem:
2w-a-y+3z="11

X—-a y+2z=3

2x-dy+z=1

Fir welche Werte von a erhdlt man keine Losung?

Aufgabe 89:

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem
2 -2y =-10

-dx-a-y=2

dx+2y+2z+2u=-8
Ix+y-z-2u=1

mit dem reellen Parameter a.

Welchen Wert muss a annehmen, dass keine Losung existiert?

Aufgabe 90:

Gegeben ist das Lineare Gleichungssystem
dx-2dy-dz=18

-dx-c-y+z=-5

Sx+ Ty —dz==5

mit dem reellen Parameter c.

Welchen Wert muss c annehmen, dass keine Losung existiert?

Aufgabe 91:

Stellt man in einer dreistelligen Zahl mit der Quersumme 9 die dritte Ziffer an den An-
fang, so nimmt die Zahl um 135 zu.

Addiert man dagegen zur dritten Ziffer 3, so erhdlt man den fiinften Teil der aus den
ersten beiden Ziffern bestehenden Zahl.

Wie heil3t die Zahl?
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Aufgabe 92:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem:

mit tER.

Aufgabe 93:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem:

zy + 2z, = t

mit T .

Aufgabe 94:

Fir k € R ist das folgende lineare Gleichungssystem gegeben:
4x, + 2x, + 2k — 4)x3 = 2

12x; — 6x, + (3k — 3)x3 = 3k

(k> —k—6)x; =k*—4

Untersuchen Sie, fir welche Werte von k das lineare Gleichungssystem unlésbar, mehr-
deutig |I6sbar bzw. eindeutig I6sbar ist.

Geben Sie eine Losung an, bei der x3 = 0 ist.

Aufgabe 95:

Lisen Sie die folgenden homogenen linearen (m, »)-Systeme:

4 10 2 -2 X 0 w+ 3dv+2w=10
Xa 2u—18v+ w=10
aj) | =2 i1 -5 _ = |0 b i o O
2 _7 0 n X3 0 —6u + 2v+4+ 3w
Xz Iu + v+ 5w =10
X1
1 2 -1 0 4 1]
Xa
1 28 10 2 6 - 1]
c X =
130 9 1 3 ? 0
X
5 6 3210 ‘ 0
X5
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Aufgabe 96:

Lisen Sie die folgenden inhomogenen guadratischen linearen Gleichungssysteme mit Hilfe der Cramer-

schen Regel:
— x4+ 10y +5z= 13 2 -3 1 X 1
aj 3x- 6y—-2z= -2 by 13 -5 2 Xz | = 3
—Bx+ 14y +4z= 6 1 —4 5 X3 12
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 97:

Der in Bild [-3 skizzierte Balken der Linge 2a mit loser Einspannung am linken Ende und schrigem
Loslager am rechten Ende wird in der Balkenmitte durch eine schrig unter dem Winkel o > 0 angrei-
fende konstante Kraft F belastet.

] =
y
Wy Balkan
AN
T ’ 29
7
.-/ a i
- | =|
|
I | | Fe
| | |
i l
: C.coea | Fraina :
_— Fg - sin45" ,
( — - BildI3
A A
M
A Fa Balken Fg. cos 457

Die beiden Lagerlrdfte Fo und Fy sowie das Momenr M, geniigen dabei dem folgenden linearen
Gleichung ssystem:

2 1.;"73 0 Fyu 2F - sina
0 “‘-.-“"73 1 (Fﬂj = (aF-sinr:j
0 ,.',-'73 0 M, 2F oo

Bestimmen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel die unbekannten Kriifte und Momente in Abhingig-
keit vom Winkel .

Aufgabe 98:

Das skizzierte Rollensystem enthalt in symmetrischer Anordnung drei gleiche Massen
m; = m, = m3 = mdie durch ein Uber Rollen fihrendes Seil miteinander verbunden
sind. Die noch unbekannten Beschleunigungen a;,a, und azdieser Massen sowie die im
Seil wirkende konstante Seilkraft Fs lassen sich mit Hilfe des GauR'schen Algorithmus
aus dem linearen Gleichungssystem

m 0 1\ /% m-g
0 m 4]|a3]|= <m ' 9)
1 2 0/\F 0
berechnen (wegen der Symmetrie gilt a; = a,).

Welchen Wert besitzen diese Grollen?

Anmerkung: Rolle und Seil werden als masselos angenommen, Reibungskrafte vernach-
lassigt (g: Erdbeschleunigung).
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Aufgabe 99:

Fir welche Werte des reellen Parameters a besitzt das lineare Gleichungssystem
a) unendlich viele Lésungen?
b) keine Lésung?

c) genau eine Losung?

x+ay=1
y+az=1
X—z=2
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Eigenschaften von Funktionen

Aufgabe 100:
Skizieren Sie folgende Funktion

flx)=2x>—x%+x

Aufgabe 101:

Skizieren Sie folgende Funktion

fx)=x*+1,5
Aufgabe 102:
Skizieren Sie folgende Funktion
(x) ==
fl) ==
Aufgabe 103:
Skizieren Sie folgende Funktion
1
fx) = T3z
Aufgabe 104:
Skizieren Sie folgende Funktion
f(X) — ex+2
Aufgabe 105:
Skizieren Sie folgende Funktion
1
fx) = e

Aufgabe 106:
Skizieren Sie folgende Funktion

f(x) =In (x+ 2)
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Aufgabe 107:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 108:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 109:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 110:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 111:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 112:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 113:

Skizieren Sie folgende Funktion

Aufgabe 114:

Skizieren Sie folgende Funktion

F) =51 )

fx)=vx+2

fx) =x?

flx) =x3+x

flx) =x*+2x2-2

_ 1
fx) = X
1
f(x) =2
flx) =—e*?
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Aufgabensammlung

Aufgabe 115:

Skizieren Sie folgende Funktion

fx)=e™*

Aufgabe 116:

Skizieren Sie folgende Funktion

f(x) =In (x?)

Aufgabe 117:

Skizzieren Sie folgende Funktion

f(x) =~In(x)

Aufgabe 118:

Skizieren Sie folgende Funktion

flx) =+v/x%2-1

Aufgabe 119:

Skizieren Sie folgende Funktion
1

X

f&x) =

=
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Trigonometrische Gleichungen

Aufgabe 120:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(x) = E\/E

im Bereich von =27 < x < 4.

Aufgabe 121:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(x) = —=
(0 =-3

im Bereich von 0 < x < 2m.

Aufgabe 122:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,3

im Bereich von —m < x < +m.

Aufgabe 123:
Bestimmen Sie die L6sungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) = —0,5

im Bereich von —27 < x < +2m.

Aufgabe 124:
Bestimmen Sie die L6sungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
3-sin(x) = 4

im Bereich von —m < x < +m.
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Aufgabe 125:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0

im Bereich von 0 < x < +2m.

Aufgabe 126:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,8

im Bereich von 0 < x < +2m.

Aufgabe 127:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos(x) = — %\/5

im Bereich von 0 < x < +2m.

Aufgabe 128:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
tan(x) = —V3

im Bereich von —m < x < +2m.

Aufgabe 129:
Bestimmen Sie die L6sungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos (5x) = 53

im Bereich von —3 < x < 12.

Aufgabe 130:
Bestimmen Sie die L6sungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

1
-5}

im Bereich von —m < x < +4m.
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Aufgabe 131:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
T
tan (x - E) =2

im Bereich von —m < x < +2m.

Aufgabe 132:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(3x) = Z\/g

im Bereich von 0 < x < +2m.

Aufgabe 133:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

n(5%) =3
sm3x— )

im Bereich von 0 < x < +3m.

Aufgabe 134:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos(x—1) = 7

im Bereich von —m < x < +2m7.

Aufgabe 135:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
5 1
cos(x+=m)=-=v3
(2 +57) =

im Bereich von —m < x < +2m.
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 136:
Losen Sie folgende Gleichung und bestimmen Sie alle Lésungen.

4-sin?(x)+3-cos(x) =3 fir—-n<x<+m

Aufgabe 137:
Losen Sie folgende Gleichung und bestimmen Sie alle Losungen.

3 - sin(x) + V3 - cos(x) =
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Vektorrechnung

Aufgabe 138:

Gegeben ist die Ebene E durch ihre Koordinatengleichung Bestimmen Sie eine Parame-
terform sowie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

a) E: 2% +2X, +X; =12 (Nach x3 auflésen)
b) E: 15x-24y+20z=120 (Nach z auflésen)
c) E: 2x,+9x,+20x; =15 (Nach x; auflosen)
d) E: 2x,+5x;=20 (Nach x, auflésen)
e) E: 4x,+5%,+20=0 (Nach x; auflésen)
f) E: x,+4x,=10 (Nach x;, auflésen)

Aufgabe 139:

Stellen Sie eine Koordinatengleichung von der Ebene E auf.

Y (2
a) E- sclolerl 1lesl 1 (rund s aus (2) und (3) berechnen)
1) l2f -1
_2 \ I-'3 " I-'3 "
b) E- 5=l 2 |+rlols+sl 2 (rund s aus (2) und (3) berechnen)
o) 1z {1
1 oy (0%
c) E- 5=l 1 lerl1lesl 2 (Ohne Anleitung 1)
3] s 141
"1 (3% (%)
d) £ szl12ler 2 |2sla (rund s aus (2) und (3) berechnen)
1) {-s) |2)
M0y (1 [0 :
€) E- 7zl 4 lorlolesl 1 (Ohne Anleitung 1)
6] (2] |5
N (A (0 .
f) E- s=l2lerlnles 0 (Ohne Anleitung 1)
3l lo) -1
7] 2] (=
(1) (0] .
h) E- Ferl1l<s 0 (Ohne Anleitung 1)
of 1)
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Aufgabe 140:
Welche Gleichung hat die Lotgerade von P(-2|3]|8) auf die Ebene?

N (2 (1)
a) £ 5=|5|sr{1]sq] 3
5] 12 ; 3/

1 (-1 [(2)

b} E: x=| 2 (+rj 0 |+s 1

12) 12} (-

Aufgabe 141:

Zeige, dass g und h in einer Ebene liegen und stelle deren Koordinatengleichung auf.

(1Y (2) 1Y 1
a) g: %=| 4 |+r|-1] h: x=|-5|+s|4
—2) 12) =2 L1
F1Y (47 C1Y (=6
b} g: Xx=| 4 +rl—8, h: Xx=[-5|+s ’12I
2] {12) 2] |18
(1Y (2 3[4
c) g: x=| 1 +r| =1}, h: x=| 0 +s| 1
2] (o) 2/ (3]

Aufgabe 142:

Zeige, dass A, B, C ein Dreieck bilden. Welche Gleichung hat die Lotgerade im Schwer-
punkt des Dreiecks?

a)  A(1110).B(210/1),C(-1213)

b)  A(111),B(-5/-2|-5),C(0/0|0)
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Aufgabe 143:

Uberpriife die Lage folgender Geraden — Ebenen. Wandeln Sie die Ebene nicht in eine
andere Form um. Wenn ein Schnittpunkt existiert, berechnen Sie ihn.

0 1 (3 11 2 (1 (2 -1 (2
E: X=| 1 |+r|-1[+s/0" g,: X=| & |+t 1" g,: x=4|+t/1|" g,: x=|-1|+t/ 1
-1 1 (2 -7 -3 (2) 1 -1

Aufgabe 144:

Uberpriife die Lage folgender Geraden — Ebenen. Wandle die Ebene nicht in eine an-
dere Form um. Wenn ein Schnittpunkt existiert, berechne ihn.

'3 1) (1 2 1 1 -2 [ 1
E: x=| 1 +r| 0 ]+s| -1}, g, X=4 |+t 2|, g,: X=| 2 [+t 1 ,gS:Ezt;—E
-1 1) 12 7 -1 —4 -3 | 3

Aufgabe 145:

Uberpriife die Lage folgender Geraden — Ebenen. Wandle die Ebene nicht in eine an-
dere Form um. Wenn ein Schnittpunkt existiert, berechne ihn.

E: 2x,-X,+6x,=18, und
0 2 3 1 -2 -5
g: §[4 +r[1,gz:i{1 +r[4], 93:2{2 +r[2J
6 1 -2 —1 4 2

Aufgabe 146:

Falle von A(7|6/1) das Lot auf die Ebene E: x+2y+z=8:
Berechne den LotfulRpunkt.

Aufgabe 147:

Falle von P(-2|-6|13) das Lot auf die Ebene E: 2x,+X, —5X; =15

Aufgabe 148:
Eine Pyramide hat die Grundflache ABC und die Spitze S mit
A(8|5/1), B(0]-3|-4), C(28]4|3), D(10|-6]|16).

Beweise; Die Spitze S steht von der Ebene aus senkrecht tiber dem
Schwerpunkt des Dreiecks ABC.
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Aufgabe 149:

Eine Pyramide hat die Grundflache ABC und die Spitze S mit
A(115(3), B(-2|5[1), C(0[0]4), S(1]-2|-4).

Uberpr[]fe, ob diese Pyramide ,Uberhangt® (Dies ist dann der Fall, wenn
das Lot von der Spitze auf die Grundflache auRRerhalb des Dreiecks schneidet.

Aufgabe 150:

Gegeben sind diese zwei Ebenen und ein Punkt P. Lege durch P die
Lotgerade zu beiden Ebenen und berechne die Schnittpunkte mit den Ebenen.
Stelle an Hand der Ergebnisse fest, ob P zwischen den Ebenen liegt oder

wosonst? E;: X,—4X,+2X, =27, E,: X,-4x,+2X;=-36, P(1/3|-2)

Aufgabe 151:

Gegeben: E,: 2x+y-95z=17, E,: 2x+y-5z=77, P(3[1|4)
Bestimme die Lage von P relativ zu den beiden Ebenen E; und E; .

Aufgabe 152:

Untersuche die gegenseitige Lage, wenn eine Schnittgerade existiert, berechne deren
Gleichung.

a) B 2x,+2X,-3%,=12 und E,: 4x,—x,+2x,=20

(1) 2 1
b) Ei: 2%,+2%X,-3%;=12 und E,: X=|-1|+r|-1|+s 4
1 0 —1
c) E,: —-2x,+8x,-6Xx,=9 und E,: 3x,-12x,+9x, =12
(3) 1 1
d) E,: x+y-2z=8 und E,: X=[9 |+r 1]|+8|-1
0 2 0
1) 1 1 [ 1 0 (-2
e) E,: X=[0|+r| 1 |+s/2| und E,: x=| 2 |+a|1|[+b|-3
2) -1 0 \—4 1 L1
1) 1 -1 1) 2 (2)
f) E,: x={0|+r{1|+s8| 5| und E,: x=| 2 |+a| 1 |+b| -1
2) 1 1 —4 -3 1
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Aufgabe 153:
Spiegele das Dreieck A(1/0/0), B(3/10), C(-1/2[1) an Z(4|2]|-3)

Aufgabe 154:
Spiegle die Punkte F’(5|—12 25) und Q(-—4[1|-11) an der Ebene

E: 4x-3y+122=18

Aufgabe 155:

(5) 2 -1
Spiegle den Punkt R(11[11]-11) an E:E_LzJ—r 0|+s| 2
1 1 1

Aufgabe 156:

Spiegle die Geraden g an der Ebene E: x,-3X, +2x; =4

-6y (2} (=2} (10} 3y (-2)
a) g:i=;4 +r 0 b) g: ¥X=| 1 |+r| 1 c) g: X=|3|+r 0
-3 1) L5 ) - L3 1

Aufgabe 157:

Spiegle die Geraden am Zentrum Z(5(3|-4):

(2Yy [0 (=2 (10 (3 [-2)
a) g:i=I2 +r| =2 b) g: Xx=|1|+r] 1 c) g: X=[3|+r| 0
-1} 15 Lo ) - |3 ) 1

Aufgabe 158:

2 2
Spiegle den Punkt A{Z 5|-3) an der Geraden g: X=|-4 |+1 —2J
0 5

Aufgabe 159:

5) (2 ~1
Spiegle die Ebene Ej: X = 2J+r O|+s| 2| an Eal X,+X,—-2X,=4.
1 |1 1
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Aufgabe 160:

2 0
Spiegle die Gerade g: X=| 2 |+r| -2 | an den drei Koordinatenebenen.
-1 5

Aufgabe 161:

Eine Pyramide hat die Ecken A(2(0/2), B(4/2|1), C(5|-2|-2) und
D(8|-2|4). Spiegelt man die Spitze D an der Grundebene (ABC), dann
entsteht eine Doppelpyramide.

Héngt die Spitze der Pyramide ABCD (ber ?

Aufgabe 162:

Spiegle die Ebene x,+x,-2x, =4 an Z(1]-1/5).

Aufgabe 163:

Projizieren Sie die unten genannten Geraden senkrecht auf die Ebenen.

(a) E: x-y+2z=10 (b) E: 2%, +%x;=0
i 2 -..I. .I_- {] \l "'.—2.\ _'?'1{:]‘1 .I_- 3',
g, X=| 2 T -2 b) g, X=| 1 +1| 1 c)

EIRE: 5) (-1 \3

A

Aufgabe 164:

(2) 0

Projiziere die Gerade x=| 2 |+r| -2 | von Z[2|3|—1) auf die Ebene
-1 5

E: 2X,+ X, —2X; = 30. Welcher Geradenpunkt erhélt dabei keinen Bildpunkt?

Aufgabe 165:

Ergénze das Dreieck A(2]|0|2), B(4[2|1), C(5|-2|-2) zu einem
Parallelogramm ABCD. Projiziere es von Z(3|1|6) aus auf die

Ebene E: 5x,-2x,+4x, =12. Ist die Bildfigur auch wieder ein
Parallelogramm ?

(-2}

g : i=l3 +1| 0

L1
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Aufgabe 166:

Stelle die gegenseitige Lage der Geraden g und h fest:
Wenn sich die Geraden schneiden, dann berechne den Schnittpunkt.

a) g: X=
b) g %-
c) g: %=
d) g 2o
e) g- %=
N g s

Aufgabe 167:

Prufe, ob die Punkte P(5|-6(4,5) und Q(3|-4,5/3,5) auf der Geraden

g liegen:

Aufgabe 168:

Wie heilt die Gleichung der Geraden g durch den Punkt B(2]1]-3),

die parallel zu h verlauft:

fay -
B |+r| 5
11 -6
‘7 (8)
4 +1| 4 |
7/ -3
TARNER
—9|+r| 0|
25 |(-5)
‘4 (6
5] |+T -1
3] |4
(=1 (14)
4 |+r| -8
-3) |-8
(1) (-3)
4 |+r| 12
-1} |-15)

2y (4
X=|1 +r| 0
1) ==

(6Y (-7
%=|-7|+s| 0
7 |3
By (1)
%=|16|+s| 4 |
-9/ (-3
9% (5 5
x=|9|+s 6
5 L0}
A0Y ()
%=| 5 +s| 2 |
7) L8
130 :-’ By
x=| 4 |+s| 4
-10) | 3)
. :-' 20
x| 16 |+s| -8
—16) (10

. Sindgu

nd h identisch ?
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Aufgabe 169:

Zeige, dal® g, hund k kein Dreieck bilden. Berechne die Schnittpunkte.

-2y (12 5 13 4 -1
g: X=| 1 |+r] 8 | h: X=|-2|+s/ 7| k: X=|-3|+t| 1
3) | -8 4 5 7 9

Welche der Geraden sind offenbar windschief ?

Aufgabe 170:

Zeige, daf} sich g und h schneiden:

Welche Gleichung hat die Gerade g durch A(2|-3|4) und B(-2|-10|-1) ?
4 2

h: X=3|+s

Berechne die Koordinaten des Schnittpunkts S.

In welchem Verhaltnis teilt S die Strecke AB ? Was folgt daraus Uber die Lage
von A oder B?

Aufgabe 171:

Berechne die Spurpunkte (Schnittpunkte mit den Koordinatenebenen) von

4 (2 -2y (12
a) g: X=| 6 |+r[ 0}’ b) g: x=|1|+r| 8
-3) |6 3 -8

c) der Geraden durch A(3|-4/3) und B(-2|%|-4)

Aufgabe 172:

Gegeben ist ein Dreieck A(51/3), B(6/4|-2), C(3]|-6/2).
Bestimme die Spurpunkte der Geraden, die durch je zwei Dreieckspunkte

gehen auf der xix;-Ebene und zeigt, dali diese drei Spurpunkte auf einer
Geraden liegen.
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Aufgabe 173:

Untersuche die Lage dieser Geraden in Abh&ngigkeit von t. WWenn sie sich

schneiden, berechne den Schnittpunkt:

;-1\. t ~.! P D.‘ p 1\
a) g,: X=|t|+r 1| h: x=| 2 |+s| t

SUBRNY. -1 1)

! -1“‘. 2 ‘-! f'{]\ ".t.‘
) 9,: X=|0+r| 4] h,: X=|1|+5/5

\ t J .__._'1/' x 3/] \ -1

i -1"‘. ."'4"-: & 3 Y :_- B I””
) g: X=|t|+r 2 h: x=| 3 |+s/ -1 7

\._3/.! .‘_t/_| ‘._2 |.\ 1 J

(0} (t) () (-1
d} g,; X=|3|+r 2| h: %=1 +S._2t.

2, \4) -2 L4 )

Aufgabe 174:

Gegeben sind die Punkte A(2|-5[-3), B(30]23|25):

Bestimme die Teilpunkte, die AB im Verhaltnis
a) 25 b)a1l c) 2.3 teilen.

Aufgabe 175:

Gegeben sind die Geraden g und hg fur kR durch

(Lo (3) (4 (1)

g: x=1|+r -2 h,: x=k|+s| 1
3] (2 7)) -9

a)  Welche dieser Punkte liegen auf gund hy: R(4|3|-9), S(-8|5|1) ?

b) Uberpriufe die Lage der Geraden g und hg .Wenn sie sich schneiden,
berechne den Schnittpunkt.

c) Was kann man Uber die Lage der Geraden der Schar hyaussagen?
Berechne die Ortskurve der Aufpunkte B, (4|k|7).

d) Berechne die DurchstofZpunkte (Spurpunkte) der Geraden g mit den

Koordinatenebenen.
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Aufgabe 176:

Die Punkte  A(3[3[1), B(-2|-5/2), C(2/0/5)

a) Berechne die Gleichungen der Seitengeraden
b) Berechne den Schwerpunkt S.
c) Berechne die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden und deren

Schnittpunkt. Zeige, dalk er mit S identisch ist.

Aufgabe 177:

Gegeben sind A(3|7|4), B(1]|5|0), C(4|1]6). D(8|62)

Ist das Viereck eben ?
Zeige, dall das Viereck, das aus den Mittelpunkten von ABCD gebildet
wird, ein Parallelogramm ist.

a)
b)

Aufgabe 178:

Berechnen Sie folgende Skalarprodukte:

(3)(4) 8 3) 4V (4[4
a) 4 1J=? b) -2 GJ=? c) 2| =2 EJ—’?
(2 x) =3\ x, ) t)t+1
d) 3lly|=7 e) 1%, |=7 f) 1 2 |=7
9\ z 2 )i x, 2t )| -3
Aufgabe 179:
Losen Sie folgende Gleichungen:
(23 3) [k Y k+1) (3K k-
a) :S;t =16 b) ‘Qk: 1 |=0 C) ‘2 :Ek =0
1)1 2t L4 -1 I
|" 1 - |"2 s 5\. l_- x1 ™ I,-- 2 Y 2
d) ;2 ;’l +r/0||=0 e) X, —‘ 4 =16 (nur umformen)
2)13) 11 X ) -3
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Aufgabe 180:

r'nl'
Welche Vektoren n=| n, | haben mit u das Produkt 0 ?
\Ma
o (o ‘o
a) u= 1‘ b) U= -5 C) u= 5
.2) L3 Rl
r'nl'
Welche Vektoren n=|n, | haben mit G und mit v das Produkt 0 ?
ana
< \ r-' 1 y |"3 I_.- 2 -\.1
d) D:E,i:‘—'l e) u= 1}, v=|-2
1) L 0 L3 )
Aufgabe 181:
4 (2
Gegeben ist die Gerade g durch X =| 1 +rt—5 .
-3 2

Gesucht ist eine Ebene in Parametergleichung, senkrecht zu g, die durch
a) R(4[17]3) b) S(-2/0[11) geht.

Aufgabe 182:

Gegeben sind zwei Punkte A(3|6|-2), B(-5/2|10): Bestimme die

Gleichung der Ebene, die als Symmetrieebene von A und B hezeichnet
werden kann.

Aufgabe 183:

Schreibe eine Parametergleichung zu dieser Ebene auf:
a) 2X+4y—-62=35 b) 2%, —TX, + X, =21

c) X, +5%, =12 d) X, =3
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Aufgabe 184:

Gegeben sind die Geraden g und h. Zeige dal sie windschief sind.
Ermittle einen Vektor, der zu beiden orthogonal ist.

10 17 2 o0
a) g: x= 2J—r 1J h: x= 1J—5 2J
3 -8 -1 1
o0 20 2% 30
b) g E=L1J—r 2J h: x= UJ—S —1J
2 -4 1 6

Aufgabe 185:

Berechne die Normalengleichung zu diesen Ebenen:

2 (1 1 (0 1 1
a) X=|5|+r|-2|+s|2 b) Xx=[1|+r| 1/ +s|0
1 1 3 —1 0 1
4 12 2 ) 5 12
c) X=|8|+r| 8 |+s| 7 d) X=r{3|+s|-3
1) |5 ~11 0 8
2 (2 (1 (3 2 -1
e) X=|t|+r/ 1|+ 2 f) X=|1|+r|1]|+5s| 2
1 7 -1 1 0 0

Aufgabe 186:

Bestimme die Hessesche Normalform, n°, den Abstand des Ursprungs von E
und den FuRpunkt des Lotes von O auf E.

a) 2x-2y+z=16 b) 3x+4y-12z2=26 ¢) 2X,+6X,+3%X,=35
d) 4x,+4x,+7x,=18 e) x=95 f) 8x-12y+9z=-34
g) 2x+10y-112=75 h) 3x,+%,-7x,=59 1) 8x,-15x,=85
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Aufgabe 187:

Berechne den Abstand des Punktes P von E und den Fulzpunkt des Lotes von
P auf E sowie das Spiegelbild von P an E.

a) 4x+8y-z=36 P(3]2/5) b) 12y+5z2=26  P(-15]-7)
c) -6x,+18x,—x,=38 P(-520/-9) d) 12x,-9x,=120 P(15/-2|-5)
e) 5x-3y+5z=11 P(3(6]-9) f)  12x,+9x,=150 P(-10/5]4)

Aufgabe 188:

Prlfe nach, ob g zu E parallel ist. Wenn ja, berechne d(g:E).

1 (0)
a) 2x-2y+z=15 X=[ 3 |+r|1
-2 2
4 5
by 4x-8y-z=38 X=[0|+r| 3
1) -4
1) 3)
c)  Tx,+2x,+13x,=9 X=| 3 |+r/ 10
-3 -3
3 ) 12)
d) %, —12x,-12x, =17 Xx=| 10 |+r| 10
-12 -9
0 5)
e) 4x+5y-20z=17 X=| 0 |+r|4
-5 2
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Aufgabe 189:

Prufe nach, ob E, ||E,. Wenn ja, berechne ihren Abstand.

(1) -3 (9
a) 4x,-3%,+12x, =14 X=|1|+r 4 |+ O
-1 2 -3
(0 2 3
b) 2x+14y+52+100=0 X=| 5 |[+r|-1|+s| 1
7 2 -4
(3 4\ (2
c) 3x-T7y+11z=14 X=|-1|+r|1]|+8 7
2 1 3
r’~]\ _2“\ 0\
d) 8x,+16x,-11x, =124 Xx=|0 |+r| 1 |+s 11J
-1 0 16
(3 5 3)
e) x+y+2z=14 X=14|+r| 1 |+s| 4
2 -3 4
fy  12x,-8X%, +12%, =7 -9x%,+ 6%, -9x, =12
g x-y+12z=8 2x+2y-24z=7
h) Ix,+%X,-2x,=5 —2X,—6X, +4X, =2

Aufgabe 190:

Welche Punkte der Geraden g haben von E den angegebenen Abstand e ?

3] (-1

a) xX=|-2|+r| 1 2x+y+2z2=-5 e=5
4 1
(4 13

by X=|-1|+r —1J X, +4x,-4x,+20=0 e=3
2) |-
. "

¢) X=[-3|+r| 1| EbeneEdurch A(-1-5|2),B(-1|1-2),C(9]3|0), e=+14
1) (5)

d) X=|1|+r 2 2X, —2X, +8Xs =3 e=+2.
—1) -
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Aufgabe 191:

Gegeben ist eine Ebene E. Gesucht sind 2 Ebenen E; und E,, die beide zu
E parallel sind und zu E den angegebenen Abstand e haben.

a) TX +4X, —4x, =12 e=7
b) 4x+12y+32=18 e=>5
c) 6X,+18X,-X,=4 e=1

Aufgabe 192:
Bestimme Mittelpunkt und Radius der Kugel.
a) XK X A% 2%, -15=0
b) X5 4+%,7+x,+5% —X, +8x, =2
c) X+ Ko + X+ 4%, +3x, =0
d) X+ Xaw +Xa 4 X, — 2%, + 9%, =k Welche k sind zugelassen ?

e) X7 +Xx7 % ke, +(k—-2)x, +4x, = 1k? +k
Welche k sind zugelassen, und auf welcher Geraden liegen die
Mittelpunkte der Kugelschar ?

f) X, 4%, +X,- —4x, +8ix, — 6tx, = 20t
Welche t sind zugelassen, und auf welcher Geraden liegen die
Mittelpunkte der Kugelschar ?

g) XX, X (20— 2)x, +4tx, — 4tx, + 34t -35=0
Welche t sind zugelassen, und auf welcher Geraden liegen die
Mittelpunkte der Kugelschar ?

Aufgabe 193:

Bestimme Mittelpunkt und Radius fur diese Kugeln:

a) X'+ 41x-12=0
.0}
[3)

b) iz—; 1 X+1=0
!I.__2)'
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Aufgabe 194:

Gegeben ist eine Kugel durch M(2|5|-1) und r=7
Bestimme die Lage dieser Punkte: A(6[-1/4), B(8]3|2), C(0[8|2)

Aufgabe 195:

Gegeben ist ein Kreis durch M({-3/10) und r=15.
Bestimme die Lage dieser Punkte:  A({4|5), B(10[1), C(6]-2)

Aufgabe 196:

i 3 '-I_
Gegeben ist die Kugel K durch | x—| -2 |l =289

14 )1
Bestimme die Lage dieser Punkie:

A(=5]-10[1), B(3]2/10), C(11]-11]2)

Aufgabe 197:

Gegeben ist die Kugel K durch (X, +5) +(X, = 7F +(x, +1f =225
Bestimme die Lage dieser Punkte:

A(-3|-3/10), B(10/0/8), C(0|-7|-1)

Aufgabe 198:

Gegeben ist eine Kugel durch ihren Mittelpunkt M(2|-2|-3} und einen
Kugelpunkt Q(5]2/9).

Bestimme die Lage dieser Punkie:

A(=10[1/0), B(6]1]-15), C(13]6/3)

Seite 67 von 152



Aufgabensammlung

Aufgabe 199:
Gegeben ist die Kugel K durch x? +x,* +x,° = 10x, + 2x, — 20x, =198 .

Bestimme die Lage dieser Punkte:

A(9]-3118), B(7|7|-7), C(-3/13]2)

Aufgabe 200:

{ G ™
4
-8

Gegeben ist die Kugel K durch * + ¥—35=0.

A
Bestimme die Lage dieser Punkte:

A(3|5[1), B(-3[1|4), C(3]|-2/4)

Aufgabe 201:

Untersuche die Lage der Ebene zur Kugel.

(a) E: 2%, —6x%, -3x,+2=0, M(7|-4|-3), r=7

by E: 4%, +8X%, — %, =25, M(1414]1), r=18

(c) E G, —0x, +7x, =27 M(—4|7]-4) r="11

(dy E: 3%, +4x%, +12%, =0 M(18]15), r=13

(e} E 26, =K+ 2%, =2 M(5|112), r=4
[N

(f) E: 4%, -3x%, =8 K: | X=| 0] =25
Iy
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Aufgabe 202:

Zeige, dalt die gegebene Ebene Tangentialebene an die jeweilige Kugel ist.
Berechne den Beruhrpunkt.

a) E: 2%, +10%, =11, , M(3]-12]9), r=15
b) E: A, +3x%, -, =13, M(9]9]-2), =104
-— ; 9 & 2
c) E: 4y, +20x, —5x, =23 K: _)T:— 19 || =441
L 'x_mx
d) E: X, =Xy =Xy =5 Ko (%, —9F +x,° +(x, +8) =48

Aufgabe 203:

Die gegebene Ebene ist Tangentialebene an eine Kugel mit dem Mittelpunkt M.
Berechne den Kugelradius r und den Berthrpunkt B.

a) E: X, + %, +2%, =0, M(12]8]5)
b) E: 18%,+6x, —x,+28=0  M(7|6]9,5)

c) E: 3%, +9x%, =10x, =20 M(-1]-9|20)

Aufgabe 204:

Gegeben ist eine Kugelschar. Welche der Kugeln der Schar berthrt
die gegebene Ebene E ? Berechne den Berihrpunkt.

[ (5]
a) E: X, —9X, +6x, =-14 Ki: |X—|-9]] =t ; t=0
L \10)
_ (4 _t) 2
b) E: A%, — 8%, +x, =16 X—| 20 || =728, teR
I t+1)
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Aufgabe 205:

Gegeben ist eine Kugel und eine Ebenenschar.
Welche Ebene ist Tangentialebene an K und wo liegt der Beruhrpunkt ?

a)

Ei: 2%, +6x,-3x,=t K: M({-1-16/5) und r=21, teR
Warum gibt es 2 Lésungen ? Berechne beide Berihrpunkte.
Ei: tx,—x,-2tx;=5 K= M(-6|7|17) und r=18; teR

(Ergebnis: t1 =4 und t; = 1485 ). Berechne fur ty =4 den Berihrpunkt.

Aufgabe 206:

Gegeben ist die Kugel und der Berthrpunkt. Welche Gleichung hat die
Tangentialebene ?

a)

b)

M(2|-2(8) und B(5|-3|1)eK

M(5/-110) und B(0|11) =K

Aufgabe 207:

Fur welche Werte von a liegt B auf der Kugel K ?
Erstelle die Tangentialgleichungen der beiden Ebenen.
Ermittle deren Schnittgerade und Schnittwinkel.

r =

(1}
K: %= -1/ =9, B(al-3/5)

Ko 1x-| 0| =81, B(-6l4|a)
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Aufgabe 208:

Welche Ebenen parallel zu E sind Tangentialebenen an die Kugel K ?

(5]
a) E: 2%, +14x%, —5x, =50 K: 'E—; 13 || =225
L =1
(5T
b) E: 4%, + 3%, —12%, = 3879 K: i—;—'ll] | =676
19

Aufgabe 209:

Gegeben ist die Kugel K durch (x, —1)* +(x, —13)° +(x, - 5)° =250
und die Ebene E durch 2x, —14x, -5x, =20

Zeige, dalt ein Schnittkreis existiert. Berechne Radius und Mittelpunkt.

Aufgabe 210:

In der Ebene E: 2x, +6x, -3x, =30 liegt der Punkt Z(6[5]4).
Diese Ebene schneidet eine Kugel K mit Radius 12 so, dal} Z der Mittelpunkt

des Schnittkreises wird, der den Radius /05 hat.
Berechne den Kugelmittelpunkt.

Aufgabe 211.:

Schneide die Kugel um M(3/0|-4) mit r=9 mit diesen Ebenen:
a) die i3 — Ebene

b) die %3 — Ebene
C) ¥ =8
d) X2 = -6

e) ¥i=-6

) Xa=14 |
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Aufgabe 212:

r 12
(=311

Gegeben ist die Kugel K durch |x—-| 4 || =64
12 )1

Gib die Gleichungen aller 6 Tangentialebenen an, die zu einer der drei
Koordinatenebenen parallel sind und deren Berthrpunkte.

Aufgabe 213:
Durch die Punkte A(1|-2|3) und B(2|-6|5) wird eine Gerade g festgelegt.

Die Gleichung 2tx; — tx, + x3 = —2 beschreibt fur jedes t € R die Ebene E:. Es gibt ei-
nen Wert t, fir den die Gerade g die Ebene E:in der x2x3-Ebene durchstoRt.

a) Bestimmen Sie den DurchstoRpunkt und den zugehdérigen Wert von t.

b) Die Punkte P; und P;liegen auf der Geraden g und haben vom Punkt Q(0|2|1) den
Abstand 3v21. Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P1 und P,.

Aufgabe 214:

Gegeben sind die beiden Punkte A(3|5|4) und A*(1|-1|0). Bestimmen Sie die Gleichung
der Ebene E, die zu A und A* symmetrisch liegt.

Aufgabe 215:

Im Anschauungsraum sind die Punkte A(0|0|-1), B(3v3|3|-1), C(0|6]|-1) und D(v/3]3]5)
gegeben.

Die Punkte A, B, C und D sind die Eckpunkte einer Pyramide mit dem gleichseitigen
Dreieck ABC als Grundflache.

a) Zeigen Sie, dass die Pyramide gleichschenklige Dreiecke als Seitenflachen hat.
b) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. (V = % G- h)

c) Bestimmen Sie den Punkt, der von allen vier Ecken der Pyramide gleich weit entfernt
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Aufgabe 216:

Gegeben sind die Gerade g und die Ebene E durch

2 1
g: f—(3)+t-(2) teR und E.: 2r)—4dws+213 =7
0 1

Priifen Sie nach, ob der Punkt A(1]5] —1) auf der Gerade g liegt.
Zeigen Sie: Die Gerade g ist orthogonal zur Ebene E .

Bestimmen Sie die Koordinaten desjenigen Punktes der Ebene E | welcher vom Punkt A
den kleinsten Abstand hat. (4 VP)

Aufgabe 217:

Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der dargestellten Ebene. (3VP)
S
X 3
-1
!1 T T T
XE
1
#

Aufgabe 218:

Gegeben ist fiir a € IR die Geradenschar

=l
I
—_
_l_
—
—_
|
]
—
T

Ja -

sowie die Ebene E: —xy + 275 4 2253 = 3.

Zeigen Sie, dass jede Gerade der Schar g, in der Ebene E liegt.
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Aufgabe 219:

Gegeben sind die Punkte
A(3|—1]2) , B(—4/2]4) , C(-2/1]0)

Zeigen Sie, dass diese drei Punkte nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen und
ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, die diese drei Punkte enthilt. (4 VP)

Aufgabe 220:

Gegeben sind die beiden Ebenen E und F durch

E: 3r) —x9 + 213 = -9
1 2 1
und F: T = 0 | +s- —1 +1- -2 s telR
3 1 2

Bestimmen sie eine Gleichung der Schnittgerade s dieser beiden Ebenen.

Aufgabe 221:

Gegeben sind die beiden Ebenen

1 -1 1
E: T = 2 |1 +s- 0 +t- —1 s, telR
3 1 —2
und F Ty —To+a3+1=0

Wie liegen diese Ebenen zueinander? Bestimmen Sie ihren Abstand.

Aufgabe 222:

Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene £ durch

2 -1
qg: ¥ = —1 + - 3 creR
3 4
3 2 4
1 + s 1 +t- 1 s telR
1 1] —1

a) Geben sie eine Koordinatengleichung (oder Normalform) der Ebene E an.

und E: 7

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt von ¢ und E.

¢) Geben Sie eine Gleichung derjenigen Ebene F an, welche die Gerade g enthilt und
orthogonal zur Ebene E ist (Parameterform oder Koordinatengleichung). (6 VP)
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Aufgabe 223:

In der folgenden Abbildung ist ein Quader abgehildet.
Die Punkte F und € sind die Mittelpunkte der Seiten AD hzw. BE.

1 XE
GE0lol3) F
D E
]
0(0jojo) “2
T T T s
4 1 C{ol510)
P Q

IZ[ A (BI0[0) B
X'I

a) Begriinden Sie durch geometrische Uberlegungen, welche Lage die Geraden g = (G'Q)
und i = (FF) zueinander haben.

b) Geben Sie eine Koordinatengleichung derjenigen Ebene E an, die durch die Punkte
B, O und @ verliuft. (3 VP)

Aufgabe 224:

Gegeben sind die vier Ebenen E, F, ¢ und H durch die folgenden Gleichungen:

E: 3ry —dxs = 0
F: Ary —drea+xy = 2
LN ry+2re+ry = 4
1 1 4
sowie H: F= -2 | +s- -1 +t- 1 s telR
3 1 —G

a) Welche hesondere Lage hat die Ehene E im Koordinatensystem?
b) Bestimmen Sie die Schnittgerade s der Ebenen F und &'
¢) Welche besondere Lage haben die Ebenen & und H zueinander?

Wie kann man die rechte Seite der Ebene H zu einer Ebene H' abéindern, damit &
und H' identische Ebenen werden?

Seite 75 von 152



Aufgabensammlung

Aufgabe 225:

Gegeben ist fiir jedes a € IR die Gerade

1 2
o © T = 1 + t- 1 —a e R
1 i

Zeigen Sie, dass die gesamte Geradenschar in der Ebene
E: —ry + 219 +2r3 —3 =10

liegt.

Aufgabe 226:

Die Gerade g geht durch die Punkte A(5|3|2) und B(3| —1|2).
Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der xy2xs-Ebene.

Begriinden Sie, dass 5 zwischen A und B liegt.

Aufgabe 227:

Gegehen sind die Ebenen £ und F' mit

1 -1
E: T = +r-| 0 + s - 1 s e R
2 0
2 2
F: ¥ — 1 . 2 = 0.
—2 —1

Zeigen Sie, dass die Ebenen E und F parallel sind.

[

Bestimmen Sie den Abstand der Ebenen.
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Aufgabe 228:

Die Ebene E : a1 + 72 + 223 = 8 stellt fiir 2 = 0 einen Hang dar, der aus der
r1rz-Ebene aufsteigt.

Im Punkt H{6]|4|0] steht ein 80 m hoher Sendemast senkrecht zur r)ry-Ebene.
(1 LE entspricht 10 m}

a) Stellen Sie den Hang und den Sendemast in einem Koordinatensystem dar.
Bestimmen Sie den Neigungswinkel des Hangs.

Deer Sendemast wird auf halber Hohe mit einem moglichst kurzen Stahlseil
am Hang verankert.

Berechnen Sie die Koordinaten des Verankerungspunktes am Hang,.
Bestimmen Sie die Lange des Stahlseils.

i6VFE)

b} Der Sendemast wird von der Sonne beschienen und wirft einen Schatten auf die x;x,-Ebene
und den Hang. Der Schatten des Sendemastes endet in einem Punkt T des Hangs.

Beschreiben Sie einen Weg, wie man die Gesamtlinge des Schattens bestimmen kann.

(3 VP)
c) Bei einem Sturm knickt der Sendemast im Punkt K{6/4|k) um.
Die Spitze des Sendemastes trifft dabei den Hang im Punkt R{4|0)2).
Bestimmen Sie die Hohe, in welcher der Sendemast abgeknickt ist. 3 VP)

Aufgabe 229:

Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, die den Punkt A(2] —1| —2) und die Gerade

3 3
g: T = 3 +i-| 0 pte R
1 1
enthilt. (3VP)

Aufgabe 230:

Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, die den Punkt A(2| — 1| — 2)
und die Gerade

+
=

= L
e
iTi

enthalt.
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Aufgabe 231:

Gesucht ist eine Parameterform der Ebene E. in der die Punkte A(2/1/2), B(0/1/4) und
C(4/0/2) liegen.

N (a2

1 0 |+s5-1

V20 00

Magliche Losung: g- v —| 1| +r

It
.

Liegt der Punkt D(12/-2/-2) ebenfalls in der Ebene?
Berechnen Sie die Spurgerade von E in der x-y-Ebene!

In welchem Winkel geht die Ursprungsgerade, die die Ebene im Punkt A(2/1/2)
schneidet, durch die Ebene E£7?

Geben Sie die zur Ebene E parallele Ebene E; an, in der der Ursprung liegt!

Bestimmen Sie den Abstand der Ebene E vom Ursprung!

Aufgabe 232:

Gesucht ist die Gerade g durch die Punkte P(2/3/4) und Q(3/3/5).

Py

4

(2 1}
Mégliche Lésung: g, x=|3|+Ko0|
\4) 1)

.,
Bestimmen Sie den Spurpunkt SP der Geraden g; mit der x-y-Ebene!
Gibt es einen Spurpunkt SP; der Geraden gy mit der x-z-Ebene?

Gegeben sind die Punkte A(4/-2/5), B(1/0/7) und C(4/0/1). Wie lautet die Ebene E;,
in der die Punkte A, B und C liegen?

faN (=D (23
Mégliche Lésung: Esi=|-2|+r| 0|+s| -2

Zeigen Sie, dafi Punkt R(1/2/3) in der Ebene liegt!

Die Punkte A, B und C geben drei Ecken eines Parallelogramms an. Bestimmen Sie den
Punkt D, der die vierte Ecke bildet!

Wie lautet die Spurgerade SG in der x-z-Ebene der Ebene E;?
Welchen Abstand hat die Ebene E; vom Punkt S(3/4/4)?

Bestimmen Sie die Lage von Ebene E; zur Geraden g;. Falls ein Durchdringungspunkt
existiert, geben Sie diesen und zusétzlich den Schnittwinkel an!

Wie lautet eine Parameterform einer Geraden g», die E; rechtwinklig im Punkt T(4/1/-1)
schneidet?
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Aufgabe 233:

)
Gegeben sind die Vektoren d =| 2 | und b =| 4| . Fiir welches 7 sind die Vektoren linear
\t?) .8/

abhéngig?

Bilden Sie fiirt=1: ¢=4-d—b

Geben Sie die Ebene E in Paramter-. Normalen- und Koordinatenform an. fiir die g der
Verschiebungsvektor und b und ¢ die Richtungsvektoren sind (r=1)!

1) 10 £ 3
Mogliche Losung: g = |2 |+7 4 |+5 4
1) 8] -4

Fiir =3 ergeben sich die Vektoren 4 und b , die auf eine Gerade g zeigen. Bestiminen Sie
die Gerade!

M (-2
Mégliche Lésung: o s —| 2| +¢| —2
= ]

w9/ L)

Untersuchen Sie die Lage zwischen Gerade g und Ebene E'!
Wie lautet die Gerade g» durch den Punkt P(-2/1/3), die parallel zur Geraden g verldufi?

Bestimmen Sie den Abstand der Ebene E vom Ursprung!

Aufgabe 234:

(9) (0 12)
Gegeben sind die Vektoren a= 4 |, b= - 2 |und ¢ =| 6 |. Fiir welches k sind die
| 3k ) -3 'y

Veltoren linear abhingig?

Die Vektoren d und b sollen eine Ebene E; aufspannen. Wihlen Sie k=3 Der
Punkt D(1/-2/-2) liegt in der Ebene. Wie lautet die Gleichung der Ebene E,?

Bilden Sie eine Gerade g,. die die Ebene E; rechtwinklig in D schneidet!

Mit k=2 ergeben sich 2 neue Vektoren 4 und b . Bilden Sie daraus mit ¢ als
Verschiebungsvektor eine zweite Ebene E,!

Wie lautet die Schnittgerade g; von Ey und E;?

Wie lautet der Schnittwinkel ¢ von E; und E;?
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Aufgabe 235:

(1

0

2
Gegeben ist eine Kugel K mit der Gleichung {i—. 2 } =50 und die Gerade g mit

8y (1
g X=2|+s 2].
o)

(1)  Zeige, dalk g eine Tangente an K ist. Berechne den Beruhrpunkt
(Zwischenergebnis: A(6]-2|3). )

(2) g liegtin einer Tangentialebene T4 an K. Welche Gleichung hat T4 ?

(3) In T¢ gibt es eine Tangente g’ , die zu g orthogonal ist. Stelle thre
Gleichung auf.

(4)  Welche Gleichung hat die zu T4 parallele Tangentialebene T-an K?

(1)  Zeige: Die Ebene E mit 2x, + 2%, — X, =21 schneidet K.
Berechne den Radius und den Mittelpunkt des Schnittkreises.

(2)  Es gibt zwel Kugeln Kz 3 mit dem Radius 13, welche mit Ebene E
denselben Schnittkreis gemeinsam haben wie die Kugel K.
Berechne ithre Mittelpunkte.

Die Gleichung
[1+t\]
X—12+2t|| =50 fiur teR.
(R |
\

A

stellt eine Kugelschar K; dar.

Gehort die Kugel K auch zu dieser Schar 2

Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln dieser Schar ?
Zeige, dald sich K und K4 schneiden, aber K und Ksg nicht.

Fir welche Werte von t berthren sich Kund K7
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 236:

In einem kartesischen Koordinatensystem der R3 sind die Punkte A(0|0|2), C(1]|4]1),
D(-1]2|0) und die Gerade

2 0
g:xX = <0> +1- (1),/1 € R, gegeben
1 1

a) (3) Zeigen Sie, dass die Punkte A, C und D eine Ebene festlegen, und bestimmen Sie
eine Gleichung von E in Koordinatenform.

b) (4) Die Gerade g schneidet die Ebene E in einem Punkt B. Berechnen Sie die Koordi-
naten von B mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens und zeigen Sie, dass der Punkt das
Dreieck ACD zu einem Quadrat ABCD erganzt

c) (4) Zusatzlich ist die Geradenschar

2t t—1
heX=| t|+u-|t+1] mityte R gegeben.

2 2t

Eine der Schargeraden h¢ ist parallel zur Ebene E. Bestimmen Sie den zugehd6hrigen
Scharparameter t und den Abstand dieser Geraden von E.

d) (5) Bestimmen Sie die Koordinaten des von B verschiedenen Punktes P € g so, dass
die Geraden PA und PC senkrecht zueinander stehen.

Aufgabe 237:

Gegeben ist folgende Ebene:

it

Rechnen Sie Darstellung in die Koordinatenform mit Hilfe des Skalarproduktverfahrens
um.
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Aufgabe 238:

In einem Freizeitpark steht eine Kletteranlage in Form eines Pyramidenstumpfes mit
vier unterschiedlichen Kletterwanden. Der Pyramidenstumpf entsteht aus einer Pyra-
mide, indem diese parallel zur Grundflache durchgeschnitten und der obere Teil weg-
gelassen wird.

Der Pyramidenstumpf hat als Grundflache das Viereck ABCD mit
A(0|0|0),B(6]6]0),C(0|18]|0) und D(-8|4]0)

Und als Deckflache das Viereck A*, B*, C* und D* mit

A*(4|1]20), B*(7|4]20), C*(4]10]20)

(Koordinatenangaben in Meter)

a) (5) Zeigen Sie, dass S(8]2]40) die Spitze der urspriinglichen Pyramide ist.

b) (4) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes D*.

Aufgabe 239:

Im wilden Westen werden im Tagebau wertvolle Mineralien abgebaut. Von der Abbau-
stelle A (800]-400|-100) aus lauft ein gerades Gleis zum Stollenausgang, dass auch am
Abbaupunkt B(750]-380]| -95) vorbeilauft (Angaben in m).

a) (4) Der Stollenausgang und das Ende des Gleises liegen in einer Hohe von 10m und
werden von Cowboy Jim bewacht. Gib die Koordinaten von Jims Standplatz an.

b) (3) Wie lang ist das Gleisstiick von A zum Stollenausgang?
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Aufgabe 240:

Der Gemeinderat beschlieRt, einen eher langweiligen Spielplatz zu einem Abenteuer-
spielplatz umzugestalten. Das Motto lautet ,Auf hoher See”. Daher soll ein Piraten-
schiff inmitten des Gelandes die neue Attraktion werden.

In einem kartesischen Koordinatensystem ldsst sich die Grundflache des Schiffes be-
schreiben durch die Eckpunkte

A1(01010).B:(310[0), C1(3[5[0).Dy(0[5]0)
und das Deck durch die Eckpunkte
A0 [-112). Bx(3|-1[2). C(3|6[2).Dx0]6]2).

Die Koordinaten sind zugleich als Langenangaben in Metern zu lesen.

Auf dem Deck wird ein quaderformiger, oben offener Aufbau — genannt Kommando-
bricke — errichtet, der an allen Seiten 1 m Abstand zum Rand des Decks hat und 0,75
m hoch ist.

Die aus Sicherheitsgriinden notwendige Reling rund um das Deck wird in dieser Aufgabe
vernachlassigt.

Von den alten Spielgerdten gibt es auf dem Spielplatz Betonfundamente in den Punkten
G(6|11]|0)undH(-3 | 8| -1).

Von G zu Cz und von H zu D; sollen Kletterstangen angebracht werden, die das Entern
des Piratenschiffes ermoglichen und damit den Spielwert erhéhen.

a) (4) Berechnen Sie die Lange der beiden Kletterstangen

b) (4) Da kleine Kinder es nicht schaffen, an den Stangen an Deck zu klettern, treten die
Eltern an den Gemeinderat heran und fordern, dass zwischen den beiden Stangen eine
ebene Holzwand mit Grifflochern so angebracht wird, dass die beiden Stangen die Be-
grenzung der Holzwand bilden. Begriinden Sie rechnerisch, warum der Wunsch der El-
tern schon allein aus mathematisch-geometrischen Griinden nicht erfillt werden kann.
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Aufgabe 241.:

Die Abbildung zeigt ein FuRballtor in einem Koordinatensystem mit Ldngeneinheit 1m.
Der Stutzpunkt der Geraden entlang der Lattenmitte ist L(0,06|0]2,5) und die Stiitz-
punkte der Geraden entlang den Pfostenmitten sind

P1(0,06|3,72|0) bzw. P2(0,06]-3,72]0).

Pfosten, Latte und Torlinie haben einen Durchmesser bzw. Breite von 12cm, so dass die
x2-Achse die Hinterkante der Torlinie darstellt, die der Ball laut FIFA-Regeln vollstandig
Uberqueren muss. Der Ball hat einen Radius von 11cm.

AXs
3
Pfosten /

Pfostenmitte

Durchmesser der Querlatte: 12 cm
x. & 10 Durchmesser der Pfosten: 12 cm
1147 Durchmesser des Balls: 22 cm

a) (5) Beim Viertelfinalspiel gegen England und Deutschland wir in der 40. Spielminute
der Englander Lampard den Ball so gegen die Unterkante der Latte schieRBen, dass er
von dort ins Tor abprallt. Der Ballmittelpunkt bewegte sich dabei nach dem Aufprall an
der Unterkante der Latte auf der Geraden

0,2 6
g:iz(o >+t< 5 )mittER
2,4 22,9

Bestimmen Sie den Punkt A, in dem der Ball auf dem Boden aufgekommen ist. Wird es
sich dabei um ein reguldres Tor handeln.

b) (5) Sonntag, 13. Juli 2014, 23:20 Uhr: Endspiel Deutschland gegen Spanien:

Es steht 1:1 nach der Verlangerung und es kommt zum ElfmeterschieBen. Xavi Alonso
schieBt den Ball (genauer gesagt: den Mittelpunkt des Balles) vom Punkt E(11]0]0,11)
geradlinig Richtung Punkt R(-1|1,9|2). Der deutsche Torwart Neuer héalt den Schuss
sicher, wenn die Flugbahn weniger als 2,5m vom Punkt N(0,2|0]|0) entfernt ist. Erzielt
Xavi Alonso das 2:1?

c) (5) Danach drischt Ozil den Ballmittelpunkt entlang der Geraden

11 —-55
6:§=< 0 >+t< 17 ) mitt € R
0,11 11

ins rechte obere Eck. Trifft Ozil das Tor, ohne dass der Ball den Pfosten oder die Latte
beriihrt?
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Aufgabe 242:

0
Der Tower am Frankfurter Flughafen besitzt die Koordinaten (0)
0

7 6
Die Flugsicherung ortet ein Flugzeug um 12:01 Uhr in (—20) und um 12:02 in (—16)
5 4,2

(Alle Angaben sind in km).

Um 12:02 Uhr kommt der SOS-Ruf: Hydraulik ausgefallen — Leitwerk blockiert, Kurs
nicht anderbar, wird beibehalten. Alles vorbereiten zur Crash-Landung.

a) (2) Bestimmen Sie die Gerade g, welche die Flugroute des Flugzeugs beschreibt.
b) (3) Wie viel Meter Gber dem Erdboden befindet sich das Flugzeug um 12:04 Uhr?
c) (4) Nach wie vielen Minuten wird das Flugzeug den Boden erreichen?

d) (3) Bestimmen Sie die Koordinaten des Aufprall Punktes A.

e) (3) Wie viele Kilometer miissen die Rettungskrafte vom Tower zum Aufprallpunkt A
fahren?
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Aufgabe 243:

Maike und Jan zielen mit Laserpointern auf eine Zielscheibe. 5
Die Zielscheibe hat einen Durchmesser von 1 m. Sie befindet
sich in der x2x3-Ebene und der Aufhangepunkt am oberen Rand

der Scheibe liegt im Punkt A(0|3]2,5). @

Alle Koordinaten sind in Meter angegeben. Der Boden liegt in
der x1x2 -Ebene.

Die Spitze von Maikes Pointer befindet sich im Punkt M(4|2]|1,4), die Richtung des
Strahls ist durch den Vektor

-1
U= <0,3> gegeben.
0,2

Die Spitze von Jans Pointer befindet sich im Punkt J(3|4|2) und der Strahl trifft die
Zielscheibe im Punkt T(0|2,8]2).

a) Zeigen Sie, dass der Strahl von Maikes Pointer die Zielscheibe trifft.
b) Wessen Strahl trifft die Zielscheibe ndher an ihrem Zentrum?

c) Maike dreht ihren Pointer so, dass die Richtung des Strahls nun durch

-1
atz(t)mit teR
0,2

gegeben ist, wahrend die Spitze des Pointers im Punkt M verbleibt.

Berechnen Sie den Wert von t, fir den sich der Laserstrahl von Maikes Pointer und der
Laserstrahl von Jans Pointer schneiden. Bestimmen Sie den Schnittpunkt.

d) Wenn der Laserstrahl von Maikes Pointer die Zielscheibe trifft, erzeugt er dort einen
Lichtpunkt. Bestimmen Sie den Wert von t, flir den dieser Lichtpunkt dem Zentrum der
Zielscheibe am néachsten liegt.
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Ableitungen

Ableitungen von gebrochen rationalen Funktionen
Aufgabe 244:

Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.

3x-5 x* -8
a) f(x)= b) f(x)=
(a) f(x) > (b) f(x) x
X —2x* +4 X+2)
@ =20 (o) =2
X X
Aufgabe 245:
Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.
3 24 8
(a) f(x)= - (b) f(x)= N (c) f(x)= xi3F
Aufgabe 246:
Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.
X 16x
a) f(x)= b) f(x)=
(a) f(x) T (b) f(x) =8
X’ —a° 2X +3
d) f(x)= e) f(x)=
(@ x? +a’ (&) 1(x) (x+1)?
t — x? x>
f(x)= h) f(x)= -
(9) f(x) o (h) f(x) X217
x? 3x* —3x
f(x)= k) f(x)=
(i) f(x) 72 (k) f(x) T2

(€) flx)=22
x
4x +2
(f) f(x)= 00
-18
(@ 10 =g
X2 —1
(c) f(x)= >
() f =4>2(+8
X+t
KS
(i) f(x)= >
X -8
() f(x)= T
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Ableitungen von Wurzelfunktionen
Aufgabe 247:

Berechnen Sie jeweils die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen.

(1) f{_x]=3J; ) f{_x)="":‘;
3) f{x]ﬁ‘zf 4) ﬂ_x1=*/i‘2
(5) ﬂ_xl=4;f 6) f(x)=va-3x
(7)  f(x)=+x*+4x (8)  f(x)=xy/x?+25
©  1(x)- (10) f(x)=75
(11) f{x]=\/:ﬁ (12)  f(x)= ;}:a
(13) f(x)= (14) f{x)=£
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Ableitungen von Exponentialfunktionen
Aufgabe 248:

Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.

a) f(x) = 4e™ b) f(x)=e*"
c) f(x)=e" d) f(x)=2e"
e) f{x}:x—ke_%x f) f(x)=x*—e™

Aufgabe 249:

Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.

a) f(x)=x-e b)  f(x)=x-e*
c)  f(x)=(x+2)-¢ d  f(x)=(1-x).e?

e )—iix o f(x) =t

g fi(x)=¢x-e" h  f(x)=(-t)e>

Aufgabe 250:

Leiten Sie folgende Funktionen zweimal ab.

a)  f(x)= E? b)  f(x)= f;

ST ) =S
e) f(x)zzz—eﬁ_1 i fi(x)= :;i
9 f(x)= 21}( h  f(x)= 92;_4
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Ableitungen von Logarithmusfunktionen
Aufgabe 251:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

a) f(x)=In(x-2) b) f(x)=In(2—x)

c) f(x)=x+Inx d) f(x)=In(4x)

e) f(x)=Inz f) f(x)=4-In({x)

g) f(x)=In(2x)—1x h) f(x)=x*—In(1—4x)

Aufgabe 252:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

a) f(x)=In(6x—x?) b)  f(x)=In(x*—186)

c) f(x)=Ihx(x—a) d) f(x)=Inx(4—x)

Aufgabe 253:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

X+1 . 2_x

=1IN—- b —
a) f(x}lnx_1 ) f(x) mx+4
¢) f(x}:|n4xx_1 d  f(x)=InZ —4

Aufgabe 254:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.
a) f(x)=x-In(x—4) b) f(x)=(x—2)-Inx
c) f(x)=x*-Inx d)  f(x)=%In(tx)

Aufgabe 255:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

2—Inx .. a-+Inx
a)  fx)="— b)  f(x)=""7
c) 1’()(}:[:|m-t::]2 d) f[:J-a::]=[Ir1[::-t:—2}]2
e) f(x)=(Inx=1) f) f(x)=4vJa—Inx
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Kurvendiskussion

Aufgabe 256:

<% 4+ 8x% + 16

1) 2x' - 32

X4 — 16x2

2) x> 4 2x? — 24x

3x% — 24x + 45
3) 6x° — 18x — 60

3%% - 5% + 2
4) 3x = 2

a® - 2a% + a

5) a? - a*

2x% — 3x — 2
2 _1

6) 4x

4x° — 24x + 36
7)  2x' - 162

2

0,6x° + 0,5%x — 0,4
8) 0,2x — 0,1
1
-2 x% -6+ 2x
8

9)

Bringen Sie den folgenden Term auf den in Klammern angegebenen Nenner und ver-
einfachen dann nur den Zahler.

2

10) —== k2 box - 2]
-

1) XY [6xy—8x]
4x — 3y
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Aufgabe 257:

Ermitteln Sie zu folgende Aufgaben jeweils die Definitionsmenge, Symmetrieverhalten,
Schnittpunkte mit den Achsen, Extremwerte, Wendepunkte und Asymptoten.

4
f(X)=——
(x) >

2%

iy

f(x)=

(x—2)°

Aufgabe 258:

Ermitteln Sie zu folgende Aufgaben jeweils die Definitionsmenge, Symmetrieverhalten,
Schnittpunkte mit den Achsen, Extremwerte, Wendepunkte und Asymptoten.

3 6 4% +2
(7) fx)=3-=+— (8) flx)=——
2_4 x> +Xx-6
9 F(X) = ~— 10 f(x)=———
(9) 0=2 (10) (X)=—5—
‘14 16— 4x°
11 f(X) = ——— 12 f(X) = ———
(11) % x* —4x (12) & x> +16
Aufgabe 259:
x’ -8
Gegeben ist die Funktion f durch f(x)= T . K sei das Schaubild von f.
) y a) Gib die Gleichung der schiefen Asymptote an

und berechne den Hochpunkt.
_—="1 b) P(ulf(u))seiein belishiger Kurvenpunkt
X von K. Fir welchen Wert von u geht die
2 _—0 2 Tangente in P durch den Ursprung ?
;"’f In welchem Punkt S schneidet die Tangente
/ in P die Kurve K nochmals ?

¢) Die Parallele zur y-Achse durch P( u | f(u))

\ / jetzt mit u > 1 schneidet die schiefe
Asymptote in Q. FernerseiR (11 0)

\\ ! gegeben.
‘ -4

Berechne den Inhalt des Dreiecks PQR.
Fur welchen Wert von u nimmt das Dreieck
einen extremen Inhalt an ?

Bestimme dessen Art und Grolie.
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Aufgabe 260:

Gegeben ist die Funktion f durch f(x)=

a)

b)

c)

d)

x* —2x? —4x+8
4x?
Bestimme Nullstellen, Asymptoten, Extrem und Wendepunkte.

Zeichne K fur -7 <x <7

, K sei ihr Schaubild.

Die Gerade x =u mitu <0 schneidet das Schaubild K von fin P und die
schiefe Asymptote in Q. Untersuche den Flacheninhalt des Dreiecks OPQ.

An welcher Stelle x > 0 istf(x) =37
Bestimme x mit einem Naherungsverfahren

P(ulv)seiein Kurvenpunkt mitu < 0.
Die Tangente in P schneidet die beiden Asymptoten in Rund T.
Berechne den Inhalt des Dreiecks RTV.

Welche Parallelen zur schiefen Asymptote haben mit der Kurve K wie viele
Punkte gemeinsam ?

Aufgabe 261:

Gegeben ist die Funktion f durch

a)

y=f(x)=2-+24—-4x

Bestimme den Definitionsbereich D, die Wertmenge W;:, Nullstellen
und Extrempunkte.

Aufgabe 262:

Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und eventuell vorhandene
Asymptoten. Berechnen Sie zwei Ableitungen und stelle fest, ob eine senkrechte Tan-
gente vorliegt.

a)
c)

€)

f(x)=~8-x b)  f(X)=2-Fx+1

f(x)=+x +3/5-x d  f(x)=vx -v5-x
f(X)=+X-2 +v-x-3
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Aufgabe 263:

Zegeben ist die Funktionenschar f; flir a=R  durch

a)

[

c)
d)

f(X)=x—+x+a

Berechne den Definitionsherzich.

Fir welche Werte von a kann &s Mullstellen geben 7 Berechne sie flira=2.
Berechne alle Extrem- und Wendepunkte. Welche Gleichung hat die
Criskurve der Extrempunkte ?

Wo gibt es senkrechte Tangenten ?

Zeichne K. Gib dazu alle bekannten Daten zu K. an.

In welchem Funkt hat K; eine Tangente, die zur Geraden g; y=Z1x parallel

ist 7 Gib die Gleichung dieser Tangente an.

Aufgabe 264:

Gegeben ist die Funktion f durch f{x)= Zx—-rl-ﬁ :

a

71

d)

)

Bestimme den Definitionshergich von .
Berachne die Schnittpunkte mit der x-Achse, Extrem- und Wendepunkte
fir das Schaukild K wvon T.

Zeichne das Schaubild fir 0<x<8§8.

P[:u |v) seiein Punkivon Kmit 0<u<4 .  Die Parallele zur y-Achse durch
F schneidet die x-Achssin G

Das Dreieck OPQ hat den Flacheninhalt Afu). Firwelches u nimmit
die Flacheninhaltsfunktion einen Extremwert an und wie grofl ist er 7

Durch Rotation dieses Dreiecks um die x-Achse entsteht 2in Rotationskorper.
Berechne dessen Volumen Viu). Firwelches u nimmt dieses Yolumen
einen Extremwert an?

Berechne den Inhalt F der Flache, die K und die x-Achse begrenzen.

Dreht man diese Flache um die ¥-Achsze, entsteht ein Rotationskarper.
Berachne dessen Yolumen %=,
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Aufgabe 265:

Es ist folgende Funktion gegeben: f(x) = %x —1+e”

a)

b)

d)

pa

K sei das Schaubild von f. K hat zwei Schnittpunkte mit der x-Achse. Einer
davon |83t sich berechnen. Begrinde, warum es einen zweiten geben muss.

Welchen Extrempunkt hat K 7 Zeige dal} seine y-Koordinate y. = In\ﬁ ist
e

Welche Asymptote hat die Kurve K 7
Warum hat K keine Wendepunkte ?
Zeichne das Schaubild K fur -3=x<10.

Die Kurve K, die Asymptote und die y-Achse begrenzen eine ins Unendliche
reichende Flache. Berechne deren Inhalt.

Gib die Gleichung der Tangente an K an, die zur Asymptote orthogonal ist.

Die Gerade g: x=u mit u>0 schneidet K in P und die Asymptote in Q.
Die Parallelen zur x-Achse durch P und Q sowie g und die y-Achse
begrenzen ein Rechteck. Fur welches u nimmt der Inhalt dieses Rechtecks
einen extremen Wert an ? Mache Uber dieses Extremwert Aussagen.
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Aufgabe 266:
Gegeben sei folgende Funktion: f(x) = tx — e ! firt>0

a)

Ki sel das Schaubild der Funktion f; .

Berechne den Schnittpunkte von K; mit der y-Achse, Extrem- und
Wendepunkte sowie die Gleichung der Asymptoten.

Zeichne K, fir —6<x<6 mitLangeneinheit 1 cm.
esucht sind drei Tangenten an K; :

(1) Die Tangente im Punkt P|: —%r? '|

(2)  Die Tangente parallel zur Geraden g: y=-2tx—t*
(3)  Die Tangente, die durch den Ursprung geht.
(4)  Die Tangente, die durch den Punkt Q{0[e) geht.

Die Kurve K, , die Asymptote, die x-Achse und die Gerade h: x=u, (u<0)
T

begrenzen eine Flache. Berechne deren Inhalt A(u) sowie deren Grenzwert
fir u——x.

Die Gerade h: x=u (u=<=0) schneidet die Kurve K& in R und die

Asymptote in 5.
Berechne den Inhalt F(u) des Dreiecks ORS.

Fir welchen Wert von u wird der Inhalt ein Extremwert 7 Gib die Art des
Extrermums an und seine Grolie.

Aufgabe 267:

Untersuche die folgenden Funktionen bzw. ihre Schaubilder auf

Definitionshereich,
Randwerte,

senkrechte Asymptoten,
Nullstellen,

2 Ableitungen,

Extrem- und Wendepunkte.

a)

b)

f{x):ln"/%x-t\" fur t>0
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Aufgabe 268:

Untersuche die folgenden Funktionen bzw. ihre Schaubilder auf

Definitionsbereich,
Randwerte,

senkrechte Asymptoten,
Nullstellen,

Symmetrie

2 Ableitungen,

Extrem- und Wendepunkie.

f(x) :In(:_S-%xz}

Aufgabe 269:

Bestimme den Definitionsbereich, Nullstellen, die Randwerte, Asymptoten und
berechne zwei Ableitungen sowie Extrem- und Wendepunkie.

Zeichne das Schaubild K mit Langeneinheit 1 cm.
Beweise eine eventuell vorhandene Symmetrie.

X-4

f(x):lnx_4

Aufgabe 270:

Bestimme den Definitionsbereich, Nullstellen, die Randwerte, Asymptoten und
berechne zwei Ableitungen sowie Extrem- und Wendepunkte.

Zeichne das Schaubild K mit Langeneinheit 1 cm.
Beweise eine eventuell vorhandene Symmetrie.

F(x)=In X-4
R X+4
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Aufgabe 271.:

Gegeben ist zwei Funktionenscharen f, und g, durch

ga(x)zﬁ—g-sinx und fa(x)z%sinx

fur 0<x<2n und a>0.

a)
b)

c)

d)

€)

f)

Gib die Extremwerte von g, in Abhé&ngigkeit von a an.
Fur welche Werte von a besitzt g, keine, eine oder zwei Nullstellen ?

Zeichne das Schaubild Kz von @» in ein Achsenkreuz (Langeneinheit 2 cm)
Durch welche Abbildungen entsteht die Kurve K: aus der Kurve y =sinx 7

FlUr welche Werte von a schneiden sich die Schaubilder von fa und g@a
auf der Geraden x=4n ?

Fur welchen Wert von a berihren sich die beiden Schaubilder ?

Flra =2 schlieen die beiden Kurven ein Flachenstick ein.
Berechne seinen Inhalt.

Die Tangenten in den Schnittpunkten der beiden Kurven von Teilaufgabe ¢)
bilden ein Drachenviereck. Berechne seinen Inhalt.

Aufgabe 272:

Fur teR\ {0} ist die Funktion fi gegeben durch

2n 2n |
t Tt |

f(x)=tx+t.sintx mit XE]—

Das Schaubild von f sei K;.

Untersuche das Schaubild von K; auf Symmetrie, Extrem- und Wendepunkte.
Zeichne K; mit Langeneinheit 1 cm.

Fur welche Werte von t besitzt K: waagerechte Tangenten 7

Berechne die Wendepunkte und die Gleichungen der Wendetangenten von K;

Aufgabe 273:

Fur welches t existiert fur folgende Funktion eine Nullstelle?

2

f(x)=|n(tx)—);—t t>0
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Aufgabe 274:

Bilden Sie zu der folgenden Funktion zwei Ableitungen und ermitteln sie den oder die
Wendepunkte.

) = Ve =3

Aufgabe 275:

Bilden Sie von folgender Funktion zwei Ableitungen:

f(x) =4a—1In(x)

Aufgabe 276:

Bilden Sie von folgender Funktion die ersten beiden Ableitungen:

@ = (53)
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 277:

Gegeben ist die Funktion f; durch

x3 -3

ft(X) = tXZ fuI‘ t> O

a) (6) Untersuchen sie K auf Schnittpunkte mit den Achsen, Asymptoten, Extremwerte
und Wendepunkte.

b) (7) B(u|v) sei ein Punkt von K, mit u>0.

Die Parallelen zu den Asymptoten von K, durch B schneiden die Asymptoten in A und
C. Fir welchen Wert von u nimmt der Umfang des Parallelogramms OABC einen Ext-
remwert an? Von welcher Art und wie grol} ist er?

Aufgabe 278:
Bestimmen Sie fir die Funktion f mit

1—2x —2x?
fO=—07—7—

a) (2) den Definitionsbereich
b) die erste Ableitung

c) alle Asymptoten

Aufgabe 279:

Sie sehen ein Foto, sowie schematisch das ungefahre Profil der Olympiaschanze in Sot-
schi. Der Sprungturm mit der Anlaufbahn besteht aus einem geraden Teil und einem
gekrimmten Teil. Zuerst soll der gekriimmte Teil mithilfe eines Teils des Graphen einer
geeigneten Funktion modelliert werden. Die X-Achse verlaufe dabei waagerecht.

Betrachten Sie dazu zunédchst die Funktionsgleichung:
fi(x) = e X mitk > 0

Untersuchen Sie die Funktionen fcin Abhangigkeit von Kk in Bezug auf Symmetrie, Null-
stellen mit den Achsen, Extrempunkte, Wendepunkte und Verhalten fir x - +oo.

Sprumgtum mat

Anlaufbahn

gelainnnter Teil

Aufsprunghahn
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Erstellen von Funktionen Anhand von Bedingungen

Aufgabe 280:

Gesucht wird eine Funktion 3. Grades, deren Graph punktsymmetrisch zum Ursprung
verlauft und durch die Punkte A(1,-2) und B(2, 8) geht.

Aufgabe 281.:

Gesucht wird eine Funktion 4. Grades, deren Graph achsensymmetrisch zur y-Achse
verlauft, die y-Achse bei y = -0, 5 schneidet und die Punkte A(2;-4,5) und B(-3;-32)
enthalt.

Aufgabe 282:
Eine Parabel hat ihren Scheitel bei (2;-1) und schneidet die y-Achse beiy = -3.

Aufgabe 283:

Eine Funktion 3. Grades hat ihren Wendepunkt bei (1; 1), eine Nullstelle bei x = 2 und
geht durch den Punkt (3; 5).

Aufgabe 284:

Eine Funktion 3. Grades besitzt bei x = 2 eine doppelte Nullstelle, schneidet die y-Achse
beiy =4 und geht durch (1; 2).
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Aufgabe 285:

Aufgabe 1 FEin Polynom 3. Grades hat eine Nullstella bei 25 = 0 und einen Wonde-
punkt bai #, = 1. Die Glaichung der Wendetangente lautet. fof ) = —092 + 1. Bestimmen
Sie die Funktionsgleichuing des Polynoms fi{x!

Aufgabe 2 Ein Polynom 3. Grades hat einen Tiefpunkt bei T(5| — 12,5} und einen
Hochpunkt bei (1|2, 5). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung des Polynoms f{z)!

Aufgabe 3 Ein Polynom 3. Grades hat einen Hochpunkt bei H{—1|3). Bai 2 = 1 ldsst
sich die Gerade mit der Funktionsgleichung fa{#) = —4x 4 4 als Tangente an den Gra-
phen der gesnchten Funktion fii{#) legen. Bestimmen Sie diese Funktionsgleichung!

Bufgabe 4 FEin Polynom 3. Grades berthrt bei 1y = —2 die Tangente mit der Funk-
ticnagleichung fair) = —&8x — 16, Der Funktionsgraph schneidet die y-Achse bei o = 1.
Diort betragt die Steigung m = 16, Bestimmen Sie die Funktionsgleichung £ z)!

Aufgabe 5 FEin Polynom 4. Grades ist spiegalsymmetrisch zur y-Achse. Bai », = -1
hat sie eine Wendetangente mit der Funktionsgleichung foi{#) = 8r + 6. Bestimmen Sie
die Funkticnsgleichung £z

Aufgabe 6 Ein Polynom 5. Grades ist punktsymmetrisch sum Koordinatenursprung.
Der Graph der Funktion hat einen Hochpunkt bei H{2]48) und schneidet die Gerade
mit der Funktionsgleichung folx) = x4 19 an der Stelle x, = 1. Wie lautet die Funk-
ticnagleichung fii{x) der gesuchten Funktion?

Aufgabe 7 Ein Polynom 4. Grades hat einen Sattelpunkt bei S(0|4). Bei x = 2 beriihrt
gie die Gerade mit der Funktionsgleichung f5(2) = 4r — 8 Bestimmen Sie die Funkti-
onsgleichung fi{x) der gesuchten Funktion!

Aufgabe 8 FEin Polynom 2. Grades {(eine Parabel) berithrt die Gerade mit der Funkti-
onegleichung fol#) = =2 + 4 in ihrem Schnittpunkt mit der y-Achse. Eine anders Pa-
rabel mit der Funktionsgleichung fif2) = 22° 4+ 32 — 1 schneidet die gesuchte Parabel
bei v, = 2. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fix) der gesuchten Parabal!

Aufgabe 9 FEin Polynom 3. Grades mit der Funktionsgleichung fi{r) schneidet die
Parabel mit der Funkticnsgleichung fao{z) = 22 4+ 42 — 4 bei zy = =1, bei s = 2 und bei
wg = 5. Auferdeam hat der Graph der gesuchten Funktion einen Hochpunkt bei @z, = 1.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fi{#) der gesuchten Funktion!
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 286:

Zu bestimmen ist eine ganz-rationale Funktion f vom Grad 4, deren Graph den Punkt
H(2 | 4) als Hochpunkt und im Koordinatenursprung die Gerade mit der Gleichungy =
x als Wendetangente hat.

Aufgabe 287:

Im Bild sehen Sie den geplanten Tunnel der olympischen Bobbahn in Sotschi. Mit die-
sem Tunnel werden die Bobfahrer zum ersten Mal bei einem olympischen Turnier in
eine 150m lange gekrimmte Réhre fahren.

Man interessiert sich flir die Gestaltung des Eingangs (Portal) und sucht eine geeignete
Funktion, die den gekriimmten Verlauf moéglichst passend beschreibt.

Dazu hat man die 6 Punkte A bis F mit ihren Koordinaten ermittelt. Sie dienen als Re-
chenbasis. Diese sind auf der nachfolgenden Skizze abgebildet.

(>4
m
EENONNN £

SRAN

&

g

5

o
0
%

A(0]8); B(2[9); C(319,5); D(5]10); E(918,75)); F(10]8,5)
Alle Angaben sind in Metern gemacht.

Bestimmen Sie die Parabel 2. Ordnung, die durch die Punkte A, D und F geht.
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Vermischtes

Aufgabe 288:

16

Gegeben sei folgende Funktion: f(X) = —
X°+4

a) (18) Fertige eine komplette Kurvendiskussion an fiir folgende Funktion. Geben Sie
dabei speziell die Definitionsmenge, Symmetrieverhalten, Schnittpunkte mit der x- und
y-Achse, Asymptoten, Extrempunkte und Wendepunkte an.

b) (7) P(u|f(u)) sei fir u>0 ein beliebiger Kurvenpunkt. Q sei das Spiegelbild zu P bzgl.
der y-Achse. Berechnen Sie den Inhalt A(u) des Dreiecks OPQ.

Aufgabe 289:

Fur welches t existiert fur folgende Funktion eine Nullstelle?

2

ﬂm:wm—%t>o

Aufgabe 290:
Gegeben ist die Funktion f,(x) :%x3—2x2 +£, teR

a) (5) Bestimmen Sie t so, dass die x-Achse eine Tangente an das Schaubild G von f; ist.

b) (5)Berechnen Sie mit dem unter a) ermittelnden Wert fir t den Inhalt des Flachen-
stlicks zwischen G und der x-Achse

Aufgabe 291:

Der Punkt P(x |f(x)) auf dem Graphen der Funktion f(x) = x*+2x? +1 erzeugt mit den
Punkten X(x]0), Y(0|f(x)) und dem Koordinatenursprung O(0|0) ein Rechteck der Flache
A(x).

(a) (5) Berechnen Sie die Punkte des Graphen der Funktion f(x) mit waagrechter Tan-
gente.

(b) (5) Geben Sie die Koordinaten des Punktes P an, bei dem die Flache des Rechtecks
maximal ist.
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Aufgabe 292:
Gegeben ist folgende Funktion:
f::x'|=L?3
X K sei das Schaubild von f.

a) (8) Untersuchen Sie K auf Schnittpunkte mit der x-Achse, Asymptoten, Extrem- und
Wendepunkte.

b) (7) Die Gerade mit der Gleichung x = u mit u > - 2 schneidet K in P und die schrage
Asymptote in Q. R sei der Schnittpunkt der Asymptoten. Berechnen Sie den Flachenin-
halt des Dreiecks PQR in Abhangigkeit von u.

Interpretieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 293:
Es ist

f(x):%x(x—6)2+4
a) (4) Bestimmen Sie die Extrempunkte sowie den Wendepunkt des Schaubilds der
Funktion von f.

b) (2) Stellen Sie die Gleichung der Wendetangente auf.

c) (4) Berechnen Sie die GrolRe der Flache, die von der Wendetangente, der y-Achse
und dem Schaubild von f eingeschlossen wird.

Aufgabe 294:

Bestimmen Sie a und b so, dass der Graph der Funktion
f(x)= (x2 +b)~eaX

in der Nullstelle N(3|0) die Steigung m=6e hat.
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Aufgabe 295:

Fiihren Sie fur die Funktion f(x) eine Kurvendiskussion durch.

2
(g 22X +16
3x

a) (12) Bestimmen Sie die Definitionsmenge, Asymptoten, Nullstellen mit der x-Achse,
Extremwerte und Wendepunkte.

b) (5) Fir welchen Wert von k hat die Flache, die vom Grafen von f, von der schragen
Asymptote und den Geraden g: x=1 und h: x = k (k ist positiv) begrenzt wird, den Inhalt
A=16/37?

c) (8) Zieht man im Punkte P(1|?) des Graphen von f die Tangente, bildet diese mit der
y-Achse und der erwdahnten Asymptote ein Dreieck. Welchen Flacheninhalt hat das
Dreieck?

Aufgabe 296:
Welche Gleichung hat die Tangente in der einzigen Nullstelle der Kurve f(x)?

f(x)=e*-Inx

Aufgabe 297:
Es ist

f(x):%x(x—6)2+4
a) (6) Bestimmen Sie die Extrempunkte sowie den Wendepunkt des Schaubilds der

Funktion von f.

b) (2) Stellen Sie die Gleichung der Wendetangente auf.

Aufgabe 298:

Gegeben ist folgende Funktion:

X +4x+8

f(x)
x+2 K sei das Schaubild von f.

a) (8) Untersuchen Sie K auf Schnittpunkte mit der x-Achse, Asymptoten, Extrem- und
Wendepunkte.

b) (7) Die Gerade mit der Gleichung x = u mit u > - 2 schneidet K in P und die schrage
Asymptote in Q. R sei der Schnittpunkt der Asymptoten. Berechnen Sie den Flachenin-
halt des Dreiecks PQR in Abhdngigkeit von u.

Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Aufgabe 299:

Gegeben ist die Funktion f durch
fx)=x-(nx)% x>0

Ihr Schaubild sei K.

a) (16) Geben Sie fiir diese Funktion die Definitionsmenge, die Symmetrieeigenschaft,
Asymptoten, Schnittpunkte mit der x- bzw. y-Achse und Extremwerte an.

b) (9) Die Tangente an K im Kurvenpunkt B schneidet die y-Achse im vom Koordinaten-
ursprung O verschiedenen Punkt P. Bestimmen Sie den Punkt B so, dass die Strecken
BP und BO gleich lang sind.

c) (9) Die 1. Winkelhalbierende und K schlieBen eine Flache ein, die unterhalb der 1.
Winkelhalbierenden liegt. Berechnen Sie deren Inhalt. Sie kénnen dabei verwenden,
dass fur f; mit f;(x) = x -In (x) eine Stammfunkt F1 mit

Fi(x) = —%xz +%x2 *In (x) hat.

Aufgabe 300:

Zu jedem t=R"ist eine Funktion ft gegeben durch
feG) =t [In (x + )]

mit (x + t) ER*

Ihr Schaubild sei Kt.

a) (13) Geben Sie die Definitionsmenge fiir die Funktion f¢(x) an. Untersuchen Sie Ktauf
gemeinsame Punkte mit der x-Achse und y-Achse, Asymptoten, Extrem und Wende-
punkte.

b) (14) gt sei die Gerade durch den Tiefpunkt und den Wendepunkt von K:.
htsei die Senkrechte zu gt durch den Tiefpunkt von K.

gtund htschneiden die senkrechte Asymptote von Ktin Gt bzw. Ht.

Berechnen Sie die Koordinaten dieser Punkte.

Welche Kurve bilden die Punkte Ht, wenn t alle zugelassenen Werte annimmt?
Fir welches t haben Gtund Htdie kleinste Entfernung?

Wie grofR ist diese?

c) (8) Die x-Achse, K: und die Gerade x = e — t begrenzen eine Flache.

Berechnen Sie deren Inhalt A(t).
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Aufgabe 301:

Fir jedes t>0 ist eine Funktion f; gegeben durch
1
fi(x) = z(xg’ —9x); x€R

Ihr Schaubild sei K.

a) (9) Untersuchen Sie K: auf Symmetrie, Schnittpunkte mit der x-Achse, Extremwerte
und Wendepunkte. Geben Sie dabei die Punkte explizit an.

b) (7) Jede Kurve K: umschlieRt mit der positiven x-Achse eine Flache. Berechnen Sie
diesen Flacheninhalt.

c) (10) Die Gerade n schneidet das Schaubild Ke im Punkt N(3|0) rechtwinklig. Bestim-
men Sie die weiteren Schnittpunkte von n und Ke

d) (10) Die Gerade x=1 schneidet das Schaubild K: im Punkt R: und sie schneidet die
Gerade y=tx im Punkt S:.

Berechnen Sie die Strecke R:St.

Wie lang ist diese Strecke mindestens?

Aufgabe 302:

Wo besitzt die Funktion y = 2x? - In(v/x),x > 0 Extremwerte bzw. Wendepunkte?
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 303:

Gegeben ist eine Funktion f mit
3
f(x) =;+3mitx #0

Das Schaubild von f hat im Punkt P(3|v) die Tangente t.
a) (5) Ermitteln Sie die Gleichung von t.

b) (5) Die Tangente t schneidet die x-Achse im Punkt S. Bestimmen sie die Koordinaten
von S.

Aufgabe 304: (15)

Fir jedes t>0 ist eine Funktion f; gegeben durch

1
fi(x) = ?(x3 —-9x);x €R

a) (6) Untersuchen Sie K auf Symmetrie, gemeinsame Punkte mit der x-Achse, Extrem-
und Wendepunkte.

b) (9) Die Gerade n schneidet das Schaubild K¢ im Punkt N(3|0) rechtwinklig. Bestim-
men Sie die weiteren Schnittpunkte von n und Ke.

Aufgabe 305:

Fir jedes t € R ist eine Funktion f; gegeben durch

fi(x) = e?* — 2te* + t%3;x €R

a) (8) Untersuchen Sie fi(x) auf Extrempunkte, Wendepunkte und Asymptoten.
b) (4) Berechnen Sie die Ortskurve der Wendepunkte.

c) (6) Das Schaubild fi(x) schlieBt mit den Geraden y=4, x=u (u<0) und der y-Achse eine
Flache mit dem Inhalt A(u) ein. Berechnen Sie A(u). Bestimmen Sie hierbei auch

lim A(u).
u—->—oco
d) (5) Durch k(x) = e?*; x € Rist eine Funktion k gegeben. Ihr Schaubild sei K.

Bestimmen Sie t>0 so, dass sich K und f; orthogonal schneiden.
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Funktionsscharen

Aufgabe 306:

Gegeben ist eine Funktionsschar durch ihre Gleichung

fi(x) = x3 = 3t%x mitt >0

a) Fir welches t geht die Kurve durch (2/5)?

b) Fir welches t ist die 2. Winkelhalbierende die Tangente im Ursprung?
c) Fir welches t liegen die Extrempunkte auf der 2. Winkelhalbierenden?

d) Fir welches t ist die Tangente im Schnittpunkt mit der positiven x-Achse parallel zur
1. Winkelhalbierenden?

e) Auf welcher Kurve liegen alle Extrempunkte?
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 307:

Die Kurve K; begrenzt mit der x-Achse eine Flache. Berechne deren Inhalt A. In welchem
Verhaltnis teilt die Ortskurve C der Tiefpunkte diese Flache?

fe(x) =

3 .
EXAL—EXzfuTtER-F

Information: Tiefpunkte T, ; +t/3 | _%12 ]
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Extremwertaufgaben

Aufgabe 308:

Aus einem Baumstamm, der einen durchgangig gleich groRen kreisformigen Quer-
schnitt hat, soll ein Balken mit rechteckigem Querschnitt von moglichst groRBer Tragfa-
higkeit herausgeschnitten werden. Die Tragfahigkeit ist proportional zur Balkenbreite
(b) und zum Quadrat der Balkendicke (a). In welchem Verhaltnis miissen Dicke und
Breite des Balkens zueinander stehen?

b N

Aufgabe 309:

Aus einem Stlick Draht, das 36 cm lang ist, soll eine "Saule" mit quadratischem Grund-
riss geformt werden. Welches ist das maximal mdgliche Volumen der Saule?

Aufgabe 310:

Welches rechtwinkelige Dreieck mit der Hypotenuse c=6 cm erzeugt einen Doppelkegel
grofRten Volumens, wenn man es um die Hypotenuse dreht?

Rotationsachse

S
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Aufgabe 311:

Die Funktion

f(x)=-a*x>+b

schlieBt im ersten Quadranten ein Rechteck mit der x und y Achse ein.

Fir welches x wird der Flacheninhalt maximal?

Aufgabe 312:

Der letzte Weg des Baren Bruno wird durch die Funktion f mit der Gleichung
1 +
f(x) == und Df = R

Der Bar wandert gemachlich von links nach rechts auf dem Grafen von f. Im Ursprung
O des Koordinatensystems sitzt ein feiger Jager, der Bruno genau dann erlegt, wenn er
von ihm die kleinste Entfernung hat. Driicken Sie die Entfernung s zwischen dem Baren
und dem Schiitzen durch die x-Koordinate des Baren aus und berechnen Sie die Koor-
dinaten von Brunos Schicksalsort B(xo]|yo)!

Aufgabe 313:
Fir welche Werte von a und b hat das Rechteck den grofRten Flacheninhalt?

Wie grof ist dieser?

Aufgabe 314:

Der Dachboden eines Einfamilienhauses (dreiseitiges Prisma) soll ausgebaut werden.
Der vorhandene Raum soll bei rechteckigem Zimmerquerschnitt maximal ausgenutzt
werden.

b C

Y

A
Y
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Zu wahlende Abmessungen: a=8, b=10, c=5

Aufgabe 315:

Mit einer vorhandenen Rolle Zaun (darauf sind 50 m) soll ein méglichst groRes Stiick
Land rechteckig eingezaunt werden. Zielgr6Re ist die eingezaunte Flache.

Wie lauten die MaRe x und y?
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Aufgabe 316:

Es soll eine Dose mit einem Liter Fassungsvermogen hergestellt werden. Dabei werden
Grund- und Deckkreis aus dem umschriebenen Quadrat ausgeschnitten. Wie grol3 sind
die Ausmalie zu wahlen, wenn dabei moglichst wenig Blech verwendet werden soll und
der Abfall beim Ausstanzen der Grund- und Deckflache zum verbrauchten Material
zahlt.

Aufgabe 317:

¥
Aufgabe 1
Gegeben izt die Parabel als Schaubild der
Funktion f{x)=4-x2. 2
Welcher Punkt P dieser Parabel hat vom
Ursprung die kurzeste Entfernung 7 "
[ ¥ I|
o /_\ 2
\ ‘l-/
| 1 / \ Aufgabe 2
\\ / l't x Gegeben sind dis Funktionen fund g durch:
2 1] i 4 B -
Illl { ] |III|I \ flxi=x'-5 und g(x)=-x"+4x+3
||I .-"l Die Gerade h: x = u schneidet die von den
] ! beiden Parabeln begrenzte Fliche.
/ | Firwelches u ist die Sehne am l&ngsien 7
I, 4
_ \
J ||I m I

Aufgabe 3

Gegeben sind die Funkiionen
flx)=1x*-3x und g(x)=1x"-8
Dig Gerade mit der Gleichung x=u
mit u>—4 schnegidet dis beiden
Schaubilder in P und G

Fur welches u nimmt die Lange der
Strecke PO einen Extremwert an 7

JI.:,:

X Aufgabe 4

Bestimme die Punkte P { u | v } der Parabel
mit der Gleichung '_.f=—};-:: -5, deren

Abstand zum Urzprung sinen Extremwert
annimmit.
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Aufgabe 318:

Abstand

Es sind die zwei Funktionen f(z) = e~® und g(z) = (2z + 1)e™™ gegeben.
Die Gerade mit der Gleichung z = u (u > 0) schneidet das Schaubild
von f in P und das von g in Q. Wir bestimmen die Abstandsfunktion z

zwischen den beiden Punkten.

Aufgabe 319:

Umfang

Gegeben ist die Funktion f(z) =1+ % Die Parallelen zu den Koordina-
tenachsen durch ecinen Kurvenpunkt P(ulv) (u > 0) begrenzen mit den
Achsen cin Rechteck. Der Umfang des Rechtecks soll durch eine Zielfunk-
tion in Abh#ngigkeit von u beschricben werden. Dabei gilt allgemein fiir
den Umfang von Rechtecken

U = 2a+ 2b,

Aufgabe 320:

Fliacheninhalt

Gegeben sind die Funktionen f(z) = (1 + z2)e™® und g(z) = e™*. Die
senkrechte Gerade mit der Gleichung = = u (u > 0) schneidet die Schau-
bilder von f und g in den Punkten P und Q. Der Ursprung O und dic
Punkte P und Q bilden ein Dreieck. Wic sieht dann die Ziclfunktion aus,
die den Flicheninhalt des Dreiecks beschreibt?

Fiir die Fliche A von beliebigen Dreiecken gilt die Formel

1

Aufgabe 321:

Oberflache
Der Punkt P(ulv) (u > 0) soll cin Punkt auf der Kurve der Funktion
f(z) = % —1 sein. Die Punkte P, Q(u|—1), R(0|—1) und S(0|v) bilden ein

&

Rechteck. Die Zielfunktion soll dic Oberfliche des Zylinders beschreiben,

der entsteht, wenn sich das Rechteck um die Seite RS dreht (die auf der
y-Achse licgt).
Die Oberfliche eines Zylinders hat die Formel

O = 271 + 27rh,
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Aufgabe 322:

Volumen ] ,
Fiir 0 < u < v/2 soll P(u|v) ein Kurvenpunkt von f(z) = z* — 4z” + 4
sein und Q der Punkt mit den Koordinaten (—u|v). P und Q begrer.lzcn
mit dem Ursprung O cin Dreieck, das bei Rotation um die y-Achse einen
Kegel erzeugt. Gesucht ist die Zielfunktion, dic das Volumen des Kegels
beschreibt.

Dazu wicder zuerst die allgemeine Formel fiir das Volumen von Kegeln:

V = %m*2h.

Aufgabe 323:
Gegeben sind die Funktionen f(x)=x? und g(x)=-1,5x(x-3).

An welcher Stelle zwischen den beiden Schnittpunkten ist der Abstand der Funktions-
werte maximal? Wie grol} ist dieser Abstand der beiden Funktionen an diesem Punkt?

Aufgabe 324:

Ein Kessel besteht aus einem Zylinder. Oben auf den Zylinder ist ein Deckel aufgesetzt.
Am unteren Ende ist eine Halbkugel aufgesetzt.

Wie sind seine Malle zu wahlen, damit er mit Deckel und Halbkugel bei einer Oberfla-
che von 150 dm? ein moglichst groBes Volumen hat?
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Aufgabe 325:

Eine Spule mit dem Radius r (r=0,2m ) soll zur VergroBerung der Induktivitat mit einem
kreuzformigen Eisenkern gefillt werden.

Bestimmen Sie die Abmessungen a und b des Eisenkerns so, dass sich moglichst viel
Eisen im Innern der Spule befindet.
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Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 326:

P(u|v) sei ein beliebiger Punkt auf der Parabel mit der Gleichung
1
f(X)=—§X2+2 mit—2<x<?2

Bestimmen Sie P so, dass das Dreieck ABP mit A(-2|0) und B(u|0) den groBtmaoglichen
Flacheninhalt hat. Wie grof ist der maximale Flacheninhalt?

Aufgabe 327:

Die Reichenau Waldsiedlung liegt 100m abseits einer geradlinigen StraRe, die von dem
Fernheizkraftwerk Brennhiitte wegfihrt. Auf dieser geradlinigen Stralle verldauft auch
das stadtische Fernheizleitungssystem. Die Siedlung soll an das stadtische Fernheizsys-
tem angeschlossen werden. Ein Meter Verlegung kostet langs der StraRe 1000 Euro, im
Geldande hingegen 1400 Euro. Berechnen Sie denjenigen Wert fir die Streckenldnge x,
fur den die gesamten Kosten fiir die Verlegung der Fernwarmeleitung von H liber C
nach A minimal werden und geben Sie die minimalen Kosten an.

H

100 m

| By L A
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Aufgabe 328:

Ein Acker liegt an einer geradlinigen StraBe. Ein FuBganger befindet sich auf dem Acker
im Punkt A und mochte moéglichst schnell zu einem Punkt B auf der StralRe gelangen.
Der FuBpunkt C des Lotes von A auf die StraRe hat von A die Entfernung 400m und die
Entfernung B nach C betrage 1000m. Auf der Stralle kann sich der FuRganger doppelt
so schnell fortbewegen wie auf dem Acker.

a) (10) Welchen Weg soll er einschlagen, damit er so schnell wie moéglich am Ziel B
ankommt?

b) (5) Was andert sich, wenn die Entfernung von B nach C 100m betragt.

dp
Acker
« 1000 m
A/
o Fufipunkt
200 m ¢
Strafie

Aufgabe 329:

Die Biegelinie eines einseitig eingespannten und am freien Ende durch eine Kraft vom
Betrage F auf Biegung beanspruchten Balkens der Lange | lautet wie folgt

(x) = il (l 2 13) 0<x<l
Yy =gpg\b¥ m3x) (O=x<l)

Wobei E und | positive Konstanten sind.

An welcher Stelle des Balkens ist die Durchbiegung am groRten und wo ist Sie am kleins-
ten?

“

My

Biegelinie y(x)

¥y
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Aufgabensammlung

Komplexe Zahlen

Aufgabe 330:

Berechnen Sie folgende Ausdriicke:

a) 2-3i b)  —3i-6i c)  (-3i)-(—4i) d) -4
.3 .
. 4 4 1
e i f — — h 1+ 5
) } 2/ 9 5i ) i°
) it i) L y o (2@)”
| (i) (.
Aufgabe 331:
Berechnen Sie folgende Ausdriicke:
a) 36 b) 4169 c) 48 d V3
e) 4 f) @ g) V=32 h) .
J-2 J-3 J-8 V124418
Aufgabe 332:
Fihren Sie folgende Additionen durch:
a) (12+151) +(7 + 4i) b) (=2+50)+(7-20) c) (=3-i)+(1-50)
d) (5+2i)+(-5-2i) e) (7-3i) (=7 +9i) f) (1+i)+(=2-0)
a) z1=—13+i-J§ zZ,+2," =7 h) z,=5-8i, z,+z2,"="7
Aufgabe 333:
Fihren Sie folgende Subtraktionen durch:
a) (12+15i) (7 + 4i) b) (=2+5i)—(7-20) c) (=3-i)-(1-5i)
d) (5+2i)-(-5-2i) e) (7-3i) (-7 +9i) fy  (1+i)—(-2-10)
a) 21:—13+i-\/§ , 2=z =7 h) z,=5-81, z,-2,"=7
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Aufgabensammlung

Aufgabe 334:

Fihren Sie folgende Multiplikationen durch:

a) (2+3i)(4+70) b) (3-8i)(5+2i)

d) (-3+2i)(6-2i) e) (5+2)(5-2i)

Aufgabe 335:

Bringen Sie das Ergebnis auf die Form a + bi

¢ (12-)(1-12i)

) (=2-7)(-3-8i)

a) - b o 22
8+ 3i 4—j 2-3i
8 —8i 1—i 12+ 5i
e — f —
) 2+ 2 ) i—2 9) 13 -8i
Aufgabe 336:
Berechnen Sie die Kehrwerte zu diesen Zahlen:
a) —4+5. b)  -12-5i c)  £-1
Aufgabe 337:
Verwenden Sie die Ublichen Binomischen Gesetze.
3+2i 2+10i 3—i
a) b)
(5 3i) (44i) (3+i)
e) (2+47=(2+4).2+4D= )  (5-i)°
3
h) (4—5|.J
2-2i

d)

h)

O
"
~l|ra

(247
\3-2i

(3+2)"

4+ 2
2+4i

1-4i
5 1 6i

&
|
(]
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Aufgabensammlung

Aufgabe 338:

Berechnen Sie die Losungsmengen mit komplexen Zahlen fiir diese quadratischen Glei-
chungen:

a) x'+6x+10=0 by x*-3x+9=0
c) Ix*-3x+29=0 d  x*+5x+7=0
e) 3x°-4x+2=0 ) 3x° +4x+8=0
g) x?+7x+19=0 h) 1x*+3x+20=0

Aufgabe 339:

Zeichne die zu diesen komplexen Zahlen gehdrenden Punkte in ein Achsenkreuz der
Gaul'schen Ebene ein und berechne ihre Betrag:

a) 4-i b) 3 +4i c)  -3+4i d)  -2-3i
e) -3i f)  2-6i g)  1+i hy 2

Aufgabe 340:

Berechnen Sie die Polarkoordinaten zu folgenden komplexen Zahlen:

(a) z=12-5] (b) -6+8i () —11-5i
d)  -1-43 (e) 1-i ()  5-i24

Aufgabe 341:

Folgende komplexe Zahlen sind durch Polarkoordinaten gegeben. Berechne Sie ihre
Kartesischen Koordinaten.

(@ [12:60°] (b)  [32:135°] () [15:180°]
(d) [4:90°] e) [8:210°] ®  [+18:330°]
(@ [+5;115%] (hy  [~24;300°] i [6:218°]
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Aufgabensammlung

Aufgabe 342:
Stellen Sie in der Form |z| = E(¢)dar:

) z=+3+i d)  z=3+iW27

a) z=3-4i b) Z=—%-1-

onfe

Aufgabe 343:

Berechnen Sie diese komplexen Zahlen:

a) z=£(30°).E(60°) b) z=E(45°) ¢) z=E(240°)
o 1 E({m)
d Z=E(-<17) e i=——— f 7=
) 3T ) £(135°) ) E(2n)

Aufgabe 344:

Berechne aus z,=15-E(60°) und z,=3-E(135°) das
Produkt z,=2,-2,.

Konstruiere den Vektorpfeil dieses Ergebnis auch tber eine Drehstreckung.

Und als Nebenprodukt bestimme noch sin 195° und cos 195°

Aufgabe 345:

Was bedeutet eine Multiplikation einer Zahl mit
€)  W2-i2
d) 24240242 e)  2W2-i2 f) —J48 +i-4

a) - b) 44

e
r,n|r_u

Aufgabe 346:

In Punkt z; in der Gaulischen Ebene wurde durch eine Drehstreckung
abgebildet. Welcher Multiplikation hat dies entsprochen ?

a) k=2 und o=270° b) k=05 und o=60°
) k=4 und ©=135° d) k=8 und o=75°

(Anleitung zu d- sin75° =1(\f6+42) und cos75° = L(\B -2)

Seite 124 von 152



Aufgabensammlung

Aufgabe 347:
Lise zeichnerisch und rechnerisch:

a)  (3+i-4)-(1+1) b)  (54i-2)(3-i.4)

Aufgabe 348:

Berechnen Sie mit Polarkoordinaten und auf die Gbliche Art.

09-i-12 8-1-6 -5-1-3
T b) : c :
2-1-15 8+1-15 2-i-7

Aufgabe 349:

Berechnen Sie die ersten 4 Potenzen und stellen sie zeichnerisch dar:

a) z=Li+i b} - ¢ £-i-} d) 12+i-05 e 1-i2

Aufgabe 350:

Berechnen Sie folgende Quadratwurzeln Gber Polarkoordinaten:

a) N4+ b) A 0 JI-ia3
d) 545 e) NB+B f)  JB-5i

o A o VBB i) 2Bz
i) 243 - 2i k) 4+i17 1) N

Aufgabe 351:
a) i by iA1= c) Y27
d)  is.E(120°) e)  64.E(240°) f) N2 -0 12
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Aufgabensammlung

Aufgabe 352:
a) 2 by Y1+ o) 4fi-i

d)  #16.E(120°) e) 4 ) HT+i22

Aufgabe 353:

Berechnen Sie folgende Ausdriicke.

1 1 1
d —_ b —_— C
) N2 - j 23 -i-2 j o
Q) = e) " f) |
4 Y-3+4i V1-i

Aufgabe 354:

Berechnen Sie folgende Ausdriicke.

a)  (3-43 b)  /6-i-3J5 0 YLV2+i-1V2

g — e B f i

Aufgabe 355:

Bestimmen Sie die Lésungen der Gleichung
a) z3=i

b) z3=-i

Stellen Sie diese Losungen auch auf dem Einheitskreis dar.

Aufgabe 356:

Es sind reelle Zahlen a und b so zu bestimmen, dass

(a+bi)2 =3+4 4.
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Aufgabensammlung

Aufgabe 357:
Berechnen Sie
a) (2) wi=z1+z2 und wy=z1-z; mit z1=4+3i und z,=5-4i

b) (2) w= z; - z, mit z1=1+2i und z,=3+5i

c) (2) w= 2L mit z1=1+2i und z,=2-5i

Z2
3-2i
d) (2) w=——
)(2) 3+2i
e) (2) Losen Sie die folgende Gleichung in C: S s
x+3 3—x

Aufgabe 358:

Berechnen Sie folgende Gleichung: z* =1

Aufgabe 359:

Gegeben sind zwei komplexe Zahlen z=2+i und w=-2-2i. Berechnen Sie % und bringen
es in die Form a+bi.

Aufgabe 360:

Gegeben ist eine komplexe Zahl z=1+i. Berechnen Sie z*.

Aufgabe 361:

Zeigen Sie in den komplexen Zahlen durch Umformung, dass folgender Sachverhalt gilt
3i30 _ i19

Z 20 — 1 +1

Aufgabe 362:

. 1 3.
Esseiz=—=-4+—1i
2 2

Zeigen Sie in den komplexen Zahlen durch Umformung, dass folgender Sachverhalt gilt
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Aufgabensammlung

Aufgabe 363:
Berechnen Sie folgende Gleichungen in den komplexen Zahlen.

2r 4 j3z = 10 — j4

3x — jbz = —6 + 510

27 + j3z = —13 + 13

.= 1+ j12

[
|

T — j2

oxr — jox = ol

(D—g4)- 2z +72) =524 724

Aufgabe 364:
Berechnen Sie folgende Gleichungen in den komplexen Zahlen.

60z — 50
L:_——.;?Z’d — 15z + 25

x—3+3j2 zx—-24735
4+l r4+1452

2r—j2 z+l1-j z+2-j
2z +j4 3z +j6 4z + 8
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Aufgabensammlung

Aufgabe 365:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der komplexen Lineargleichungssysteme!

(—54+33)z+(2+j)y = —19—j12
2—jz+(2+j4)y = —3—]
(B+72)z—(5+j2)y = —20+ 417

(2—73)z+(1—-j2)y = 233

(3—j5)z—(1—j3)y = 0
(6 —jl0)z+ (2+j5)y = 7—j23
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Aufgabensammlung

Wiederholungs- und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 366:
Losen Sie folgende Gleichung in den Komplexen Zahlen.
x—3+20 x—2+45i

x+i  x+1+2i

Aufgabe 367:

Losen Sie folgende Gleichung in den komplexen Zahlen. Bestimmen Sie auch eine Defi-
nitionsmenge.

x—3+21_x—2+5i
Xx+i  x+1+2i

Aufgabe 368:

Losen Sie folgendes LGs in den komplexen Zahlen.
(=5+3D)x+ 2 +i)y=-19 —12i
R-iDx+Q2+4)y=-3-i

(—5+73)z+(2+ 7)Yy —19 — j12
(2—7)x+ (24 _,l'l]E —-3—-3

Aufgabe 369:

Berechnen Sie in den komplexen Zahlen z. Bringen Sie das Ergebnis in die Form a+bi.

a) (3)

D=C

2 —9i = (1—2i)(z— 3 + 4i)

b) (3)

D=C

3 —2i _
=5+i

c) (4)

D=C

1—i 20

2 tarz =37
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Aufgabensammlung

Lineare Optimierung (grafische Losung)

Aufgabe 370:

Gegeben sei das LOP

Z: Max z=2.000x:+3.000x>
X; <6

NB: 2X;+X,<16
X, +4x, <36

NNB: x,,x, >0

Aufgabe 371:
Gegeben ist das LOP
Z: Min  z=3x1+4x2
2X, +5x, =25
ng:  4X, +4x, =32
6X, +2X, =24

NNB: x,,x,>0

Aufgabe 372:
Gegeben ist folgendes LOP

Z: Max z=x1+3x2
X, <6

NB: X, +X,24
2X, +X, <16
X, +4x, <36

NNB: x,,x,>0

Aufgabe 373:

Z: Min  z=x1+3x2
X, <6

NB: X, +X, 24
2X, +X, <16
X, +4x, <36

NNB: x,,x,>0
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Aufgabensammlung

Aufgabe 374:
Gegeben ist folgendes LOP

Z:

NB:

NNB:

Max z=x1+3x2
X, <6

X, +X,2>4

2X, +X, <16

X, +4x, =36

X, X, =20

Aufgabe 375:
Gegeben ist folgendes LOP

Z:

NB:

NNB:

Min  z=x1+3x2
X, <6

X, +X,2>4

2X, +X%, <16

X, +4x, =36

X, X, =0

Aufgabe 376:
Gegeben ist folgendes LOP

Z:

NB:

Max z=8x1t+4x2
3X, +9X, <32
4x, +4x, <32
5X, +2x,<28

Aufgabe 377:
Gegeben ist folgendes LOP

Z:

NB:

Max z=2x1+3x2
6x, <30

6x, +2x, <36
4x, +6x, <38
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Aufgabensammlung

Aufgabe 378:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max z=4x1+2x>
2X,—X, 26

NB: x-X%,<1
—-2X+X, 23

NNB: x,,x,>0

Aufgabe 379:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max z=4x1+2x2
2X,— X%, <6

NB: X —-X <1
-2%+X, <3

NNB: x,,x, >0

Aufgabe 380:
Gegeben sie folgendes LOP

Z: Max  z=-3x1+2x:
X, =X, <3

NB: —X,+X,<4
—2X; +X,<3

NNB: x,,x, >0
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Aufgabensammlung

Aufgabe 381:
Losen Sie folgendes LOP.

a) Max. Fix,y)=dx+3y  b)Max Fix,y)=x+y ¢) Max. F(x,y) = x -y
x +3y s 9 5x+ vy £ 10 X - y< 0
=X *+ 2y =2 12 X+ 2y£ 6 x + 2y € 1

Xy z 0 x- y2 | Ix+ yz 2
ey 2 0 L,y =2 0

d)y Max. Fix,y) =2+

-x + v = |
¥+ 3y =z 6
xy = 0

Aufgabe 382:

Ein Gartner moéchte einen 100 gm groRen Garten mit Rosen und/oder Nelken bepflan-
zen.

Er mochte max. 720 Euro an Arbeits- und Materialkosten investieren und hochstens
60gm fur Nelken reservieren.

Folgende Tabelle enthalt weitere Daten des Problems.

Rosen Nelken
Arbeits- und Materialkosten (in Euro/gm) 6 9
Gewinn 1 2

Wie viele gm sollen mit jeder Sorte bepflanzt werden, damit ein maximaler Gewinn
erzielt wird?

Aufgabe 383:

Eine Jugendgruppe beschlieBt, Zelte einzukaufen. In einem Sonderangebot werden
zwei verschiedene Sorten von Zelten flr jeweils 10 und 15 Personen preiswert angebo-
ten.

Von den 10-Personenzelten sind noch 5 und von den 15-Personenzelten nur noch 4
vorratig. Die Zelte flir 10 Personen kosten 200 Euro je Stiick und diejenigen fiir 15 Per-
sonen insgesamt 400 Euro je Stick. Die Jugendgruppe kann insgesamt hdochstens 1800
Euro fir die Zelte ausgeben.

Wie viele 10- und 15-Personenzelte kann die Jugendgruppe kaufen, damit eine mog-
lichst grofRe Anzahl von Jugendlichen in den Zelten untergebracht werden kann?
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Aufgabensammlung

Aufgabe 384:

Eine kleine Motoradfabrik baut und verkauft die beiden Typen Mofa und Lofa. Wahrend
die Produktionskosten fiir ein Mofa 5.000 Euro betragen, belaufen sie sich bei der Lofa
nur auf 3.000 Euro pro Stiick. Insgesamt kénnen pro Tag nicht mehr als 30.000 Euro fir
die Produktion ausgegeben werden.

Fir die Fertigung der Mofas rechnet die Arbeitsvorbereitung mit einer Arbeitszeit von
30 Stunden, fiir die der Lofas setzt sie hingegen 60 Stunden an. Pro Tag stehen maximal
480 Arbeitsstunden zur Verfliigung. Vom Mofa sollen pro Tag maximal 3 Stiick gefertigt
werden.

Marktanalysen zeigen, dass pro Tag mindestens 4 Lofas abgesetzt werden missen und
unbegrenzt Mofas abgesetzt werden konnen. Der Verkaufspreis der Lofas liegt bei
5.000 Euro, der der Mofas bei 10.000 Euro pro Sttick.

Wie viel Mofas und Lofas sollen taglich produziert werden, um das Umsatzmaximum zu
erreichen? Wie grol8 ist dieser maximale Umsatz?

Aufgabe 385:

Eine Tischlerei erhdlt einen Auftrag, fir den unterschiedliche Holzplatten mit der fol-
genden Stiickzahl zu verwenden sind:

10 Platten der GroRe A,
12 Platten der GroRRe B,
8 Platten der GrofRRe C,
4 Platten der Grof3e D.

Die Tischlerei bezieht dazu aus einem Sdagewerk zwei Holzplattentypen | und Il, die auf
vorgegebene Weise (Abbildung 1) zu zerschneiden sind.

Typ Typ Il

C
B E C

Abbildung 1: Zerlegung der Holzplattentypen.

Der Preis einer Platte des Typs | betragt 300 Euro und der einer Platte des Typs Il 200
Euro. Aus Lager- und Verkaufsgriinden sollten nicht mehr als 16 Platten der GroBe D
und nicht mehr als 5 Platten der GrolRe E gelagert werden.

Es ist zu ermitteln, wie viel Platten | und Il gekauft werden miissen, damit der Auftrag
ausgefihrt werden kann und der Gesamteinkaufspreis der Platten so gering wie mog-
lich ausfallt.
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Aufgabensammlung

Aufgabe 386:

Ein Viehzuchtbetrieb flttert Rinder mit zwei tiermehlfreien Futtersorten A und B (z.B.
Riben und Heu). Die Tagesrationen eines Rindes missen die Ndhrstoffe 1,2 und 3 im
Umfang von mindestens 6,12 bzw. 4 g enthalten.

Die Nahrstoffgehalte in g pro kg und Preise in GE pro kg der beiden Sorten zeigt die
folgende Tabelle:

Sorte A Sorte B Tagesbedarf
Nahrstoff 1 2 1 6
Nahrstoff 2 2 4 12
Nahrstoff 3 0 4 4
Preis in GE/kg 5 7

Wie viele kg von Sorte A bzw. B muss jede Tagesration enthalten, wenn sie unter Ein-
haltung der Nahrstoffbedingungen die Kosten minimal sein sollten.

Aufgabe 387:

Ein Hersteller produziert zwei Sortimente eines Artikels, der aus Teilen besteht, die
geschnitten, zusammengebaut und fertig gestellt werden missen.

Der Unternehmer weil}, dass er so viele Artikel verkaufen kann, wie er produziert. Sor-
timent 1 benétigt 25 Minuten zum Zerschneiden, 60 Minuten zum Zusammenbau und
68 Minuten, um es verkaufsfertig zu machen. Es erzielt 30 Euro Gewinn. Fir Sortiment
2 braucht man 75 Minuten zum Schneiden, 60 Minuten fliir den Zusammenbau und 34
Minuten, zur Fertigstellung. Dieses Sortiment erzielt einen Gewinn von 40 Euro. Es ste-
hen nicht mehr als 450 Minuten zum, Zerschneiden, 480 Minuten zum Zusammenbau
und 476 Minuten zum Fertigstellen pro Tag zur Verfligung.

Nun stellt sich dem Unternehmer die Frage, wie viele Artikel von jedem Sortiment je-
den Tag produziert werden miissen, um den Gewinn zu maximieren.
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Aufgabensammlung

Wiederholungsaufgaben und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 388:

Ein Unternehmen gewinnt aus drei Rohstoffen (Ri, Rz, R3) zwei Mineralien (M1,M:). Eine
Tonne M: wird aus 6 Tonnen Ri, 4 Tonnen R2 und 4 Tonnen R3 hergestellt; eine Tonne
M ergibt sich aus 3 Tonnen Ry, 4 Tonnen R; und 12 Tonnen Rs. Pro Woche stehen ma-
ximal 60 Tonnen Ry, 44 Tonnen Rz und 84 Tonnen Rs zur Verfligung. Eine Tonne M; bzw.
M. wirft einen Gewinn von 200 € bzw. 300 € ab.

a) Losen Sie dieses Problem grafisch. (6,5)

b) Was wirde sich fiir das Optimum ergeben, wenn zusatzlich zu den obigen Voraus-
setzungen verlangt wiirde, dass von M. mindestens 8 Tonnen erzeugt werden missten?

Aufgabe 389:

Bestimmen Sie fir folgendes LOP-Problem die minimale Losung. Verwenden Sie hierzu
die grafische Losung. Zeichnen Sie dort die gefundene Losung ein. Die x1-Werte und die
x2-Werte brauchen Sie fir die minimale Lésung nicht zu bestimmen.

Z:

2X1 — X, = Min
NB:

2%, + 6%, <10
—X1— X, <2
3% — 6%, <9
—4x, +5x, < 6
NNB:

Aufgabe 390:

Eine Schulklasse mit 29 Schilern und 6 Begleitpersonen (mit Fiihrerschein) mdchte ei-
nen Ausflug machen. Um zu ihrem Ausflugsziel zu kommen, kénnen sie Kleinbusse mit
8 Sitzplatzen bzw. Autos mit 5 Sitzplatzen mieten, die von den Begleitpersonen gefah-
ren werden sollen. Die Busse kosten 50 € am Tag, die Autos 20 € am Tag.

Wie viele Busse bzw. Autos missen die Schiiler mieten, um moglichst preisglinstig den
Ausflug machen zu kénnen?
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Aufgabe 391:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit der grafischen Losungsvariante.
Z:X4 + 2X5, - min

Nebenbedingungen:

X1 +x, <10

X1 <6

Xy <5

5xq + 5x, = 25

Nichtnegativitatsbedingungen:

X1,% =20
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Lineare Optimierung (rechnerische Losung)

Aufgabe 392:
Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.
Z: Max Z=3x1+2x>
2X,+ X, <100
NB: X +X,<80
X, <40
NNB: X,X,=0

Aufgabe 393:
Losen Sie folgendes LOP-Problem mit dem Simplex-Algorithmus.

Z: Max Z=x1+3x2

X +X, <15
X, <12

NB:
3X, + 2%, < 36
X <10

NNB: X,X, =0

Aufgabe 394:

Gegeben sei das LOP

Z: Max z=2.000x:+3.000x>
X, <6

NB:  2X,+X,<16
X, +4x, <36

NNB: Xx,,x,=0

Aufgabe 395:

Eine Jugendgruppe beschlieBt, Zelte einzukaufen. In einem Sonderangebot werden
zwei verschiedene Sorten von Zelten flir jeweils 10 und 15 Personen preiswert angebo-
ten. Von den 10-Personenzelten sind noch 5 und von den 15-Personenzelten nur noch
4 vorratig. Die Zelte flir 10 Personen kosten 200 Euro je Stiick und diejenigen flr 15
Personen insgesamt 400 Euro je Stiick. Die Jugendgruppe kann insgesamt hochstens

1800 Euro fir die Zelte ausgeben.

Wie viele 10- und 15-Personenzelte kann die Jugendgruppe kaufen, damit eine mog-
lichst grofle Anzahl von Jugendlichen in den Zelten untergebracht werden kann?
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Aufgabensammlung

Aufgabe 396:

Losen Sie folgende Aufgaben auf die rechnerische Variante.

a) b)
z=21x; +24x,— > max z=40x, + 30x,— > max
3x + x, =33 x, +3x,=16
x,+ x, =13 2y, +x,<17
Sx,+ 8x, =80 2x,+3x, <23
X.x, =20 X, X, 20
c) d)
z=12x, +18x,— > max z=18x, + 6x,— > max
2x; 4+ 3x, £33 -4x, +3x, 26
X, +x,=15 -x; +3x, <15
X+ 3x, <27 X, —4x, =4
X, X 20 X.x, =20
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Wiederholungsaufgaben und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 397:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit dem Simplex-Algorithmus in rechnerischen
Form.

Z:3x4 + X, & max
Nebenbedingungen:
—2X1+x, <2

—X1+2x, <7

X1 <6

Xy <5
Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X =0

Aufgabe 398:

Berechnen Sie die optimale Losung folgendes Optimierungsproblem mit der rechneri-
schen Losungsvariante nach Simplex (nicht in Tabellenform).

Z:

3x4 + 4x, » max
NB:

X1 +%, <70

2x, + 3x, < 180
5x; + 3x, < 300
NNB:

X1;X, =0
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Lineare Optimierung (Pivot-Tabelle)

Aufgabe 399:

Ein Lackierbetrieb soll Stiihle lackieren. Es sollen zwei verschiedene Farbversionen (hell
und dunkel) hergestellt werden. Insgesamt stehen 20 Stihle zur Verfigung. Von der
hellen Version kénnen hochstens 12 Stiihle hergestellt werden. Fir die helle Version
werden 2 Arbeitsstunden benétigt, fir die dunkle Version dagegen nur 1 Arbeitsstunde.
Insgesamt stehen 30 Arbeitsstunden zur Verfligung. Beim anschlieRenden Verkauf
bringt ein Stuhl der dunklen Version 75.00 €, ein Stuhl der hellen Version 100.00 €
Gewinn.

Gesucht ist ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm. Ldsen Sie das Modell
nach der Simplexmethode.

Aufgabe 400:

Ein Betrieb stellt ein Produkt nach drei verschiedenen Verfahren A, B, C her. Die fol-
gende Tabelle zeigt die erforderlichen Einsatzmengen pro Produkteinheit fiir die ein-
zelnen Verfahren und die maximal verfligbaren Einsatzmengen:

A B C Verfiigbare
Einsatzmengen
Rohstoff [kg] 10 8 5 500
Produktionszeit [h] 5 10 10 400
Lagerraum [ ME, | 0 5 10 600

Die Gewinne bei der Produktion durch die Verfahren A, B und C betragen 20 €, 25 €
bzw. 15 €.

Es soll ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm aufgestellt werden. Lésen Sie
das Modell nach der Simplexmethode. (rechnerische Simplexmethode)

Aufgabe 401:

Eine Unternehmung produziere zwei Produkte ,P1 und P,. Dazu sei ein einziger Produk-
tionsfaktor verwendet, dessen verfligbare Menge 10 ME betragt. Zur Herstellung einer
Einheit des Produktes P; bzw. P, werden 1 ME bzw. 2 ME des Produktionsfaktors beno-
tigt.

Von den beiden Produkten sollen insgesamt mindestens 2 ME hergestellt werden
Der Gewinn pro ME des Produkts P1 bzw. P, betragt 3 GE bzw. 2 GE.

Gesucht ist das Produktionsprogramm mit maximalem Gewinn. L6sen Sie das Problem
nach der Simplexmethode.
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Aufgabe 402:
Ein Betrieb stellt zwei Artikel A1 und A; auf den Maschinengattungen M1 und M; her.

AulBerdem missen gelernte Montagekrafte eingesetzt werden. Die vorhandenen Infor-
mationen sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst:

A, A, | Kapazitat pro Tag
M, 5 2 24 h
M, 1 5 24 h
Montagegruppe 6 6 36h
Gewinn/Stiick in € | 500 | 800

Gesucht ist ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm.
1. Stellen Sie das entsprechende Modell dar.

2. Losen Sie das Problem nach der Simplexmethode.

Aufgabe 403:

Bestimmen Sie die Lésung des LOP's mit der

a) grafischen Losungsvariante

b) mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform
Z:xX4 + 2X, > max

Nebenbedingungen:

—xX;+%x, <1

X1 <6

X, <5

Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X2 =0
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Aufgabe 404:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit der

a) grafischen Losungsvariante

b) mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform
Z:xXq + X5, = max

Nebenbedingungen:

—X;+x%x, <1

0,5x; =%, <0

Nichtnegativitatsbedingungen:

Aufgabe 405:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellen-
form

Z:3x4 + X5, = max
Nebenbedingungen:
—2X1+Xx, <2

—X1+2x, <7

X1 <6

X, <5
Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X2 =0

Aufgabe 406:

Eine Firma stelle 2 verschiedene Produkte her. Es stehen 3 Maschinen A, B, C zur Ver-
figung. Maschine A hat eine maximale monatliche Laufzeit (Kapazitat) von 170 Stun-
den, Maschine B von 150 Stunden und Maschine C von 180 Stunden.

Eine Mengeneinheit (ME) von Produkt 1 liefert einen Deckungsbeitrag von 300 Euro,
eine ME von Produkt 2 dagegen 500 Euro.

Fertigt man 1 ME von Produkt 1, bendtigt man dafiir zunachst 1 Stunde die Maschine
A und danach 1 Stunde die Maschine B.

1 ME von Produkt 2 belegt nacheinander 2 Stunden Maschine A, 1 Stunde Maschine B
und 3 Stunden Maschine C.

Die Firma mochte den Deckungsbeitrag mmaximieren:

Eventuelle Fixkosten sind unabhadngig von der Produktionsmenge und kdnnen daher
einfach am Ende der Berechnung vom Gesamtdeckungsbeitrag abgezogen werden, um
den Gewinn zu erhalten.
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Aufgabe 407:

Eine Bergwerksgesellschaft besitzt zwei verschiedene Gruben (bzw. Minen), in denen
bestimmte Erzarten gefordert werden. Die Gruben befinden sich in verschiedenen Lan-
desteilen und verfiigen iber unterschiedliche Kapazitaten. Nach dem Brechen werden
bei Erz drei Klassen unterschieden, grob- mittel- und feinkérniges Erz.

Nach jeder Erzart besteht eine gewisse Nachfrage. Die Bergwerksgesellschaft kon-
zentriert sich darauf, einem Hittenwerk mindestens 12t grob-, 8t mittel- und 24t fein-
korniges Erz zu liefern.

Die Betriebskosten fiir die Gruben sind 200 GE (Geldeinheiten) pro Tag bei Grube 1 und
160 GE bei Grube 2. In der Grube 1 werden dabei pro Tag 6t grob-, 2t mittel- und 4t
feinkorniges Erz geférdert, wahrend die zweite Grube eine tagliche Leistung von 2t
grob-, 2t mittel- und 12t feinkdérnigem Erz hat.

Wie viele Tage sollte jede der Gruben pro Woche befahren werden, um die Auftrage
der Firma auf wirtschaftliche Weise zu erfillen?

Losen Sie dieses Problem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

Aufgabe 408:

Ein Betrieb kann sein Produkt nach zwei Verfahren aus Grundstoffen A und B [t] sowie
Energie W [kWh] herstellen. Fiir 1 t des Produktes wird benotigt:

1. Verfahren | 2. Verfahren | verfiigbar

A 4 1 20
B 0 4 40
W 2 3 12

Die Gesamtproduktion soll maximiert werden. Losen Sie dieses Problem mit dem Simp-
lexalgorithmus in Pivot-Tabellenform

Aufgabe 409:

Bestimmen Sie die Loésung des LOP's mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellen-
form

Zielfunktion:

Z:2Xq + X5 + X3 + 2X4 + 2X5 — max
Nebenbedingungen:

X1+ 2X3 + x4 +2x5 < 4

2X1 + 2%, + X3+ X5 <6

X1+ 2X, +2%x4 + X5 < 8
Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X9,X3,X4,Xs = 0
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Aufgabe 410:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z:2X4 + X, = max

Nebenbedingungen:

Xq +X, =8

3%, +x, =12

X1 +x, <10

Nichtnegativitatsbedingungen:

X1,%X3 =0

Aufgabe 411.:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z: —x; — 4x, = max

Nebenbedingungen:

2Xq + 2%, =3

—2X1 +2x, = 2

Nichtnegativitatsbedingungen:

Aufgabe 412:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z:xX4 + 3X, = max

Nebenbedingungen:

X1 <6

X, +X, =4

2%, +x, <16

x, +4x, <36

Nichtnegativitatsbedingungen:
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Aufgabe 413:

Ein Lackierbetrieb soll Stihle lackieren. Es sollen zwei verschiedene Farbversionen (hell
und dunkel) hergestellt werden. Insgesamt stehen 20 Stihle zur Verfliigung. Von der
hellen Version kdnnen hochstens 12 Stiihle hergestellt werden. Fir die helle Version
werden 2 Arbeitsstunden benoétigt, fir die dunkle Version dagegen nur 1 Arbeitsstunde.
Insgesamt stehen 30 Arbeitsstunden zur Verfligung. Beim anschlieRenden Verkauf
bringt ein Stuhl der dunklen Version 75.00 €, ein Stuhl der hellen Version 100.00 €
Gewinn.

Gesucht ist ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm. Lésen Sie das Modell
nach der Simplexmethode.

Aufgabe 414:

Ein Betrieb stellt ein Produkt nach drei verschiedenen Verfahren A, B, C her. Die fol-
gende Tabelle zeigt die erforderlichen Einsatzmengen pro Produkteinheit fiir die ein-
zelnen Verfahren und die maximal verfligbaren Einsatzmengen:

A B C Verfiigbare
Einsatzmengen
Rohstoff [kg] 10 8 5 500
Produktionszeit [h] 5 10 10 400
Lagerraum [ ME, | 0 5 10 600

Die Gewinne bei der Produktion durch die Verfahren A, B und C betragen 20 €, 25 €
bzw. 15 €.

Es soll ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm aufgestellt werden. Losen Sie
das Modell nach der Simplexmethode. (rechnerische Simplexmethode)

Aufgabe 415:

Eine Unternehmung produziere zwei Produkte ,P1 und P,. Dazu sei ein einziger Produk-
tionsfaktor verwendet, dessen verfligbare Menge 10 ME betrdagt. Zur Herstellung einer
Einheit des Produktes P1 bzw. P, werden 1 ME bzw. 2 ME des Produktionsfaktors beno-
tigt.

Von den beiden Produkten sollen insgesamt mindestens 2 ME hergestellt werden
Der Gewinn pro ME des Produkts P1 bzw. P, betrdagt 3 GE bzw. 2 GE.

Gesucht ist das Produktionsprogramm mit maximalem Gewinn. Losen Sie das Problem
nach der Simplexmethode.
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Aufgabe 416:
Ein Betrieb stellt zwei Artikel A1 und A; auf den Maschinengattungen M1 und M; her.

AulBerdem missen gelernte Montagekrafte eingesetzt werden. Die vorhandenen Infor-
mationen sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst:

A, A, | Kapazitat pro Tag
M, 5 2 24 h
M, 1 5 24 h
Montagegruppe 6 6 36h
Gewinn/Stiick in € | 500 | 800

Gesucht ist ein gewinnmaximierendes Produktionsprogramm.
1. Stellen Sie das entsprechende Modell dar.

2. Losen Sie das Problem nach der Simplexmethode.

Aufgabe 417:

Bestimmen Sie die Lésung des LOP's mit der

a) grafischen Losungsvariante

b) mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform
Z:xX4 + 2X, > max

Nebenbedingungen:

—xX;+%x, <1

X1 <6

X, <5

Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X2 =0

Seite 148 von 152



Aufgabensammlung

Aufgabe 418:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit der

a) grafischen Losungsvariante

b) mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform
Z:xXq + X5, = max

Nebenbedingungen:

—X;+x%x, <1

0,5x; =%, <0

Nichtnegativitatsbedingungen:

Aufgabe 419:

Bestimmen Sie die Losung des LOP's mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellen-
form

Z:3x4 + X5, = max
Nebenbedingungen:
—2X1+Xx, <2

—X1+2x, <7

X1 <6

X, <5
Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X2 =0

Aufgabe 420:

Eine Firma stelle 2 verschiedene Produkte her. Es stehen 3 Maschinen A, B, C zur Ver-
figung. Maschine A hat eine maximale monatliche Laufzeit (Kapazitat) von 170 Stun-
den, Maschine B von 150 Stunden und Maschine C von 180 Stunden.

Eine Mengeneinheit (ME) von Produkt 1 liefert einen Deckungsbeitrag von 300 Euro,
eine ME von Produkt 2 dagegen 500 Euro.

Fertigt man 1 ME von Produkt 1, bendtigt man dafiir zundachst 1 Stunde die Maschine
A und danach 1 Stunde die Maschine B.

1 ME von Produkt 2 belegt nacheinander 2 Stunden Maschine A, 1 Stunde Maschine B
und 3 Stunden Maschine C.

Die Firma mochte den Deckungsbeitrag mmaximieren:

Eventuelle Fixkosten sind unabhadngig von der Produktionsmenge und kdnnen daher
einfach am Ende der Berechnung vom Gesamtdeckungsbeitrag abgezogen werden, um
den Gewinn zu erhalten.
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Aufgabe 421.:

Eine Bergwerksgesellschaft besitzt zwei verschiedene Gruben (bzw. Minen), in denen
bestimmte Erzarten gefordert werden. Die Gruben befinden sich in verschiedenen Lan-
desteilen und verfiigen iber unterschiedliche Kapazitaten. Nach dem Brechen werden
bei Erz drei Klassen unterschieden, grob- mittel- und feinkérniges Erz.

Nach jeder Erzart besteht eine gewisse Nachfrage. Die Bergwerksgesellschaft kon-
zentriert sich darauf, einem Hittenwerk mindestens 12t grob-, 8t mittel- und 24t fein-
korniges Erz zu liefern.

Die Betriebskosten fiir die Gruben sind 200 GE (Geldeinheiten) pro Tag bei Grube 1 und
160 GE bei Grube 2. In der Grube 1 werden dabei pro Tag 6t grob-, 2t mittel- und 4t
feinkorniges Erz gefordert, wahrend die zweite Grube eine tagliche Leistung von 2t
grob-, 2t mittel- und 12t feinkérnigem Erz hat.

Wie viele Tage sollte jede der Gruben pro Woche befahren werden, um die Auftrage
der Firma auf wirtschaftliche Weise zu erfillen?

Losen Sie dieses Problem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

Aufgabe 422:

Ein Betrieb kann sein Produkt nach zwei Verfahren aus Grundstoffen A und B [t] sowie
Energie W [kWh] herstellen. Fiir 1 t des Produktes wird benotigt:

1. Verfahren | 2. Verfahren | verfiigbar

A 4 1 20
B 0 4 40
W 2 3 12

Die Gesamtproduktion soll maximiert werden. L6sen Sie dieses Problem mit dem Simp-
lexalgorithmus in Pivot-Tabellenform

Aufgabe 423:

Bestimmen Sie die Loésung des LOP's mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellen-
form

Zielfunktion:

Z:2Xq + X5 + X3 + 2X4 + 2X5 — max
Nebenbedingungen:

X1+ 2X3 + x4 +2x5 < 4

2X1 + 2%, + X3+ X5 <6

X1+ 2X, +2%x4 + X5 < 8
Nichtnegativitatsbedingungen:

X1, X9,X3,X4,Xs = 0
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Aufgabe 424:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z:2X4 + X, = max

Nebenbedingungen:

Xq +X, =8

3%, +x, =12

X1 +x, <10

Nichtnegativitatsbedingungen:

X1,%X3 =0

Aufgabe 425:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z: —x; — 4x, = max

Nebenbedingungen:

2Xq + 2%, =3

—2X1 +2x, = 2

Nichtnegativitatsbedingungen:

Aufgabe 426:

Losen Sie folgendes Problem mit dem Simplex-Algorithmus in Pivot-Tabellenform.
Zielfunktion:

Z:xX4 + 3X, = max

Nebenbedingungen:

X1 <6

X, +X, =4

2%, +x, <16

x, +4x, <36

Nichtnegativitatsbedingungen:
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Wiederholungsaufgaben und alte Klausuraufgaben

Aufgabe 427:

Der Waschzuber KG stellt Handtlicher, Badetlicher und Duschhandtiicher her. Fir die
Herstellung werden drei Maschinen (A, B und C) bendtigt.

Die Bearbeitungszeit fiir ein Handtuch betragt 2 Minuten auf Maschine A, 6 Minuten
auf Maschine B und 1 Minute auf Maschine C.

Die Bearbeitungszeit flir ein Badetuch betragt 2 Minuten auf Maschine A, 8 Minuten
auf Maschine B und 2 Minuten auf Maschine C.

Die Bearbeitungszeit eines Duschhandtuches betrdagt 1 Minute auf Maschine A, 2 Mi-
nuten auf Maschine B und 1 Minute auf Maschine C.

Pro Woche kann Maschine A maximal 1400 Minuten betrieben werden, Maschine B
4400 Minuten und Maschine C 1000 Minuten.

Ein Handtuch wird fir 12 Euro, ein Badetuch fir 15 Euro und ein Duschhandtuch fiir 5
Euro verkauft.

Wie viele Hand-/Bade-/Duschhandtiicher missen produziert werden, damit der Umsatz
maximal wird?

Losung dieses Optimierungsproblem mit dem Simplexalgorithmus in Pivot-Tabellen-
form.

Aufgabe 428:

Ein Landwirt besitzt einen Stall fir 10 Kihe und 20 ha Land. Pro Jahr kann er 2400
Arbeitsstunden (Ah) aufwenden. Um eine Kuh zu unterhalten bendtigt er pro Jahr 0,5
ha Land, sowie 200 Ah. Der Anbau von 1 ha Weizen erfordert 100 Ah.

Durch eine Kuh erzielt er im Jahr 350,- € und 1 ha Weizen bringt ihm im gleichen Zeit-
raum260,- € Gewinn.

In diesem Zusammenhang soll die Frage beantwortet werden, mit wie vielen Kiithen und
wie viel ha Weizen sein Gewinn maximal wird? Ermitteln Sie die L6sung anhand des
Simplex-Algorithmus in Pivot-Darstellung.
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