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Grundlagen

Aussagenlogik und Mengenalgebra
Aussagen

Definition 1:

Eine Aussage ist eine sprachliche Formulierung, die einen bestimmten Sachverhalt fest-
stellt. Eine eindeutig formulierte Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Definition 2:

Eine Aussage ist die gedankliche Widerspiegelung eines Sachverhalts in Form eines Sat-
zes einer natlrlichen oder kiinstlichen Sprache.

Jede Aussage ist entweder “ wahr oder falsch.

Die Wahrheitswerte werden auch als aussagenlogische Konstanten bezeichnet.

Darstellung solcher Aussagen in Wahrheitstabellen.

Definition 3:

Die Wahrheitstabelle zeigt fir alle mdéglichen Zuordnungen von endlich vielen (haufig
zwei) Wahrheitswerten zu den aussagenlogisch nicht weiter zerlegbaren Teilaussagen,
aus denen die Gesamtaussage zusammengesetzt ist, welchen Wahrheitswert die Ge-
samtaussage unter der jeweiligen Zuordnung annimmt.

Beispiel 1:
L Nicht A LA und B A oder B Entweder A oder B*
[ A A AlBlAADB Al Bl AvE A|B|Aa B
| w | f w| W W w | w W w| w f
| f| w w | f f w| f W w | f w
j . f|w f f | w W f|w w
Negat
B O B RS FIf| I TT| T
Konjunktion Adjunktion Kontravalenz
~Wenn A, dann B* oA genau dann, wenn B*
A|lB|lA=B A|B| A= B
w| w w w | w W
w| f f w | f f
f|w w f|w f
f]f w f]f W

Implikation Koimplikation

Bemerkung 1:

Die Implikation ” Wenn A, dann B” (”"Aus A folgt B“) bedarf noch einer ndheren Erkla-
rung. A ist eine hinreichende Bedingung fiir B. Das heil3t, dass Ereignis B tritt sicher ein,
wenn A gilt. Umgekehrt ist B eine notwendige Bedingung fiir A. Nur wenn B liberhaupt
gilt, dann kann, muss aber nicht, A eintreten. Wir wollen dies mit einem Beispiel ver-
deutlichen.

Beispiel 2:
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A: ,Heinz schwimmt im Wasser.” B: ,Heinz ist nass.”

" A—= B ,.Wenn Heinz im Wasser schwimmt, dann ist er (sicher)
nass.”

D: A+ B (Nur) Wenn Heinz nass ist, dann kann es sein, dass er im

Wasser schwimmt.” Sicher ist, wenn er nicht nass ist. dann schwimmt
er auch nicht im Wasser.
Wenn die Aussage A falsch ist, dann ist die Implikation A - B immer wahr.

Sie ist nur falsch, wenn die Voraussetzung A wahr, aber B falsch ist.
Die Koimplikation A <> B fuhrt die hinreichende mit der notwendigen Bedingung zu-
sammen. Man kann sie auch so formulieren: ”

Nur wenn A gilt,dann tritt sicher B ein und umgekehrt.
Aussageverbindungen

Definition 4:

Die Aussagenlogik untersucht den Wahrheitswert von Aussagenverbindungen in Ab-
hangigkeit von den Wahrheitswerten der einzelnen Aussagen. Dabei werden aus-
schlieBlich Aussagenverbindungen betrachtet, d.h., der Wahrheitswert der Aussagen-
verbindung hangt nur von den Wahrheitswerten der Teilaussagen und den verbinden-
den Junktoren ab.

Dabei wird der Wahrheitswert der Verbindung durch die klassischen Junktoren

Lnicht A (mA),
A und B* (AAB),
.A oder B* (AvV B),
wwenn A, dann B* (A= B),
. A genau dann, wenn B* (A< B)

bestimmt.

Dabei ist das ” logische oder” immer als ” einschliefendes oder” zu verstehen. Im Falle
der Implikation sind fiir A = B auch die folgenden Sprechweisen tblich:

. A impliziert B,
° B ist notwendig fir ” A sowie

° A ist hinreichend fur " B
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Grundgesetze der Aussagenlogik

Bemerkung 2:

Zwei aussagenlogische Ausdrucke “ A und B heillen logisch daquivalent oder wertver-
laufsgleich, in Zeichen: A = B, wenn sie die gleiche Wahrheitsfunktion reprasentieren.

Definition 5:

(a) Assoziativgesetze
(ANB)AC = AAN(BACQ),
(AVB)VC = AV (BVC(O).
(b) Kommutativgesetze
ANB = BAA,
AvB = BVA
(c) Distributivgesetze

(AVB)AC (ANC)V (BAC),
ANBVC) = (ANB)V(AANC).

Mengen

Definition 6:

Der Zusammenschluss mehrerer Objekte, bzw. Elemente, zu einer Einheit nennt man
Mengen.

Bemerkung 3:

Aufzdhlende Form einer Menge
A=1{1234,..}

Beschreibende Form einer Menge
A={x|x>2}

Leere Menge bzw. Nullmenge

@ bzw. {}
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Beziehungen und Operationen von Mengen

Gleichheit zweier Mengen

Teilmenge BCA
echte Teilmenge
(wie Teilmenge, es gibt aber mind. ein Element aus BcA

A, das nicht in B liegt)

Vereinigung (ODER)

(Elemente die in A oder B (oder in beiden) liegen) C=AUB
Schnittmenge (UND) B

(Elemente die in 4 und B liegen) C=AnB
Differenz C_a\g

(Elemente aus A, die nicht auch in B liegen)

Komplementirmenge von B C A
(Elemente aus A, die nicht in B liegen)

s
e
Il
b
—
=
-
I

Kontravalenz (XOR, exklusives ODER)
(Elemente aus A und B, nicht aber im Schnitt)

iy
3
=
'

Beispiel 3:
Gegeben sind die Mengen A = {2,5,7,8,11,15} und B = {x € N|x > 8}.

Bestimmen Sie:

a) C=AUB C=N\{1346}
b) C=ANB C = {8,11,15}

c) C=B\A C =B\ {811,15}
d) C=58 ¢ =1{1,2,34,5,6,7}
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Zahlenmengen

Natirliche Zahlen N ={1,23,4,56,..} und N,=NU({0}
Ganze Zahlen Z=Nyu{-1,-2,-3,—4,..}
Rationale Zahlen Q= {g Ip.q €Zq + 0}
Reelle Zahlen R = Q U {irrationale Zahlen}
Komplexe Zahlen C — Mathematik Il
Zusammenhang NcZcQcRcC

Intervalle

Definition 7:

Intervalle sind zusammenhangende Punktmengen (€ R) auf der Zahlengeraden zwi-
schen den Grenzen a und b, wobei gilt a < b. Bei der Angabe eines Intervalls muss
angegeben werden, ob die Grenzen dazu gehoren oder nicht.

[a,b] = {x|a < x < b} abgeschlossenes Intervall

[a,b) = {x|a < x < b} rechtsoffenes Intervall

(a,b] = {x|a < x < b} linksoffenes Intervall

(a,b) = {x]a < x < b} offenes Intervall

[a, ) = {x|a < x < oo} Beispiel fiir ein unendliches Intervall

(—o0,b] = {x| — o0 < x < b} Beispiel fir ein unendliches Intervall

(—OO, O] =R~
[0,%0) = R*
(—o0,0) =R
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Summen und Produkte

Summenzeichen

Summen Uber endliche oder unendliche Reihen kénnen statt mit Auslassungspunkten
auch mit dem Summenzeichen notiert werden.

Schreibweise mit Auslassungspunkten:
1+2+3+--+99+100

Schreibweise mit Summenzeichen:
100

Zi

i=1

Definition 8:

Die allgemeine Schreibweise einer Summe ist:

n
Zai =ay +tape +o0+ag
i=m
Eine Summe besteht ausfolgenden Komponenten:
2:Summenzeichen und die Festlegung der Rechenoperation fir die Folge

i: Laufindex oder Zahlvariable mit Anfangs- und Endwert.

a;: Berechnungsformel

Beispiel 4:

2(1—1)=(2—1)+(3—1)+(4—1)+(5—1)+(6—1)+(7—1)
i=2

=14+2+3+44+5+6=21
Rechenregeln

Definition 9:

n

Za=(n—m+1)-a

i=m

Beispiel 5:

7
Z4=(7—3+1)-a=7-4=28

i=3

Definition 10:
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n n

Z cra=c- Z a

1=m 1=Im

Beispiel 6:

a1=2'a2=4'a3=6;a =9;c=2
4
ZZ aj=2"2+244+2-6+2-9=2-2+4+6+9)=2-(21)=2"- Za,

i=1 i=1

Definition 11:

n n n
z(ai +b;) = Z(ai) + Z(bi)
1=m 1=Im 1=Im
Beispiel 7:

aq = 3'32 =5'a3 =6b1=5b2 = _2b3 =4‘ c=2

4
zz a,=2:2+42-442:64+2:9=2-2+4+6+9)=2-(21)=2" Zal
i=1

i=1 i

3 3 3
(aj+by)=) @)+ ) (b)=B+5+6)+(-2+4)=14+7=21
2= w0,

Definition 12:

Zal Zal z a; firk<m<n
i=m+1

Beispiel 8:

4
Ziz=12+22+32+42=1+4+9+16=30

4

2
212+Z =(1%2+2%)+(32+4%) =5+25=130

i=1 i=1

M-{a
—_
N
Il
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Folgende Regeln gelten nicht, diese werden aber falschlicherweise oft verwechselt.

m m m

Zai-bi iZai-Zbi mitm > 1
i=1 i=1

i=1

Beispiel 9:

a, =3;a, =5,a3 =6;b; =5;b, ==-2;b; =4

3

Zai-bi=3-5+5-(—2)+6-4=29

i=1

3 3
zai-zbi=(3+5+6)-(5—2+4)=14-70

i=1 i=1

Beispiel 10:

Zaiz=(32+52+62)=9+25+36=70

i=1
m 2
(Zai> =(3+5+6)% =142 = 196

i=1
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Produktzeichen

Das Produktzeichen m wird dazu benutzt, um die Schreibung von Produkten abzukiir-
zen.

Definition 13:

m
(e =earzsr=a,
i=1
Rechenregeln
Definition 14:

m
1_[ a= am—k+1
i=k
Beispiel 11:

4
1_[3 =341+l =34 =81
i=1
Definition 15:

m m
1_[ Boay = @ nai
i=k i=k
Beispiel 12:

al=3;az=5;ag=6

3
1_[5-ai=5-3-5-5-5-6=11.250
i=1

m 3
cm-k+1 Hai _ 53‘1+11_[ai —5%.(3-5-6) = 125 - 90 = 11.250
i=k i=1
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Mathematik |

ﬁ(ai “by) = ﬁ(ai) 'ﬁ(bi)
i=k i=k i=k
Beispiel 13:

a1:3;a2:5;a3:6;b1:5;b2:_2;b3:4‘

H(ai b)) =(3-5)-(5-(=2)) - (6-4) = 15 - (~10) - 24 = 3.600
i=k

@)-| ) =G5-6)(5-(=2)-4) =3.600
[Jer]]

Definition 17:

(1

i=k

Beispiel 14:
a, = 3;a2 = 5;a3 =6
3
naf =32.52.6% =8.100

i=1

(H af) =(3-5-6)%=8.100

i=k
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Fakultat

Eine Multiplikation von verschiedenen Zahlen, beginnend bei Eins und fortlaufend,
nennt man auch Fakultat. Dies ist eine verkirzte Schreibweise flir das Produktzeichen.

Definition 18:

n

| |ai=a1-a2-----am=n!

i=1

Beispiel 15:
6!=1-2-3-4-5-6=720

Binomialkoeffizient

Der Binomialkoeffizient ist eine mathematische Funktion, mit der sich eine der Grund-
aufgaben der Kombinatorik |6sen lasst.

Definition 19:

Beispiel 16:
(49

6) — 13.983.816
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Ausmultiplizieren von Ausdriicken
Kommutativgesetz der Addition (Vertauschungsgesetz)

In einer Summe kdénnen wir beliebig Summanden vertauschen, ohne dass sich ihr Wert
andert. Die Buchstaben a und b seien beliebige Zahlen, dann gilt immer:

a+tb=b+a

Beispiel 17:
47 + 84 =84 + 47 = 131

Das Kommutativgesetz gilt flir eine beliebig grole Anzahl von Summanden. Dies kann
man auch nutzen, um in groBeren Termen Rechenvorteile zu bekommen.

Kommutativgesetz der Subtraktion (Vertauschungsgesetz)

Das Kommutativgesetz gilt bei der Subtraktion nicht.

a—b#b-—a

Kommutativgesetz der Multiplikation (Vertauschungsgesetz)

Auch in einem Produkt kénnen wir beliebig Faktoren vertauschen. Allgemein schreiben
wir das Gesetz wieder mit Buchstaben. Flir diese Buchstaben kann man beliebige Zah-
len einsetzen. Es seien a und b wieder beliebige Zahlen, dann gilt:

a'b=b-a

Ein einfaches Beispiel: 12 -8 =812 =96

Da auch das Kommutativgesetz der Multiplikation fiir eine beliebig groBe Anzahl von
Faktoren gilt, kdnnen wir es nutzen, um durch gezieltes Vertauschen Vorteile zu erlan-
gen.

Assoziativgesetz der Addition(Verbindungsgesetz)

In einer Summe aus drei oder mehr Summanden kénnen wir beliebige Teile in Klam-
mern setzen und damit zeigen, dass wir sie zuerst rechnen wollen. Andererseits, falls
in einer Summe aus mehr als zwei Summanden Klammern stehen, kbnnen wir diese
auch weglassen.

Wir zeigen ein beliebiges Beispiel, die Summe aus a + b + c. Es gilt:

a+t+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)

Beispiel 18:
54 +23+77 =(54+23)+77 =54+ (23 +77) = 154
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Assoziativgesetz der Subtraktion

Die Subtraktion ist grundsatzlich nicht assoziativ und das Assoziativgesetz der Subtrak-
tion ist im Grunde eine Abwandlung des Assoziativgesetzes der Addition.

Wir mussen allerdings beachten, dass wenn wir beim Klammern ein Minus vor der
Klammer haben, wir das Rechenzeichen umdrehen missen, also plus zu minus und mi-
nus zu plus. Wenn wir 20 — 8 — 2 rechnen wollen, kbnnten wir 8 — 2 klammern. Hier
haben wir dann aber den Fall, dass ein ,—“ vor der Klammer ist und missen das Re-
chenzeichen umdrehen, also statt minus rechnen wir plus.

Beispiel 19:

20—-8-2

=20—-(8+2)

=20-10

=10

Assoziativgesetz der Multiplikation
Fir beliebige reelle Zahlen x, y, z gilt
(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c

die Reihenfolge in der man Produkte berechnet, spielt also keine Rolle.
Beispiel 20:
2:(3:7)=(2-3)"7=2-3-7=42

Distributivgesetz (Verteilungsgesetz)
Das Distributivgesetz ist im Grunde ein Gesetz zum Ausmultiplizieren von Klammern.

Das bedeutet, man hat ein Produkt (oder Quotienten) aus einer Zahl und einer Klammer
—oder auch aus zwei Klammern. In diesen Klammern stehen Summen oder Differenzen.
Das Distributivgesetz regelt die Verteilung des Faktors auf die Summanden.

Wir beginnen mit dem ,, Standard”-Fall, ein Faktor mal eine Summe in Klammern.

a*(b+c)=a-b+a-c=ab+ac

a(b—c)=a‘b—a-c=ab-—ac

Wir sehen, jeder Summand in der Klammer wird mit dem Faktor multipliziert, es ist, als
ob man den Faktor in die Klammer reinzieht.
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Beispiel 21:

5-(54+15)=5-54+5-15=25+75=100
5-(5—-15)=5-5-5-15=25—-75= =50

Kommutativgesetz

Vom Kommutativgesetz der Multiplikation her wissen wir, dass wir bei den ersten bei-
den Fallen Klammer und Faktor vertauschen dirften, also

(b+c)ra=b-a+c-a=ab+ac

(b—c)ra=b-ra—cra=ab-—ac

Beispiel 22:

(5+415):5=5-5+5-15=25+75=100
(5—-15):5=5:-5—-5-15=25-75=-50

Da dieses Vertauschen fiir die Division nicht zuldssig ist, nehmen wir fiir den nachsten
Fall die Buchstaben d, e und f. Das soll zeigen, dass es sich um andere Zahlen handelt.
(d+e):f=d:f+e:f

(d—e):f=d:f—e:f

Beispiel 23:

4 16
(12+4):3=12:3+43 =4+ =—

ist anders als

3
3:(12 4+ 4) =3:16=1—6
Nur eine Klammer

Jedes Glied der Summe bzw. der Differenz in der Klammer muss mit dem Faktor
vor(oder hinter!) der Klammer multipliziert werden.

Wenn eine Zahl mit einer Klammer, in der Summe oder Differenz steht, muss jeder
Summand bzw. sowohl Minuend als auch der Subtrahend mit dieser Zahl multipliziert
werden.

Entsprechend geht man vor, wenn eine Variable oder ein ldangerer Term mit einer sol-
chen Klammermultipliziert werden soll.

a*(b+c)=a-b+a-c=ab+ac

Beispiel 24:

18- (x+y)=18-x+18-y = 18x + 18y
Beispiel 25:
(-18)-(x+y)=-18-x—18-y=—18x — 18y
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Klammer mal Klammer

Wenn der Term, mit dem die Klammer multipliziert werden soll, selbst eine Klammer
mit einer Summe oder Differenz ist, muss jedes Glied der ersten Summe bzw. Differenz
mit jedem Glied der zweiten Summe bzw. Differenz multipliziert werden.

|(@a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d=ac+ad+bc+bd

Beispiel 26:

(3a+2b) - (5x — 10y) = 15ax — 30ay + 10bx — 20by)
Beispiel 27:

(—2a—3c)-(—3b—4d) = +6ab + 8ad + 9bc + 12cd
Produkt in der Klammer

Wenn in der Klammer ein Produkt steht (anstatt einer Summe oder Differenz), darf man
nicht jeden Faktor des Produkts in der Klammermultiplizieren, sondern nur einen (wel-
cher ist egal).

la-(x-y) =axy
Beispiel 28:
2-(x+y)=2x+2y aber
2-(x+y) = 2xy aber nicht 2x * 27 = 4xy
Beispiel 29:

0,5 (x-12y) = 6xy

Die Klammer kann laut Assoziativgesetz weggelassen werden.
a-(b-c)=a-b-c

Die Faktoren diirfen nach dem Kommutativgesetz vertauscht werden.
a‘(b-c)=b-(a'c)=c-(a'b)
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Bruchrechnung

Grundlagen des Bruchrechnens

Kiirzen von Briichen

Briiche werden gekiirzt, indem man den Zahler und den Nenner durch die gleiche Zahl
dividiert, umgangssprachlich auch das Kiirzen von Briichen genannt.

Beispiel 30:
3 33 1
9 9:3 3

Erweitern von Briichen

Briiche werden erweitert, indem man Zahler und Nenner mit derselben Zahl multipli-
ziert, umgangssprachlich auch das Erweitern von Briichen genannt.

Beispiel 31:
7 7-2 14
9 9.2 18

Gleichnamig machen (auf den gleichen Nenner bringen)

Mehrere Briiche werden auf den gleichen Nenner gebracht, indem man sie so erwei-
tert, dass sie im Anschluss den gleichen Nenner besitzen. Dieser gleiche Nenner wird
auch als Hauptnenner bezeichnet (Abklrzung: HN).

Der Hauptnenner ist auch das kleinste gemeinsame Vielfache (Abkiirzung: kgV) der ver-
schiedenen Hauptnenner.

Wichtig: Sollte auf Anhieb kein kgV gefunden werden, so kann man auch alle Nenner
einfach miteinander multiplizieren. Dabei erhalt man nattrlich wesentlich gréBere Zah-
len, die dann einen erhéhten Rechenaufwand erfordern.

Beispiel 32:
3 3-3 9
4" 23 12
5 5-2 10
6 6-2 12
kgv(4;6) = 12

30-339



Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Addition von Briichen

Briiche werden addiert, indem man sie auf den gleichen Hauptnenner bringt und an-
schlieBend die Zahler addiert. Im Anschluss kann eventuell noch gekiirzt werden.

3 5

176

3 33 9
123 12

5 5-2 10

6 62 12

3 5 9 10 19
5T TR 12
kgv(4;6) = 12

Subtraktion von Briichen

Briiche werden subtrahiert, indem man sie auf den gleichen Hauptnenner bringt und
anschlielend die Zahler subtrahiert. Im Anschluss kann eventuell noch gekiirzt werden.

Beispiel 33:

3 5

4 6

3 33 9

4" 43 12

5 5-2 10

6 6-2 12

3 5 9 10 1
476 12 12 12
kgv(4;6) = 12

Multiplikation von Briichen

Briiche werden multipliziert, indem man Zahler mit Zahler und Nenner mit Nenner mul-
tipliziert. Im Anschluss kann eventuell noch gekiirzt werden.

a C _ a-*C
bd b-d
Beispiel 34:

32 32 6

3
25 25 10
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Division von Briichen

Zwei Briiche werden dividiert, indem man den ersten Bruch mit dem Kehrwert des zwei-
ten Bruchs multipliziert. Im Anschluss kann eventuell noch gekiirzt werden.

ac a d_a-d
b'd b c b-c

Beispiel 35:
22 25 25 10

35 32 3-2 6
Doppelbruch

Einen Doppelbruch kann man auf die Division von Briichen zurtckfiihren.

(<]
Q.

ale
o)

o) o|o| o
ol ©

Gemischte Briiche

Bei gemischten Briichen stellt man den ganzzahligen Anteil und den Rest eines Bruches
dar. Diese gemischte Darstellung kann man wieder in die Bruchdarstellung tGberfiihren.

Beispiel 36:
31_3+1_3-2+1_6+1_7
2 2 2 2 2 2 2

Im Anschluss kann man dann die gewohnten Operationen wie Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division nach obigen GesetzmaRigkeiten durchfihren.

Hinweis:

Dabei ist zu beachten, dass nicht die gemischte Bruchdarstellung zum Rechnen heran-
gezogen wird, denn dabei kénnen Rechenfehler entstehen.

Beispiel 37:
3 1 3 1 3
2 T2 2

Diese Vorgehensweise ist falsch und fiihrt natiirlich auch zum falschen Ergebnis.

32-339




BE TEC SR .
( Technik International Project Engineering IPB Mathematik I

Umwandlung von Briichen in die Dezimalschreibweise

Man kann einen Bruch natirlich auch in eine Dezimalschreibweise umformen. Dabei
sollte man immer beachten, ob durch die Umwandlung ein Genauigkeitsverlust ent-
steht. Ist dies der Fall, sollte dies nicht durchgeflihrt werden.

Hinweis:

Hier ist zu behandeln, wie Briiche in den Taschenrechner einzugeben sind. Dabei ist auf
das Modell zu achten.

Beispiel 38:
L 0,33
3 - 1)

Nicht ratsam diesen Bruch in Dezimalschreibweise umzuwandeln.
> = 1,25
4 - )

Dieser Bruch kann ohne Bedenken in eine Dezimalschreibweise umgewandelt werden.
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Potenzen

Bezeichnungen

=C

a: Basis
n: Hochzahl, Exponent
c: Potenzwert

Die Potenzgesetze ermoglichen uns, Potenzen mit dhnlichen Eigenschaften zusammen-
zufassen, zum Beispiel das Zusammenfassen von Potenzen mit der gleichen Basis oder
Potenzen mit dem gleichen Exponenten.

Addition und Subtraktion von Potenzen

ax" + bx" = (a £+ b)x"

Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Exponenten kénnen addiert oder subtrahiert
werden.

Beispiel 39:
3x3 + 4x3 — 5x3 = 2x3

Potenzgesetze

a’=a-a----a (nmala)

Eine Potenz ist eine Multiplikation gleicher Faktoren (Basis), bei der der Exponent die
Anzahl der Faktoren angibt.

Beispiel 40:
3:3:3=3%3=27
Dieses auch in den Taschenrechner eingeben.

Wichtig ist der Hinweis, dass es zu folgender Rechnung keine GesetzmaRigkeit gibt, und
damit die Rechnung falsch ist. Dieses wird sehr haufig verwechselt.

3434333

a®=1

Beispiel 41:
30 =1
Beispiel 42:

0% = nicht definiert

1

a =a
Beispiel 43:
31=3
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Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis

‘ aM . gl = gm+n

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert indem man die Hochzahlen addiert
und die Basis beibehalt.

Einfache Beispiele

Beispiel 44:

33 . 32 — 33+2 — 35

Hierbei ist zu bemerken, dass die Berechnung
33 . 32 — 33'2 — 36

zu einem falschen Ergebnis fihrt.
Bemerkung:

n a" fallsngerade —» (-3)2=32=9
| |
_a —27

I falls nungerade — (—3)3=-33=

Division von Potenzen mit gleicher Basis

— a™™ 3 #£0
a

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert indem man die Hochzahlen subtrahiert
und die Basis beibehalt.

Beispiel 45:
38

_ 28-3 _ 25
3= 3 =3

Potenzieren von Potenzen

Potenzen werden potenziert, indem man die Exponenten multipliziert und die Basis
beibehalt.

‘ (am)n = (an)m — am-n

Beispiel 46:
(42)3 — 46
Division von Potenzen mit ungleicher Basis aber gleichem Exponenten

Potenzen mit ungleicher Basis aber gleichem Exponenten werden dividiert, indem man
ihre Basen dividiert und den Exponenten beibehalt.

a™ a\m

b_m - (B) b * 0
Beispiel 47:

305 (30)3 33 o
103 \10/ =
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Multiplikation von Potenzen mit ungleicher Basis aber gleichem Exponenten

Potenzen mit ungleicher Basis aber dem gleichem Exponenten werden multipliziert,
indem man ihre Basen multipliziert und den Exponenten beibehalt.

a™-b™ = (a-b)™

Beispiel 48:
123-3%3 = (12-3)83

Wechseln der Potenz zwischen Zdahler und Nenner

am —°

Setzt man eine Potenz vom Zahler in den Nenner oder umgekehrt, so andert sich das
Vorzeichen des Exponenten.

Beispiel 49:
1

— 92
2=?
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Wurzeln
Grundlagen

Das Wurzelziehen (oder Radizieren) ist die Umkehrung des Potenzierens. Daher sind
die Wurzelgesetze den Potenzgesetzen sehr dhnlich. Die Wurzel aus einer positiven
Zahl ergibt wieder eine positive Zahl. Aus einer negativen Zahl lassen sich keine Wur-
zeln mit geradem Wurzelexponenten ziehen. Wurzeln lassen sich nach bestimmten Re-
geln multiplizieren, dividieren, radizieren und potenzieren. Im Folgenden werden wir
uns anhand von Beispielen mit den Wurzelgesetzen vertraut machen.

Bezeichnungen

Das Wurzelziehen (in der Mathematik auch das Radizieren genannt) ist die Umkehrung
der Potenzrechnung. Wenn a™ = x ist, so ergibt wieder die n-te Wurzel aus x wieder a.

Man hat sich auf folgende Schreibweise verstandigt:

Vx=a

n: Wurzelexponent
x: Radikand oder Wurzelbasis
a: Wurzelwert

Bei der ersten Wurzel wird einfach das Wurzelzeichen weggelassen.

Vx =x

Die zweite Wurzel wird als Quadratwurzel oder einfach nur als die Wurzel bezeichnet
und der Wurzelexponent weggelassen.

R =

Bei allen anderen Wurzeln muss der Wurzelexponent hingeschrieben werden, um eine
eindeutige Berechnung zu ermoéglichen.
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Wourzeln mit geradem Wurzelexponenten

Potenzen mit einer geraden Hochzahl (Exponent) sind immer auch positive Zahlen. Aus
diesem Grund lassen sich bei geraden Wurzelexponenten n die n-te Wurzel nur aus
positiven Zahlen (x = 0) ziehen. Das Ergebnis ist dann wieder eine positive Zahl.

Beispiel 50:

Vi6 =2

24 =16

Es ist aber auch (—2)* = 16.

Nach der Definition der Wurzel wurde festgelegt, dass bei einem positiven Radikant x
das Ergebnis der n-ten Wurzel aus x eine nichtnegative Zahl sein muss.

Wourzeln mit ungeradem Wurzelexponenten

Bei einem ungeraden Wurzelexponenten kann man die n-te Wurzel sowohl aus einer
positiven als auch aus einer negativen Zahl ziehen.

Im Fall eines positiven Radikanden ist das Ergebnis wieder eine positive Zahl.

Im Fall eines negativen Radikanden ist das Ergebnis eine negative Zahl.

Beispiel 51:
V8 =2
V-8=-2

In diesem Beispiel handelt es sich um Kubikwurzeln, weil der Wurzelexponent n=3 ist.
Quadratwurzeln

Wenn der Wurzelexponent n=2 ist, so spricht man von sogenannten Quadratwurzeln.
Dabei wird in der Schreibweise die zwei im Allgemeinen weggelassen.

Als Sprechweise hat sich fiir die Quadratwurzel auch der einfachere Begriff "Wurzel"
eingebirgert.

K =

Aus Quadratzahlen lassen sich sehr einfach die Wurzeln ziehen. Als der Ergebnis dieser
Rechnung erhalten wir eine natirliche Zahl.

Wenn wir aber die Wurzel aus einer nicht quadratischen Zahl ziehen, so erhalten wir
als Ergebnis dieser Rechnung eine irrationale Zahl, die nicht als Bruch geschrieben wer-
den kann.

Sollte die Wurzel keine Quadratzahl sein, so sollte die Wurzel nicht ausgerechnet wer-
den. Auch kann sie im Ergebnis stehen bleiben.
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Umrechnung von Wurzeln in Potenzen

Fir das Umrechnen von Wurzeln in Potenzen oder umgekehrt gelten folgende Regeln:

1
‘{&:Xa
U =

m
n

Beispiel 52:
1

3 15
325 =323 =3/(25)3 = Y215 =25 =22 =38
Addition/Subtraktion von Wurzeln

Die Addition von Wurzel ist zwar grundsatzlich moéglich, damit aber diese Rechenope-
ration durchgefiihrt werden kann, miissen der Radikand und der Wurzelexponent tber-
einstimmen. Ist dies nicht der Fall, so kann die Addition nicht durchgefiihrt werden.

u-Vxtv-Vx=(utv) W

Beispiel 53:
6:-V3-2-Y3=(6-2)-V3=4-V3
Multiplizieren von Wurzeln

Die Wurzeln haben alle den gleichen Radikanden, aber unterschiedliche Wurzelexpo-
nenten. Es muss folgende Regel angewendet werden:

W . % = "\/xm+n

Dies erfolgt ausfolgender Herleitung:

1 1 1.1 m-+n .
aﬁ.aﬁzaa+ﬁ=am'n =mr{/m
Beispiel 54:

V64 - V64 = “/642+3 = /645 = 32

Die Wurzeln haben den gleichen Wurzelexponenten, aber unterschiedliche Radikan-
den. Man kann die Radikanden multiplizieren und aus dem Produkt die Wurzel ziehen:

Wy = Yy

Analog gilt wie oben die folgende Herleitung:

1 1 1
xXneyn = (x-y)n =Yx-y
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Beispiel 55:

V5-325 =3125=5

Umgekehrt kann man auch die Wurzel ziehen, indem die Radikanden in einzelne Fak-
toren zerlegt und aus den einzelnen Faktoren die Wurzel zieht.

Beispiel 56:
V81 =1327-3=327-13=3-33

Da die dritte Wurzel aus 3 eine irrationale Zahl ergibt, lasst man die 3 unter der Wurzel
stehen und rechnet sie auf keinen Fall aus. (Teilweises radizieren)

Dividieren von Wurzeln

Die Wurzeln haben den gleichen Radikanden, aber unterschiedliche Wurzelexponen-
ten. Es muss folgende Regel angewendet werden:

& — mn Km-n
Vx
Bei Potenzen mit gleicher Grundzahl gilt natlrlich analog das gleiche:
1
Xm 1 1 n-m _
— =Xm n=xnm = "R/xn-m
xn
Beispiel 57:
V81 Ei/— 8
= /812 = V6.561 = 3
V81

Die Wurzeln haben den gleichen Wurzelexponenten, aber unterschiedliche Radikan-
den. Dann kénnen die Radikanden dividiert werden und aus dem Ergebnis die Wurzel
gezogen werden.

W_nx

nfy Y

Das gleiche gilt fiir Potenzen mit unterschiedlicher Basis:

1

1

Xm X\m m [X
=l
ym y y
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Beispiel 58:
V8 31 1
Y6z 8 2

Umgekehrt kann die Wurzel aus einem Bruch ziehen, im dem man sie einzeln aus Zahler
und Nenner zieht.

308 Y8 2
125 3125 5

Sonderfall beim Dividieren

Wenn der Radikand im Zahler gleich 1 ist, ergibt sich natirlich auch fiir seinen Wurzel-
wert gleichl und damit vereinfacht sich der Bruch folgendermalien:

mil 1
X Ax
Beispiel 59:
sfr1 11
125 %125 5

Radizieren einer Wurzel

Man kann die Wurzel aus einem Wurzelterm ziehen, indem man die Wurzelexponenten
multipliziert. Das Produkt ergibt den Wurzelexponenten des Radikanden zu x:

7w = s

Das gleiche gilt natiirlich auch hier fir die Potenzen:

1
1\n 1

—\n — .
(xm) = Xmn = mr{/;

Beispiel 60:

5
V32768 = 'V/32768 = 2
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Potenzieren einer Wurzel

Ein Wurzelterm wird potenziert, indem der Radikand potenziert wird. Es wird also die
Wurzel aus der Potenz des Radikanden gezogen:

(3" = Vo

Das gleiche gilt natlirlich auch hier fiir die Potenzen:
1\M m

(aﬁ) =qn = n\/ am

Beispiel 61:

2
(V27)" =272 =V729 =9
Kiirzen von Wurzeln

Exponenten und Wurzelexponenten lassen sich gegeneinander kiirzen.

Y = Yy

Beispiel 62:
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Binomische Formeln

Wir wissen ja wie man Klammern aufldsen kann. Hierbei gibt es drei ganz wichtige Son-
derfélle, die sehr haufig auftreten. Die Auflésung der Klammern kann recht einfach
durch Anwendung der Binomischen Formeln erreicht werden. Diese Binomischen For-
meln wollen wir in dem Folgenden uns anschauen.

Binomische Formel

‘(a1+b)2=(a+b)(a+b)=a12+ab+ab+b2=a2+2ab+b2

Dabei ist nur die linke und die rechte Seite des Ausdrucks relevant, den man sich mer-
ken sollte. Die untere Darstellung nennt man auch die 1. Binomische Formel.

‘(a1+b)2=a2+2ab+b2

Beispiel 63:
2x+3)2=02x+3)2x+3)=4x>+6x+6x+9 =4x*>+12x +9

2. Binomische Formel

‘(a—b)z=(a—b)(a—b)=a2—ab—ab+b2=a2—2ab+b2

Auch hier ist wieder die nur die Linke und die rechte Seite relevant. Die untere Darstel-
lung nennt man auch die 2. Binomische Formel.

‘(a—b)2=a2—2ab+b2

Beispiel 64:
(2x—3)2=(2x—-3)(2x—3) =4x?2—6x—6x+9 =4x? —12x+9

3. Binomische Formel

‘(a+b)(a—b)=a2—ab+ab—b2=a2—b2

Auch hier ist wieder die nur die Linke und die rechte Seite relevant. Die untere Darstel-
lung nennt man auch die 3. Binomische Formel.

| (a+b)(@a—b) = a2 — b?

Beispiel 65:
(2x+3)(2x—3) =4x®> —6x+6x—9 =4x2 -9
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Pascalsches Dreieck
Definition 20:

Hat man ein Binom der Form (a+b)" so kann man dies ganz einfach berechnen.

1 (a+b)?=1
1|1 (a+b)!=1a+1b
1121 (a+b)? = 1a% + 2ab + 1b?
(a+b)®*= 'a®>+ “a’b + “ab? + b?

14|64 |1 (a+b)* = 1a* + 4a’b + 6a’b? + 4ab> +1b*

(a+b)® = 1a®+ Sa*b + 10a’b?* + 10a®b’ + “ab* +1b°

Beispiel 66:

Berechnen Sie (2+5)3.

Beispiel 67:
Entwickeln Sie (x-4)%.
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Logarithmen
Einfihrung

Als erstes muss geklart werden, fir was ein Logarithmus gebraucht wird. Dazu sollte
folgendes einfliihrendes Beispiel gemacht werden.

Beispiel 68:
2* =8

Wie an diesem Beispiel erkennt, ist es bei einfachen Zahlen leicht die Losung zu finden.
Nimmt man aber ein Beispiel, bei dem keine gerade Zahl als Losung herauskommt, so
haben wir jetzt die Schwierigkeit die Losung zu finden.

7% =11

Dies bedeutet folgendes:

Ein Logarithmus wird immer dann bendtigt, wenn die Unbekannte in der Potenz steht.

Solche oben dargestellten Gleichungen kann man mittels den Logarithmen umformen.

Umformungsregel:

a*=b - x=log,b
Bezeichnungen (a* = b):

x: Exponent

a: Basis

b: Potenzwert
Bezeichnungen (x = log, b):
a: Logarithmusbasis

b: Numerus

x: Logarithms

Daraus ergibt sich folgende Aussage:

Der Logarithmus von b zur Basis a ist der Exponent x, mit dem man eine Basis a poten-
zieren muss, um den Potenzwert (Numerus) b zu erhalten.

Dabei gelten folgende Einschrankungen:

ab>0Ab=#1

Beispiel 69:

*=9 - logz9=x
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Logarithmengesetze

Logarithmieren und Potenzieren zur gleichen Basis b heben sich also gegenseitig auf.

Beispiel 70:

a*=b - x=log,b
alogab =b

Als Zahlenbeispiel:
Zlogz 100 — 100

Basiswechselsatz

Wenn ein Logarithmus zu einer bestimmten Basis nicht bekannt ist, oder nicht berech-
net werden kann, so kann er mit dem Basiswechselsatz in den Quotienten zweier Loga-
rithmen zur Basis c umgewandelt werden.

log.b
log.a

Dieser Basiswechselsatz wird hauptsachlich zum Berechnen von Logarithmen mit dem
Taschenrechner benutzt. In vielen Taschenrechnern hat es nur bestimmte Logarithmen.

Bezeichnungen fiir Logarithmen
Dekadischer oder 10er-Logarithmus:
Einen Logarithmus zur Basis 10 wir als der dekadische Logarithmus bezeichnet.

Es wird dazu folgende Schreibweise verwendet:

[log,(b) = Ig (b)

Natirlicher Logarithmus:
Einen Logarithmus zur Basis e wird als natiirlicher Logarithmus bezeichnet.

Es wird dazu folgende Schreibweise verwendet:

| 1og.(b) = In(b)

Binadrer Logarithmus:
Einen Logarithmus zur Basis 2 wird bindrer oder dualer Logarithmus genannt.

Es wird dazu folgende Schreibweise verwendet:

[ log,(b) = Ib(b)

Achtung:

Auf Taschenrechner wird sehr hdufig der dekadische Logarithmus mit log bezeichnet.
Hier muss einfach aufgepasst werden.
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Beispiel 71:
Berechnen Sie mit dem Taschenrechner.
logs; 7 = M =1,7712

In (3)

Logarithmus eines Produkts

Ein Produkt wird logarithmiert, indem man die Logarithmen der einzelnen Faktoren
addiert.

log,(u-v) = log,(u) + logy(v)

Beispiel 72:
log,(4-8) =log,(4) +1og,(8) =2+3=5

Logarithmus eines Quotienten

Ein Quotient wird logarithmiert, indem man die Logarithmen der einzelnen Faktoren
des Zahlers und des Nenners subtrahiert.

log, (=) = loga(w) — log,(¥)

Beispiel 73:

56
logs (?) = logz(56) —logz(8) = 3,6640 — 1,8928 = 1,7712

Logarithmus einer Potenz

Eine Potenz wird logarithmiert, indem der Exponent mit dem Logarithmus der Basis
multipliziert wird.

loga(bn) =n- IOga(b)

Beispiel 74:
logg(4%) = 2 -logg(4)

Logarithmus einer Wurzel

Eine Wurzel wird logarithmiert, indem man den Kehrwert des Wurzelexponenten mit
dem Logarithmus des Radikanden multipliziert.

loga(W) =log, (b%) = % log,(b)

Beispiel 75:

11
log, V27 = log,(272) = 7 1084(27)
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Kehrwertsatze des Logarithmus

Man kann einen Logarithmus berechnen, indem man die Basis mit dem Numerus ver-
tauscht und dann den Kehrwert bildet.

log,b =
ez logy, a

Beispiel 76:

log7(5) = Toga (7)

Sonderfdlle und besondere Logarithmen

Hier einige Sonderfdlle, wobei es nitzlich sein kann, zu wissen was flir ein Ergebnis
herauskommt. Damit kann man Rechenwege verkiirzen.

log, a =1g(10) =In(e) =1b(2) =1
log,1=1g(1) =In(1) =1b(1) =0
log,(a™) =1g(10™) = In(e™) =1b(2") =n
logab — 10led) — aln(b) _ 7lb(b) _

Fur das Rechnen mit Logarithmen sollte der ungefdahre Verlauf von Logarithmen be-
kannt sein. Deshalb hier der allgemeine Verlauf von Logarithmen am Beispiel des na-
tarlichen Logarithmus.

In(—2) = kann nicht berechnet werden
In(0) = kann nicht berechnet werden
In(0,5) = negativ

In(1) =0

In(2) = positiv

Wenn der Numerus des Logarithmus kleiner oder gleich Null ist, so ist der Logarithmus
nicht definiert.

Wenn der Numerus des Logarithmus zwischen Null und Eins liegt, ist der Logarithmus
immer negativ.

Wenn der Numerus des Logarithmus gleich eins ist, ist der Logarithmus Null.

Wenn der Numerus des Logarithmus groBer als Eins ist, ist der Logarithmus immer po-
sitiv.
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Haufig gemachte Fehler
Vorher wurde folgendes Logarithmusgesetz behandelt.

log,(u-v) =log,(u) + logy(v)

Dieses wird sehr haufig mit folgendem verwechselt.

loga(u +v) = log,(u) - logy(v)

Hierbei handelt es sich aber um keine gliltige GesetzmaRigkeit.

Etwas Ahnliches gilt fiir folgende GesetzmaRigkeit.

u
log (=) = loga(w) — log(v)
Dieses wird sehr haufig mit folgendem verwechselt.

log,(u)
log, )

log,(u—v) =

Eine weitere Gesetzesmaligkeit.

log,(b™) = n - loga(b)
Dieses wird sehr haufig mit folgendem verwechselt.

logi b = (log,(b))? # log,(b™) = n - log,(b)
Achtung:

Mathematik |

Es gibt zwar ein Logarithmusgesetz fiir den Logarithmus einer Potenz, aber nicht fir die

Potenz eines Logarithmus.
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Trigonometrie und Winkelgesetze

Bogenmal

Das Bogenmall ist ein WinkelmaR. Die dimensionslose Zahl tragt oft den Zusatz Radiant
bzw. rad, um die Gré68e von Grad zu unterscheiden.

Definition 21:

Das Bogenmald eines Winkels a ist definiert als das Verhaltnis der Lange des Kreisbo-
gens b zum Radius r:

a=-
r

Ist der Kreis ein Einheitskreis mit r=1, dann ist das Bogenmal gleich der Liange des
Kreisbogens b.

Beispiel 77:
GradmaB | BogenmaB
Winkel des Vollkreises 360° 2T
Winkel des Halbkreises 180° T
rechter Winkel ap° g
Umrechnung

Die Umrechnung eines BogenmaRes in Grad erfolgt nach folgender Formel:

180
o° = Grad = — a’d

Umgekehrt ldsst sich ein Bogenmald nach der folgenden Formel bestimmen:

rad m
a™® = Bogenmafd = — - a°

180

Die Umrechnungsfunktion von Winkel im GradmaR in das Bogenmal heillt arc oder ar-
cus (lat. Bogen). Somit ist arc(a) das Bogenmal’ des in Grad angegebenen Winkels a.

Die Angaben Bogenminute und Bogensekunde beziehen sich nicht auf das BogenmaR,
sondern sind Untereinheiten von Grad.
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In vielen Berechnungen der Physik und der Mathematik ist das Bogenmald das zweck-
malRigste Winkelmal. Flr den Alltagsgebrauch ist es unpraktisch, da Werte im Bogen-
maR recht unanschaulich sind (z. B. hat ein Winkel mit dem BogenmaR 1 rad ein Grad-
mall von ca. 57°). Daher wird in der Alltagspraxis stattdessen meist das GradmaR ver-

wendet.
Winkelbeziehungen am rechtwinkligen Dreieck

Sinus, Kosinus und Tangens sind Verhadltnisse zweier Dreiecksseiten in Abhangigkeit ei-
nes Winkels.

) . Gegenkathete Ankathete
D smoe=— cosSgy = ——
) Hypotenuse Hypotenuse
/: ; Gegenkathete : Ankathete
a AL = T nkathete cota= Gegenkathete

@ = Ankathete, b = Gegenkathete,
¢ = Hypotenuse

Winkelbeziehungen am Einheitskreis

Betrachtet wird ein Kreis um den Koordinatenursprung mit dem Radius r = 1.

Il. Quadrant h |. Quadrant
r
- - T T - -
- .
= e
- ,
r \
j"’ — tana

!

! 1;;5' - -
!
I ———
i @y —— sin o
| COs o |
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. Quadrant V. Quadrant
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Bemerkung 4:

Der Einheitskreis wird in 4 Quadranten mit je 90° eingeteilt

Die Winkel werden entgegen dem Uhrzeigersinn aufgetragen, entsprechend der ma-
thematischen Vorzeichendefinition

Die Funktionswerte von sin a und cos a liegen zwischen -1 und +1

Die Funktionswerte von tan a laufen von — ® bis + @

Winkelgesetze

Komplementarwinkel Erganzungswinkel Scheitelwinkel
a+ f=90° @+ ff = 180° f
Stufenwinkel Wechselwinkel Nachbarwinkel

£

/) a+f=180°
/)

Paarweise rechtwinklige %
[

Schenkel o
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Trigonometrische Zusammenhange

Satz des Pythagoras

o

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b sowie der Hypotenuse c ist
die Summe der Kathetenquadrate a% und b? gleich dem Hypotenusenquadrat c2.

c? =a® + b?

Kathetensatz des Euklid

Definition 22:
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Beispiel 78:

Bei der Konstruktion eines Gestells sind die Langen c und p bekannt. Die Ldngen a und
b missen nun noch bestimmt werden.

Gegeben: c=5cm; p =2cm
Gesucht: a; b

Lésung:

g=c-p

q=5cm-2cm

gq=3cm

a’=c-p

a2=5cm - 2cm

a? = 10cm?
a=3,16cm
b2=c-q

b2 =5cm - 3cm
b2 = 15cm?
b=3,87cm

Hohensatz des Euklid

Der Hohensatz des Euklid lehnt sich stark an den Kathetensatz an.

Definition 23:

h*=p-q
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Beispiel 79:
Die Lange p sei 2cm, die Lange q sei 3cm. Die Hohe soll bestimmt werden:
p=2cm

q=3cm

Lésung:

h*=p-q

h2=2cm - 3cm

h? = 6cm?// Wurzel ziehen
h=2,45cm

Sinussatz

Der Sinussatz und der Kosinussatz sind zwei Erweiterungen der trigonometrischen
Funktionen, die an sich ja nur in rechtwinkligen Dreiecken definiert sind, auf beliebige
Dreiecke.

Der "Trick" dabeiist in beiden Fallen, das Dreieck durch eine H6he in zwei rechtwinklige
Teildreiecke zu "teilen". (Die Hohe steht senkrecht auf der Seite.)

Definition 24:

Der Sinussatz beschreibt das Verhaltnis der Seitenldnge zu den gegeniiberliegenden
Winkeln im Dreieck.

Der Sinussatz kann dazu verwendet werden, um aus der Angabe von zwei Winkeln und
einer Seite das Dreieck zu berechnen.

oL

Definition 25:

sin(a) _ sin(B) _ sin(y)
a_ b ¢
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Kosinussatz

Der Kosinussatz wird auch als trigonometrischer Pythagoras bezeichnet. Das rihrt da-
her, dass mit ihm wie beim Satz des Pythagoras eine fehlende Dreieckseite berechnet
werden kann, allerdings im Gegensatz zum Pythagoras, der ja nur fir rechtwinklige
Dreiecke gilt, in jedem beliebigen Dreieck.

Man kann ja ein Dreieck eindeutig konstruieren, wenn man zwei Seiten und den einge-
schlossenen Winkel gegeben hat (Kongruenzsatz SWS). Also zum Beispiel die Seiten b
und c und den Winkel a in diesem Dreieck:

Definition 26:

In der Trigonometrie driickt der Kosinussatz eine Beziehung zwischen den drei Seiten
und einem Winkel im Dreieck aus.

Die Formeln zum Kosinussatz beziehen sich auf die folgende Grafik:

c
Definition 27:
a2 = b% + ¢ — 2bc - cos (a)
b2 = a? + c? — 2ac- cos(B)
¢ = a2 + b2 — 2ab - cos (Y)
Beispiel 80:

Gegeben seia=11, b =10 und c = 13. Berechnet werden soll der Winkel a.
Losung:
a? =b?% + ¢2 — 2bc cos (a)

a’? —b? —c?

cos(a) = ~obe

112 — 10% — 132
cos(e) = —— 70713
cos(a) = 0,57
a = 55,25°
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Gleichungen

Grundlegende Definition
Definition 28:

Die Definitionsmenge D einer Gleichung ist die Menge aller Zahlen aus der Grund-
menge, fir die alle

in der Gleichung vorkommenden Ausdriicke definiert sind.

Die Losungsmenge L einer Gleichung ist die Menge aller Zahlen, die die Gleichung er-
fallen, d.h. die

Zahlen, flr die die Aussage der Gleichung wahr ist.
Lineare, quadratische und kubische Gleichungen

Werden zwei Terme durch ein Gleichheitszeichen miteinander verbunden, so entsteht
eine Gleichung. Enthalt die Gleichung die Variable x nur in der 1. Potenz, so spricht man
von einer linearen Gleichung.

Was muss getan werden um eine lineare Gleichung zu 16sen?

Um lineare Gleichungen zu l6sen, flihren wir systematisch arithmetische Operationen
auf beiden Seiten der Gleichung aus.

Hier einige Gleichungstypen, die in Aufgaben haufig vorkommen.

° Einfache lineare Gleichung mit der Variablen x auf der linken Seite.

) Einfache lineare Gleichung, bei der die Variable x auf beiden Seiten vorkommt.

. Lineare Gleichung mit der Losungsvariablen x und den Formvariablen m, n und a.

° Einfache lineare Gleichung mit Briichen und der Variablen auf der linken Seite.

) Lineare Gleichung, mit Briichen, bei der die Variable x auf beiden Seiten vor-
kommt.

. Lineare Gleichung mit Klammerausdriicken.

° Lineare Gleichung mit eckiger und runder Klammer (Zweifachklammerung).

° Lineare Gleichung mit geschweifter, eckiger und runder Klammer (Dreifachklam-
merung).

Ein paar wichtige Begriffe, die im Zusammenhang von linearen Gleichungen oft auftau-
chen und unbedingt erwdhnt werden missen.

Losungsmenge

Die Losungsmenge (L) enthalt alle Werte, die fiir die Variable x eingesetzt werden kon-
nen, damit flr die Gleichung eine richtige Losung entsteht. Bei linearen Gleichungen
die eine Losung besitzen ist dies genau ein Wert.
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Grundmenge

Alle Werte die fiir eine mogliche Loésung zur Verfiigung stehen (G). Diese Zahlen kom-
men meistens aus den reellen Zahlen (R).

Wenn eine Gleichung gelost wird, so bedeutet dies, dass eine Losungsmenge bestimmt
wird.

Definitionsmenge

Die Definitionsmenge (D) ist die Menge aller Zahlen, die als mogliche Losung in Be-
tracht kommen.

Eine Losungsmenge wird bestimmt durch Aquivalenzumformungen der Gleichung. Da-
bei ist zu beachten, dass die Umformungen die Losungsmenge der Gleichung nicht ver-
andert.

Wichtige Einschrankungen in der Definitionsmenge.

. Die Variable steht im Nenner (teilen durch Null).

. Der Radikand einer Wurzel muss gréRer oder gleich Null sein.

° Der Numerus eines Logarithmus muss immer grofer als Null sein.
Aquivalenzumformungen

Eine Gleichung besteht aus zwei Termen mit einem Gleichheitszeichen dazwischen,
also ist von der Form Term1 = Term?2.

Aber nur wenn die zwei Terme wertgleich sind, stimmt das fir alle Werte. Fiir gewdhn-
lich sind die zwei Terme aber nicht wertgleich, sodass wir die Lésungsmenge bestim-
men miissen, also die Zahlen suchen miissen, die man fir die Variablen einsetzen kann,
sodass wir dadurch eine wahre Aussage erhalten.

Die Lésungsmenge einer linearen Gleichung findet man durch Aquivalenzumformung,
das ist eine Umformung, die die Losungsmenge einer Gleichung nicht verandert.

Folgendes ist bei Aquivalenzumformungen zu beachten, damit sich die Lésungsmenge
nicht verandert:

° Zusammenfassung gleichartiger Glieder, die auf derselben Seite einer Gleichung
stehen

° Auf beiden Seiten der Gleichung ist die gleiche Zahl oder der gleiche Term zu ad-
dieren oder subtrahieren.

° Beide Seiten einer Gleichung mit der gleichen Zahl, mit demselben Term zu mul-
tiplizieren oder durch die gleiche Zahl zu dividieren.

° Vertauschen von rechter und linker Seite der Gleichung
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Keine Aquivalenzumformungen sind:

° Multiplikation mit Null

. Division durch Null

o Quadrieren

. Wourzel ziehen

° Logarithmieren

Die Schwierigkeit in der Lésung von linearen Gleichungen liegt also nicht in der direkten
Losung, sondern in den Vereinfachungen, die notwendig sind, um die Gleichung in die
Standardform zu bringen um das Ergebnis zu erhalten.

Dies soll in den nichsten Ubungen den Studenten nidher gebracht werden. Dabei ist auf
die bereits erarbeiteten Grundlagen zurickzugreifen.

Lineare Gleichungen

Eine lineare Gleichung ist eine mathematische Bestimmungsgleichung, in der aus-
schlieBlich Linearkombinationen der Unbekannten vorkommen.

Beispiel 81:

Bestimmung die Definitionsmenge.
Losen der folgenden Gleichung.
Bestimmung der Losungsmenge.
D=R

2x—3=5x+7 |—2x
—-3=3x+7 |=-7

—10 = 3x |:3
10
-5 =x
10
=T
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Beispiel 82:

Bestimmung die Definitionsmenge.
Losen der folgenden Gleichung.
Bestimmung der Losungsmenge.
D=R

ax+7=3x—b |—3x
ax—3x+7=-b |-7
ax—3x=-b—-7
x(@—3)=—-(b+7) |:(a—3)

Hier muss beachtet werden:, dass a nicht 3 sein darf, da wir sonst durch Null teilen
wirden. Wir fligen diese Bedingung der Definitionsmenge hinzu.

D =Rund a # 3

(b+7)
(@a-3)
o b+
_{_(a—S)}

Beispiel 83:

Bestimmung die Definitionsmenge.
Losen der folgenden Gleichung.
Bestimmung der Lésungsmenge.
D=R

(x—3)?+3x* = (2x + 7)?

x? —6x+ 9 + 3x? = 4x? + 28x + 49
4x? —6x +9 = 4x? + 28x + 49 | — 4x?
—6x+9 =28x+49 | —28x
—34x+9=49 | -9

—34x =40 |:(—34)

40 20

TTmT Ty
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Quadratische Gleichungen

In einer quadratischen Gleichung kann neben dem Vielfachen dieser Variablen auch das
Quadrat dieser Variablen vorkommen, nennt man quadratische Gleichung.

Die Definitionsmenge ist bei quadratischen Gleichungen nicht eingeschrankt. Sollte
aber immer angegeben werden.

Bei quadratischen Gleichungen gibt es entweder keine, eine oder zwei Losungen. Als
weitere aber seltene Variante gibt es auch noch unendlich viele Losungen, dabei ms-
sen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens gleichwertige Terme stehen.

Es sollte das Ergebnis immer mit einer L6sungsmenge angegeben werden. Man sollte
sich mit diesem Schritt immer vergewissern, dass keine Lésungen angegeben werden,
die in der Definitionsmenge ausgeschlossen wurden. Dies passiert hauptsachlich bei
nicht dquivalenten Umformungen.

Gleichungen in faktorisierter Darstellung (Faktor mal Faktor=0)
Diese Gleichungen liegen in folgender Form vor:

(ax+b)(cx+d) =0 mita,b+#0

Beispiel 84:

Bx—3)x+4) =0)

Diese Art von quadratischer Gleichung ist am einfachsten zu I6sen.

Bei der Losung muss man nur wissen, dass ein Produkt genau dann Null ist, wenn min-
destens einer der Faktoren Null ist. (Faktordarstellung)

Deshalb setzt dabei jeden der Faktoren auf null und erhalt damit die Lésungen.
Fir obiges Beispiel ergibt sich dann:

B3x—3)=0

x,=1

x+4)=0
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Eine Sonderform dieser Gleichungsart ist:

Es fehlt das absolute Glied. Diese Art wird durch ausklammern von x in die Faktordar-
stellung gebracht. Allgemeine Form:

ax?+bx=0

x(ax+b) =0

Beispiel 85:

2x? —4x=x(2x—4) =0
x; =0

2x—4=0

X, =2

L = {0;2}

Reinquadratische Gleichungen

Allgemeine Form:

ax?+b=0

Bei diesem Gleichungstyp tauchen keine Vielfachen der Variablen auf.

Die beiden Seiten der Gleichung missen so umgeformt werden, dass auf der einen Seite
die Vielfachen von x? stehen und auf der anderen Seite die Zahlenwerte.

In der Mathematik bezeichnet man dieses auch als das ,,Zusammenfassen gleicher Sum-
manden”.

Beispiel 86:
4x2—-9=0 |+9
4x2 =9 |:4

>
Il
o

>

I
=+
N w

=

Il
—~—

=+
N| W
N——’
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Allgemeine quadratische Gleichungen

Allgemeine Form:

ax’?+bx+c=0

Lost man entweder mit der Mitternachtsformel oder der p-g-Formel.

Hier muss die quadratische Gleichung natdtrlich in der obigen allgemeinen Form vorlie-
gen.

Mitternachtsformel:

_ —b++vb?—4ac
suz s 2a
Beispiel 87:

x(5x+2)=2-x

5x2+2x=2-x |+x

5x2+3x=2 |—2

5x2+3x—2=0
—3+,/32-4-5-(-2) -3+V49 -3+7

%12 = 2-5 10 10
X1 = _1
2

Xy, = —

S
L —{ 1 2}

= =
Beachten:
° Der Ausdruck unter der Wurzel heiSt Determinante.
° Ist der Ausdruck unter der Wurzel negativ, so gibt es keine Losung.

° Wird der Ausdruck unter der Wurzel Null, es ergibt sich nur eine Lésung.

) Ist der Ausdruck unter der Wurzel gréRer als Null, so erhalt man immer zwei L6-
sungen.
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Normierte Quadratische Gleichungen

Als weitere Moglichkeit eine quadratische Gleichung zu I6sen, hat man mit der p-g-
Formel.

Allgemeine Form:

x2+px+q=0

Dabei ist zu beachten, dass der Faktor vor dem x? immer eins betragen muss. Ist dies
nicht der Fall, muss diese Gleichung durch den Faktor geteilt werden. Diesen Vorgang
nennt man auch normieren.

Dann kann die Gleichung mit folgender Formel gel6st werden:

X1,2 =

N [T

£ (%) -a

Beispiel 88:
Nehmen wir das Beispiel von oben.

5x2+3x—2=0 |:5

=Py (p)2 = 3+<3)+2— > 4 +
12 =75 % 13 1=~ 70+ J\10 5 10~ /100 100

__ 3. d_ 3.7
10 = /100 10 7 10
3 7
Xl__ﬁ_ﬁ__l
3 7 4 2
277170710 10 5
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Biquadratische Gleichungen

Unter biquadratischen Gleichungen versteht man Gleichungen, die nur die vierte und
die zweite Potenz der unbekannten GrolRe.

Die Losung der biquadratischen Gleichung erfolgt Gber eine Substitution.

Nach der Substitution sollte eine quadratische Gleichung entstehen, die man dann mit
der Mitternachtsformel I6sen kann.

Im Anschluss muss noch riicksubstitutiert werden, um die Losungen zu erhalten.

Beispiel 89:

Folgende biquadratische Gleichung soll gelost werden.

x*+2x2-3=0

Bei einer biquadratischen Gleichung fihrt man als erstes eine Substitution durch.
Substitution:

u = x?2

Damit ergibt sich folgende neue Gleichung.

u?+2u—-3=0

—b+Vb2—4ac  —2+,/22-4-1-(-3) —2+Vid+12 -2+4
2a B 2-1 B 2 2

Uy =

u; = -3

u, =1
Ricksubstitution:
u=x

-3 =x2

Keine Losung

1 = x?
X1,2 = il
L={£1}
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Eine biquadratische Gleichung wird nachfolgenden Schritten gelost:

Fiihren Sie eine geeignete Substitution ein, damit die Gleichung auf eine quadratische
Gleichung zuriickfiihrt werden kann.

Losen Sie die so entstandene Gleichung nach der eingefiihrten Substitution auf.

Losen Sie durch die Riicksubstitution die Gleichung nach der urspriinglichen Gleichung
auf.

Schreiben Sie die Lésungsmenge an.

Kubische Gleichungen

Polynomgleichungen dritten Grades werden auch als kubische Gleichungen bezeichnet
und haben folgende allgemeine Form:

az x3+a, x2+a; x+ay =0 (ao wird auch als Absolutglied bezeichnet).

Kubische Gleichungen ohne Absolutglied

Bei einem fehlenden Absolutglied kann ein x ausgeklammert werden. Damit erhalten
wir eine Faktordarstellung. Eine Losung ist dabei Null.

Die restlichen Losungen kénnen durch den anderen Faktor ermittelt werden.

Dieser Faktor entspricht einer quadratischen Gleichung und kann mit der Mitternachts-
formel geldst werden.

Beispiel 90:

7x3 —7x?> —84x =0
x(7x2 —7x—84) =0
Erste L6sung:

X, =0

Weitere Losungen:
7x2 —7x—84=0
_ —bxvbZ—4ac 7+72-4-7-(—84) 7+49

X

2a 27 14
74+49 56
=5 12 *
7-49 42
IV
L = {0; —3; 4}
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Kubische Gleichungen mit Absolutglied

Hier ist es nicht moéglich die Gleichung in eine Faktordarstellung zu bringen.

Es muss eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.

Polynomdivision

Die Polynomdivision ist ein Verfahren der Mathematik, um Nullstellen von Polynomen
zu berechnen.

Die Berechnungsweise dahnelt der in der Schule erlernten schriftlichen Division.

Vorgehensweise:

Suchen einer ersten giiltigen Losung. Dies geschieht durch einsetzen verschiedener x-
Werte in die kubische Gleichung. Ziel des Einsetzens ist eine Losung zu finden, sozusa-
gen eine Startlésung. Diese Ldsung sollte in den Ubungsaufgaben immer zwischen -3
und +3 liegen.

Beispiel 91:

Hier soll eine Gegenliberstellung der schriftlichen Division und der Polynomdivision er-
folgen.

x3—4x2+x+6=0

x=0 ->0>-4-02+0+6 = 0—- 6 =0 - keine wahre Aussage
x=1-51>-4-12+1+6 = 0 > 4 = 0 > keine wahre Aussage
x=-1->(-1)3-4-(-1)?2+(-1)+ 6 = 0 > 0 = 0 > wahre Aussage
Damit haben wir den Startwert fiir die Polynomdivision gefunden.
Schriftliche Division:

462:2=231
__4
06
_6
02
2
0
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Polynomdivision:
Fiur die Schreibweise des Teilers ergibt sich folgendes:
Wird die gefundene Losung in den Teiler eingesetzt muss sich Nullergeben.

(x> —4x>+x+6):(x+1)=x*—-5x+6

—(x3 +x%)
—5x% + x
—(=5x% — 5x)
6X + 6
—(6x + 6)

Damit ergibt sich folgende faktorisierte Darstellung:
(x3—4x>+x+6)=(x*—-5x+6) (x+1)

Nach dieser Zerlegung in einen quadratischen Teil und einen linearen Teil, kann der
guadratische Teil mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Terme geldst werden.

x?—5x+6=0
~b+Vb2—4ac 5+./(-52-4-1-6 5+1

X2 = 2a 2-1 2
Xl = 3
XZ = 2

Damit ergibt sich folgende nachste faktorisierte Darstellung:
x3—4x2+x+6)=x—-3)-(x—-2)(x+1)

Hieraus sieht man wesentlich besser als aus der Ausgangsgleichung, welche Werte man
einsetzen miisste um den ganzen Ausdruck Null zu setzen. wird namlich einer der Fak-
toren Null, so ist die gesamte Gleichung erfullt.
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Beispiel 92:

Bestimmen Sie die Losungen dieser Gleichung.

x3—2x>+3x—6=0

Da keiner der drei kritischen Falle flr die Definitionsmenge hier auftaucht, kann man
auch auf explizite Angabe der Definitionsmenge verzichten.

D=R

Es muss als erstes eine ganzzahlige Losung gefunden werden. Dies geschieht durch ein-
setzen verschiedener x-Werte in die Gleichung.

x=0-03-2-0%2+3-0—6 =0 - keine wahre Aussage
x=1-1>-2-124+3-1—6 = 0 - keine wahre Aussage
x=-1-(-1)>-2-(-1)2+3-(—1) — 6 = 0 > keine wahre Aussage
x=2-2%3-2-22+3-2—-6 =0 - wahre Aussage
(x3—2x2+3x—-6):(x—2)=x*+3

—(x3 —2x%)
+3x—6
—(+3x—6 — 5x)
x2+3=0
x?=-3

Keine weiteren Losungen mehr: x; = 3
Damit ergibt sich folgende nachste faktorisierte Darstellung:

x> —2x>+3x—6)=(x—2) (x> +3)
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Wourzelgleichungen

Definition einer Wurzelgleichung
Definition 29:

Bei eine Wurzelgleichung ist bei mindestens einem Radikanden die Unbekannte x ent-
halten.

Beispiel 93:

Vx+3=4

Keine Wurzelgleichung ist dagegen:

Beispiel 94:

V3+x=4

Losung einer Wurzelgleichung

. Radikanden mit der Unbekannten auf eine Seite bringen.

) Beide Seiten quadrieren, dabei ist zu beachten, dass dieses keine Aquivalenzum-
formung ist. Deshalb muss auf jeden Fall eine Probe gemacht werden.

° Vereinfachen der Gleichung.
° Losen der Gleichung.

° Losungen mit der Probe Uberpriifen
Beispiel 95:

Vx+2=—4 |( )?

x+2=16 | -2

x =14

Probe:

V14 +2 =—4

4 =—-4

L={}

Die falsche Losung entstand, weil zum Losen der Wurzelgleichung die Rechenoperation
"Potenzieren" benutzt wurde. Das Potenzieren ist keine Aquivalenzumformung, denn
beim Potenzieren kénnen Scheinlésungen hinzukommen.

Definitionsmenge der Wurzelgleichung

Man kann entweder eine Definitionsmenge bestimmen, kann aber auch nur die errech-
neten L6sungen mit Hilfe einer Probe lberprifen. Da die Probe ja immer gemacht wer-
den muss, kann man sich die Definitionsmenge auch ersparen.

Nicht zu I6senden Wurzelgleichungen

Es ist im Grundsatz sinnvoll die Gleichung erst einmal zu betrachten, ob (iberhaupt eine
Losung moglich ist.
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Beispiel 96:

Vx+3=—4

Eine Wurzel kann nicht negativ werden, deshalb gibt es hier keine L6sung.

L={}

Beispiel 97:

J—x2=2

Die Wurzel mit negativen Radikanden kann nicht berechnet werden.

Wurzelgleichung mit einem Absolutglied

Losungsweg:

° Wurzel isolieren
° Beide Seiten quadrieren.

) die Unbekannte auf der linken Seite isolieren

° Losung berechnen

o Probe durchfihren

Beispiel 98:

Vx+2—-4=0 |+4

Vx+2=4 |( )?

x—2=16 |+2

x =14

Probe:

V14 4+2—-4=0 - wahre Aussage
L = {14}
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Wourzelgleichungen mit zwei Wurzeln und ohne Absolutglied

Losungsweg:

Mathematik |

. Wurzeln auf beide Seiten der Gleichung verteilen.
. Beide Seiten quadrieren

o die Unbekannte auf der linken Seite isolieren

° Losung berechnen

) Probe durchfiihren

Beispiel 99:
V2x+2—-V3x—1=0 |+V3x—1
V2x+2=v3x—-1 |( )?
2x+2=3x—-1 |—3x
—x+2=-1|-2

—x=-3 |:(-1)

x=3

Probe:

V2:34+2-+3:3-—1=0 - wahre Aussage
L = {3}
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Wourzelgleichungen mit verschachtelten Wurzeln

Losungsweg:

Mathematik |

Die verschachtelte Wurzel isolieren.

° Beide Seiten quadrieren.
. Die Gleichung vereinfachen.
° Die innere Wurzel isolieren.

. Beide Seiten nochmals quadrieren

° die Unbekannte auf der linken Seite isolieren

° Losung berechnen

) Probe durchfiuhren

Beispiel 100:

Vx—1=2 |( )’
x—1=4 |+1
x=5

Probe

6 —V5—1—2=0 - wahre Aussage
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Wurzelgleichungen mit einem Wurzelexponenten groBBer als zwei

Losungsweg:

Mathematik |

Die Wurzel isolieren.

Beide Seiten mit 3 potenzieren.

Die Gleichung vereinfachen.

die Unbekannte auf der linken Seite isolieren
Losung berechnen

Probe durchfuhren

Beispiel 101:
+1-2=0 |+2
Vx+1=2 |( )®
x+1=8 |—-1

x=7

Probe:

V7+1-2=0 - wahre Aussage
L= {7}
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Wourzelgleichungen mit Linearglied

Mathematik |

Losungsweg:

. Die Wurzel isolieren.

° Beide Seiten quadrieren.

° Die Gleichung vereinfachen.

) die Unbekannte auf der linken Seite isolieren

° Losung berechnen

o Probe durchfiihren
Beispiel 102:
V2x—1-x=0 |+x
Vax—1=x [( )?
2x—1=x% | —x?

—x*+2x—1=0
_—btvbZ—dac -2+.22-4-(-1)-(-1) _

X 2a 2-(=1) 1
Probe:

V2:1-1—-1=0 - wahre Aussage

L={1}

Wurzelgleichungen mit zwei Wurzeln und einem Absolutglied
Hier tritt neben zwei Wurzeln auch noch ein Absolutglied auf.

Losungsweg:

) Auf beiden Seiten sollte nur eine Wurzel stehen. Zusatzlich steht auf der linken

Seite das Absolutglied.
° Gleichung potenzieren.
° Linke Seite ausmultiplizieren.
° Vereinfachen durch zusammenfassen gleicher Glieder.
. Die Wurzel auf einer Seite isolieren.
. Erneut potenzieren
° Vereinfachen durch zusammenfassen gleicher Glieder.
° Ergebnis ausrechnen.

) Probe durchfuhren.
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Beispiel 103:

VX+7—-Vx+2-1=0 |+Vx+2

Vx+7-1=+Vx+2 |( )?

(Vxx7-1)"=x+2) |( )

x+7)—2Vx+7+1=x+2

X+8—2Vx+7=x+2 |—x

8—2Vx+7=2 |-8
—2Vx+7=-6 |-(-1)
Wx+7=6 |-( )*
4(x+7) =36

4x +28 =36 |—28
4x =8 |:4

Xx=2

Probe:
Vx+7—-vx+2-1=0
X=2

V2+7—-v242-1=0
Ergibt eine wahre Aussage.

L = {2}
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Ungleichungen

Neben Gleichungen existieren auch Ungleichungen. Was es damit auf sich hat und wie
man diese Aufgaben l6st, soll in diesem Kapitel erklart werden.

Bei Ungleichungen ist die eine Seite der Gleichung meist groRBer oder kleiner als die
andere. Dies wird durch ein "<" ( kleiner ) oder ">" ( groBer ) ausgedriickt Darlber
hinaus gibt es ein kleiner-gleich "<" und ein groer-gleich ">".

Ungleichungen werden genauso gerechnet, wie "normale" Gleichungen.

Definition 30:

Nur eine wichtige weitere Sonderregel muss noch beachtet werden:

Multipliziert oder dividiert man beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen
Zahl, so tauschen sich "<" und ">" bzw. "<" und ">" gegeneinander aus.

Alle Zahlen, welche die Aussageform in eine wahre Aussage Gbergehen lassen, sind LO-
sungen der Ungleichung und bilden die Losungsmenge L.

Ungleichungen haben Intervalle als Losungsmenge.
Weitere Regeln die beachtet werden missen.

Vertauscht man die Seiten einer Ungleichung, dann ist dies nur dann eine
Aquivalenzumformung, wenn man auch das Ungleichheitszeichen umdreht.

Diese Regel gilt es unbedingt zu beachten, wenn man mit Ungleichungen rechnet.
Beispiel 104:

4x+10>14 | —10

4x >4 |:4

x2>1

L = {x|x > 1}

Beispiel 105:
—12x+12<24 |—-12
—-12x <12 |: (—12)
x>-1

L= {x|x> -1}
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Betragsgleichungen und —ungleichungen

Betrag
Definition 31:

Das Betragszeichen macht aus einer negativen Zahl eine positive Zahl, eine positive
Zahl bleibt dagegen unverandert.

Dies ist natirlich nur umgangssprachlich formuliert. Deshalb miissen wir die Definition
auch noch formal korrekt angeben:

la| = { a , falls apositivist oder 0
—a falls a negativ ist
Der Betrag wird auch absoluter Betrag genannt.
Beispiel 106:
|=5]=5
|[+5| =5

Es gibt ein paar Satze Uber Betrage, mit denen man manchmal eine Betragsgleichung
vereinfachen kann.

Die Betragsgleichung |x+a|=c

Wir wollen die folgende Betragsgleichung l6sen:

Ix+al=c

Dazu missen wir die >Betragsgleichung in zwei Falle aufgliedern.
Falll:

Der Betrag ist positiv, damit kann man die Betragsstriche weglassen und die Gleichung
l6sen.

(x+a)=c
xX=c—a
Fall2:

Der Betrag ist negativ, dann kann man die Betragsstriche weglassen und stattdessen
eine Minusklammer schreiben.

—(x+a)=c
—x—a=c
xX=—-a-—c

Daraus ergibt sich folgende Losungsmenge:

L={—a+c}
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Beispiel 107:
Losen Sie folgende Betragsgleichung.
|3x + 5| =8
Fall 1:
(3x+5)=8
3x +5=28
3x =3
x=1
Fall 2:
—(B3x+5)=38
—3x—-5=8
—3x =13

13
3
-2

3

Beispiel 108:

X =

Losen Sie folgende Betragsgleichung.
x+|x—1]1=6

Fall 1:

x+(x—-1)=6

x+x—1=6

2x =17

XZE
Fall 2:
x—(x—1)=6
x—x+1=6
1=6

Widerspruch, keine weitere Losung.

-f

Mathematik |
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Betragsungleichungen

Auch bei Betragsungleichungen gilt die gleiche Vorgehensweise wie bei Betragsglei-
chungen.

Folgendes ist aber zu beachten.

Definition 32:

Multipliziert man den Linksterm und den Rechtsterm einer Ungleichung mit der glei-
chen positiven Zahl, so erhalt man eine Ungleichung, die zur urspriinglichen Unglei-
chung aquivalent ist.

Die Regel gilt ebenfalls fir die Division mit einer positiven Zahl.

Il Achtung: Die Multiplikation mit der Zahl 0 ist keine Aquivalenzumformung.

Multipliziert (bzw. dividiert) man den Linksterm und den Rechtsterm einer Ungleichung
mit der gleichen negativen Zahl, so erhalt man eine Ungleichung, die zur urspriinglichen
dquivalent ist, wenn man < durch > bzw. < durch > ersetzt und umgekehrt. (Inversi-
onsgesetz)

Dazu ein erstes einfaches Beispiel.
Beispiel 109:

x| > 2

Fall 1:

+(x) > 2

x>2

Fall 2:

—(x)>2

—x > 2

x <=2

L = {]—o0; —=2[ v ]2; +oo[}
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Beispiel 110:

Losen Sie folgende Betragsungleichung.
lx + 2| > 4

Fall 1:

+(x+2)>4

x+2>4

x>2

Fall 2:

—(x+2)>4

—x—2>4

—-x>6

x<—6

L = {]—o0; —6[ v ]2; +oo[}

Bisher haben wir nur Betragsungleichungen betrachtet, bei denen nur ein Betrag auf-
getaucht ist. Jetzt wollen wir Betragsungleichungen I6sen, bei denen mehrere Betrage
auftauchen.
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Beispiel 111:
|x+ 3|+ |x+4| <9

Wir fihren auch bei dieser Betragsungleichung eine Fallunterscheidung durch. Die ein-
zelnen Terme zwischen den Betragszeichen kdnnen negative wie auch positive Werte
annehmen. Deshalb miissen wir insgesamt vier Falle unterscheiden.

Definition 33:

. Im Fall 1 sind die Terme in den Betragszeichen beide nicht-negativ (grofRer oder
gleich Null).

° Im Fall 2 ist der Term im ersten Betragszeichen nicht-negativ, im zweiten aber
negativ.

° Im Fall 3 ist der Term im ersten Betragszeichen negativ, im zweiten aber nicht-
negativ.

° Im Fall 4 sind die Terme in den Betragszeichen beide negativ.

Wir wollen die verschiedenen Falle hier tabellarisch aufzeigen:

1. Betrag 2. Betrag
Fall 1: x+3=0 x+4=0
Fall 2: x+3=>0 x+4<0
Fall 3: x+3<0 x+4=0
Fall 4: x+3<0 x+4<0

Wie wird sich nun die Betragsungleichung in den oben angesprochenen Fallen veran-
dern:

Fall 1:

Beide Terme sind nicht negativ, damit ergibt sich folgendes:
(x+3)+(x+4)<9

x+3+x+4<9

2x < 2

x<1

Fall 2:

Der erste Term ist nicht negativ, der zweite Term ist jetzt negativ, damit ergibt sich:
x+3)—-(x+4)<9

x+3—-x—-4<9

-1<9
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Damit ergibt sich eine allgemein giiltige Bedingung.

Fall 3:

Der erste Term ist negativ und der zweite ist nicht negativ, damit ergibt sich:
—(x+3)+(x+4)<9

—-x+3+x+4<9

7<9

Damit ergibt sich eine allgemein giiltige Bedingung.

Fall 4:

Beide Terme sind negativ, damit ergibt:
—(x+3)—-(x+4)<9
—-x—3—-x—-4<9

—2x <16

x> -8

Wenn wir alle Bedingungen sammeln:
x<1

x> -8

Dann ergibt sich folgende L6sungsmenge:

L={]-81[}
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Trigonometrische Funktionen

Die Sinusfunktion

Eine graphische Darstellung der Sinusfunktion
y = sin (x)

gewinnt man, wenn man die Beziehung zwischen x und sin (x) in einem Koordinaten-
system darstellt. Die y-Koordinate wird als Zeiger dargestellt. Dieser wandert in dem
neuen Koordinatensystem entlang der x-Achse und zeichnet so die Sinusfunktion.

y=5in{x)

L0 /\
0.5

[N

oA

[N

0.5

1.0

o

Die Sinusfunktion fir beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die For-
mel

y = A-sin (bx + ¢)
beschrieben werden.

Die y-Koordinate ist in dieser Formel nicht nur von der x-Koordinate bzw. vom Winkel
® abhdngig, sondern auch von der AMPLITUDE A, der PERIODE b und der PHASE c.

84-339



BE TEC SR .
( Technik International Project Engineering IPB Mathematik I

Die Amplitude der Sinusfunktion

Die Sinusfunktion nimmt mindestens den Wert -1 und hdochstens den Wert +1 an. Mul-
tipliziert man die Sinusfunktion mit einem konstanten Faktor A, so erhdlt man eine
Funktion, die den gleichen periodischen Charakter hat. Die Nullstellen verdandern sich
nicht, aber deren Maxima bzw. deren Minima nehmen den Wert A bzw. -A an.

Definition 34:

Die Amplitude ist der Faktor A in der Funktion y = A - sin (bx + ¢)

Beispiel 112:

¥
2
1.5
‘Wihle einen Wert fiir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0.5
y =- sin(bx + ¢) — —
-4z -Tw'2 -3k —Swl —fn —3n2d -m wl —w/ m Il I Sl 3m Twl 4 X
Wihle zwischen Bogenmalk oder 0.9
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
5
¥
2
1.5
‘Wahle einen Wert filr die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
0s
y=-sin[bx+c] —
-4 -Ta/l -3% —Swd —Jn -3n2 - w2 -ml in e Il i Twl 4 X

Wahle zwischen Bogenmalt oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:

¥
A
15
Wahle einen Wert fir die Amplitude 1
aus dem Menl aus:
05
!.r=-sir|[bx+-::] 3
4 -T2 —In S22 -2k -in2 S @2 -2 t 3 2a M2 I Twl 4An ¥
‘Wahle zwischen Bogenmalk oder -0.3
Gradeinteilung des Graphen:
-1.5
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Periode der Sinusfunktion

Definition 35:

Wenn das Argument x in der Gleichung
y = A-sin (bx + ¢)

mit einem konstanten Faktor b multipliziert wird, dann spricht man von einer Anderung
der Periode der Sinusfunktion.

Die Periode sagt etwas darliber aus, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten
Wertebereich (wie z.B. -4 bis +4m) oszilliert.

Fir die Physik ist auch interessant, wie oft eine Schwingung in einem bestimmten Zeit-
intervall vollzogen wird. Dort trifft man auch haufig auf die Notation:

y = sin (wt)

Statt der Konstanten b, steht hier das Symbol . Dies ist die Kreisfrequenz oder die
Anzahl der Schwingungen im Zeitintervall 2mwsec. t hat in obigen Gleichung haufig die
Bedeutung der Zeit.

Es gilt:
w = 2TV
Die Frequenz v ist die Zahl der Schwingungen im Zeitintervall 1 sec.

Bemerkung 5:

Allgemein lasst sich flr jede Notation sagen, dass, wenn die Periode b grof§ ist, mehr
Schwingungen durchgefiihrt werden und wenn b klein ist, dass weniger Schwingungen
vollzogen werden.
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Beispiel 113:

Wahle einen Wert fiir die Periode
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c]

‘Wahle zwischen Bogenmalk oder
Gradeinteilung des Graphen:

Wahle einen Wert fur die Periode
aus dem Menl aus:

y= A-sin{x+c]

Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:

Wiahle einen Wert fir die Perode
aus dem Meni aus:

y= A-sin{x+c]

Wahle zwischen Bogenmali oder
Gradeinteilung des Graphen:

International Project Engineering IPB

Mathematik |

—dxg -T2 3% S22 —¥nm -in2 -m w2

i

0.5

—Ax -Tm(} -3In 5@ —In A2
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Die Phase der Sinusfunktion

Definition 36:

Hier soll die Bedeutung der Konstanten c in der Gleichung
y = A-sin (bx + ¢)

diskutiert werden. Dem Argument der Sinusfunktion ist eine additive Konstante zuge-
fugt.

Das heiRt, mit Hilfe der Phase wird der Nulldurchgang entweder nach links oder nach
rechts verschoben.

Wenn die Phase c einen positiven Wert hat, wird die Sinusfunktion nach links vom Ko-
ordinatenursprung ausgesehen verschoben und wenn c einen negativen Wert hat, wird
die Sinusfunktion nach rechts verschoben.

Die Phase ist eine additive Konstante im Argument der Sinus-Funktion

y = A-sin (bx + ¢)
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Beispiel 114:

Wiéhle einen Werl fir die Phase © aus
dem Men( aus:
0.5

oo R | —
qx -TR'2 -3 -5w'2 2n =In? =% -m2 w2
=05

‘Wahle zwischen Bogenmalt oder
Gradeinteilung des Graphen:
i1

‘Wihle einen Wert fir die Phase © aus
dem Menl aus:
05
} oM Tl 4k ox

y= sin(bx+[ 2x [7]) —
it Tl -3 5wl +fin =3wl

‘Wahle zwischen Bogenmali oder
Gradeinteilung des Graphen:

‘Wahle einen Wert fUr die Phase ¢ aus
dem Menl aus:
0.5

y= sin[bx+] — - -
4t -Tw2 - -5 flr -Im2 g -m2 'l ¥ Ial fEn
-5

Wahle zwischen Bogenmalk oder
Gradeinteilung des Graphen:
1
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Definition des Kosinus im Dreieck

Geometrisch ist der Kosinus definiert als Verhadltnis der Ankathete zur Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck (siehe Abbildung):

b
cos(®) = <

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

Genauso wie bei der Sinusfunktion wird das Dreieck in den Einheitskreis gesetzt (Abbil-
dung).

A

Die Hypotenuse wird zum Radius r des Kreises und schneidet den Kreis im Punkt P. Der
Kosinus des Winkels @ ist der x-Achsenabschnitt zum entsprechenden Punkt P.

Definition 37:

Der Kosinus eines Winkels @ ist gleich der x-Komponente des zu ® gehdérenden Punk-
tes P auf dem Einheitskreis.

Deswegen kann man schreiben:
x = cos (D)
dar=1ist.

Normalerweise wird x immer als die Variable benutzt, fir die immer andere Werte ge-
setzt werden.
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Definition der Kosinusfunktion

Genauso wie bei der Herleitung der Sinusfunktion geht man bei der Herleitung der Ko-
sinusfunktion vor:

y = COS X

Von dem Schnittpunkt des Zeigers mit dem Einheitskreis wird ein Lot gefallt und der
dazugehorige x-Achsenabschnitt bestimmt. Dieser Wert wird der Kosinusfunktion im
Graphen als y-Achsenabschnitt zugeordnet.

Die Kosinusfunktion fiir beliebige Amplituden, Perioden und Phasen kann durch die
Formel

y = A-cos(bx + ¢)
dargestellt werden.

Die Kosinusfunktion ist zudem, wie die Sinusfunktion auch, von der AMPLITUDE A, der
PERIODE b und der PHASE c abhangig.

In Bogenmal3:

y=cos(x)
5.2258rad \
. \
/// 0.5
0
T ®
2n L
6 4
1.5 4
1.0
iz
2
In Grad:
. y=cos(x)
300° 90

N

30°45760° 90K

180~

270¢
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Gradmal}

00

30°

45°

60°

90°

120°

Bogen-
malfd

Sinus

cosinus

Tangens

Gradmal}

135°

150°

180°

210°

270°

360°

Bogen-
malfd

Sinus

Cosinus

Tangens
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Weitere Zusammenhange

Trigonometrischer Pythagoras

sin?(x) + cos?(x) = 1

Additionstheoreme

sin(x +y) = sin(x) - cos(y) + cos (x) - sin (y)

sin(x — y) = sin(x) - cos(y) — cos (X) - sin (y)

cos(x +y) = cos(x) - cos(y) — sin (xX) - sin (y)

cos(x —y) = cos(x) - cos(y) + sin (x) - sin (y)
tan(x) + tan (y)

tan(x +y) = 1 —tan (x) - tan (y)
tan(x) — tan (y)
tan(x—y) = 1 + tan (x) - tan (y)
cot(x) - cot(y) — 1
cot(x+y) = co(t(i) + c(o}fc)(y)
cot(x) - cot(y) + 1
cot(x—y) =

cot(x) — cot (y)

Weitere trigonometrische Zusammenhadnge
sin(—x) = —sin(x)

cos(—x) = cos (x)

sin a 1
tana = =

cosa  cot (x)

cos 1
cota = =

sina tana
Formeln fir die Vielfachen von Winkeln

sin(2x) = 2+ sin (x) - cos (X)

cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 1 — 2 - sin?(x) = 2+ cos?(x) — 1
sin(3x) = 3 - sin(x) — 4 - sin3(x)

cos(3x) = 4+ cos3(x) — 3 - cos (x)

sin(4x) = 8- cos3(x) * sin(x) — 4 - cos(X) * sin (x)

cos(4x) = 8- cos*(x) — 8- cos?(x) + 1

2 - tan (x)
tan(2x) = T— (@
(cot?(x) — 1)
cot(2x) = 2 cot®) ™)
tan(3x) = (3 - tan(x) — tan3(x))

(1 -3 -tan?(x))

Mathematik |
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(cot3(x) — 3 cot (x))

cot(3x) = (3-cot?2(x) — 1)

_ (4-tan(®) — 4 tan’(x))
tan(4x) = (1— 6 - tan2(x) + tan*(x))
cot(4x) = (cot*(x) — 6 cot?(x) + 1)

(4 - cot3(x) — 4 - cot (X))
Formeln fur die halben Winkel

sin (g) _ 1 —cos (x)

cos (x) _ 1 + cos (x)

2 2

I

f) 1 — cos (x)

t =
an (2 1 + cos (x)

£

cot (x) _ 1 + cos (x)

2 1 — cos (x)

f

Formel fur die Produkte von Winkeln

cos(x —y) —cos (x+y)

sin(x) - sin(y) =

2
cos(x) - cos(y) = cos(x —y) -IZ- cos (x+y)
sin(x) - cos(y) = sin(x —y) -|2- sin (x +y)

tan(x) + tan (y)
cot(x) + cot (y)

tan(x) - tan(y) =

Mathematik |

sin(x+y—2z)+sin(—x+y+2z)+sinx—y+z)—sin(x+y+2z)

sin(x) - sin(y) - sin(z) = 4

—cos(x+y—2z)+cos(—x+y+2z)+cos(x—y+z)—cos(x+y+7z)

sin(x) - sin(y) - cos(z) = 7

sin(x+y—z) —sin(—x+y+2z) +sinx—y+z)+sinx+y+7z)

sin(x) - cos(y) - cos(z) = 4

cos(x+y—z)+cos(—x+y+z)+cos(x—y+z)+cos(x+y+z)

cos(x) - cos(y) - cos(z) = 4

sin?(x) - cos(x) = cos(x) — cos3(x)
sin (X) * cos?(x) = sin(x) — sin3(x)

sin?(x) - cos?(x) = cos?(x) — cos*(x)
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Formeln fur die Potenzen von Winkeln
(1 — cos(2x))

sin?(x) = 5

cos2(x) = 1+ c;s(Zx))

sin?(x) = (3- sin(x)4— sin (3x))

cos3(x) = (cos(3x) +43 - cos (x))

sin*(x) = (cos(4x) — 4;08(2)() + 3)
(cos(4x) + 4 - cos(2x) + 3)

cos*(x) = 3

Kosinussatz

a’? = b? + ¢? — 2bc - cos(a)
b% = a2 + ¢ — 2ac cos(B)
c? =a® +b? —2ab - cos (y)
Sinussatz

a b . c
sin(a)  sin (B)  sin (y)

Mathematik |
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Definition des Tangens

Der Tangens eines Winkels @ kann geometrisch definiert werden als Verhaltnis der Ge-
genkathete zur Ankathete

Hypotenuse ¢
a Gegenkathete

Ankathete

a
tan(fb) = E

Aus den vorhergehenden Abschnitten ist bekannt, dass als Definition fiir die anderen
beiden trigonometrischen Funktionen gilt

sin(®) = <
C
und
b
cos(®) = <

Damit findet sich dann folgender Zusammenhang zwischen Sinus, Kosinus und Tan-
gens:

sin (@)

c
tan(®) = b cos (D)

a
Cc

Die Funktion des Tangens selber lasst sich ebenfalls wie beim Kosinus und beim Sinus
auch am Einheitskreis herleiten (Abbildung).

-1
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Dazu wird im Punkt (0;1) eine Tangente am Einheitskreis errichtet. Der Zeiger, der vom
Mittel- bzw. Nullpunkt des Kreises bzw. des Koordinatensystems bis zum Punkt P reicht,
wird Gber den Punkt P verlangert, bis er die Tangente im Punkt S schneidet. Der y-
Achsenabschnitt auf der Tangente (hier in dem Beispiel orange gekennzeichnet) ist
dann jeweils der Tangens.

Der Tangens eines Winkels @ ist gleich der y-Komponente des Schnittpunktes S der
Tangente, die am Einheitskreis anliegt.

Definition der Tangensfunktion
Die Funktion des Tangens wird wieder am Einheitskreis definiert.

Im Bogenmal3:

y=tan(x}

Mit der Maus kann der Zeiger im

4 Einheitskreis bewegt und so die

Tangensfunktion nachgezeichnet
i werden. Wahle zwischen

/ Bogenmal und Gradeinteilung

[ des Graphen:

(&

[ |="."' é .
A
=]
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1 |
— =
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E ]
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bt I
=
[
I
[
]
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In Grad:

y=tan{x}
Mit der Maus kann der Zeiger im
4 Einheitskreis bewegt und so die
Tangensfunktion nachgezeichnet
werden. Wahle zwischen

1 Bogenmalk und Gradeinteilung
f . des Graphen:

5 .
/ o
] 3600 7 30°45%0° 00° 180 270° 3600 .
-0.3
=1

Wie im Abschnitt Definition der Tangensfunktion im Dreieck angesprochen, wird im
Punkt (1;0) eine Tangente angelegt (Abbildung).

Der Zeiger, der vom Nullpunkt des Einheitskreises ausgeht, schneidet zuerst den Ein-
heitskreis und dann die Tangente und bildet somit ihr den y-Achsenabschnitt, der den
Wert fiir den Tangens liefert.

Nahert sich der Wert von @ zum Beispiel dem Wert g, dann wachst der Wert fir den

Tangens lber alle Grenzen, ins Unendliche. Wenn nun der Zeiger in den 2.Quadranten
(90°-180°) des Einheitskreises wandert, wird auch hier der Zeiger zur Tangente hin ver-
langert, so dass der Schnittpunkt S an der Tangente einen negativen y-Achsenabschnitt
liefert.

Der Kehrwert des Tangens wird als Kotangens bezeichnet. Er ist gegeben durch:
1 cos(P)

cot(®) = tan (®)  sin ()
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Trigonometrische Gleichungen

Grundlegende Gleichungen

Trigonometrische Gleichungen kénnen sehr kompliziert sein und sind oft nicht einmal
analytisch I6sbar. Es gibt aber einige grundlegende trigonometrische Gleichungen, wie

sin(x) = a,
cos(x) = b,
tan(x) = ¢

die wesentlich einfachere Loésungen besitzen.

Solche Gleichungen haben im allgemeinen Fall entweder gar keine, oder unendlich
viele Losungen. Wenn man aber den Winkel x irgendwie begrenzt, gibt es endlich viele
Losungen.

Beispiel 115:
Losen Sie die Gleichung sin(x) = %
Wir wollen alle Winkel finden, die den Sinus % haben.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Sinus im ersten und im zweiten Feld positiv
ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Wir haben also einmal die erste Losung bei:

x1=g

. . .. . TC 5
Und eine zweite LOsung bei X, = 1 — Pl

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Lésungen
gibt.

Endliche Losungen erhdlt man, wenn man den Definitionsbereich fir x einschrankt.
Dies konnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:
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]L_{n_S }
6’6"

Bei unendlich vielen L6sungen muss eine allgemeine Lésung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2w addieren kénnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

=242
X—6 n-m

=-m+2n-
X 67'[ n-'m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstelit.
Dies nennt man dann auch die allgemeine Lésung der Gleichung.

Dies sieht man auch wenn man folgende Grafik betrachtet:

Y
A
1} i
e ..r"ﬁ S v ™ o — =
o H “\ y 2
; ' i : -
e B 7 18w 17w ™. .
|8 6 ~__ 7 6 6 y=smz
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Beispiel 116:

1

Lésen Sie die Gleichung cos(x) = >

Wir betrachten den Einheitskreis. Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im
ersten und im vierten Feld positiv ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

) 1 y 1
=35 Tr= 3
" 2 - 2
|': ) ?TI-’/ 3 \ ' i II'I
| - i = -
) $—7f3
L/ N\

. . .. . T 5
Und eine zweite Losung bei x, = 21 — 3=5T

Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen
gibt.

Endliche Losungen erhdlt man wenn man den Definitionsbereich fir x einschrankt. Dies
kénnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

]L_{n'S }
~ 3’3"

Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Loésung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2w addieren kdnnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

7T+2

X =— n-

3 T
=-m+2-n-

X 37'[ n-m

wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.
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Beispiel 117:

Lésen Sie die Gleichung tan(x) = V3

Wir betrachten den Einheitskreis.

Wir wissen in der Zwischenzeit, dass der Kosinus im ersten und im dritten Feld positiv
ist.

Betrachten wir den Einheitskreis, sehen wir, dass es zwei solche Winkel x gibt.

Y Y
s slope /3 4 slopey/3
/..--""- s \ ’/-___,-'“'..- --r:{\\\
/ \ foom ?T;/ 3 N\
[ /3 A \
| - - —t— 7 -z
\ o x II"-._‘ ,
\H: : ..-*'/ \-\ -"’/r

Wir haben also einmal die erste Lésung bei:

A
X1:§

Und eine zweite Lésung bei x, = + g = gn
Jetzt missen wir noch beachten, ob es eine endliche oder unendlich viele Losungen
gibt.

Endliche Losungen erhdlt man, wenn man den Definitionsbereich flir x einschrankt.
Dies konnte dann wie folgt aussehen:

x € [0; 2m]

Damit ergibt sich die folgende Lésungsmenge:

]L_{n 4 }
3’3"

Bei unendlich vielen Losungen muss eine allgemeine Losung angegeben werden, da hier
der Definitionsbereich nicht beschrankt ist:

Aber nachdem wir zu einem Winkel ein Vielfaches von 2m addieren kénnen, ohne den
Sinus zu andern, haben wir auch folgende Losungen:

7T+ 2
X == "nm-m
3
X=s-m+2-n'm
3
wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt.
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Komplexere Gleichungen

Komplexere Gleichungen 16st man durch umformen mit Hilfe der Formelsammlung oder
durch Substitution des Arguments der trigonometrischen Funktion.

Beispiel 118:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1

sin(x) = Eﬁ

im Bereich von —21 < x < 4.
Losung:
1
sin(x) = Eﬁ
Laut der Formelsammlung:
1
sin(45°) = E\/E

Daraus ergibt sich eine erste Losung:

1
X1 ZZT[
Im zweiten Feld ergibt sich eine weitere Losung:
1 3
Xy =T — ZT[ = Zn
Im Definitionsbereich von —2m < x < 4m ergeben sich weitere Losungen:
1 7
X3 =X1—2T[=ZT[—2T[=—ZT[
3 5
x4=x2—211=1n—211=—111
1
X5=X1+21T=Z1I+Z1I=Z1T
11
X6=X2+2T[=Zn+2‘l'[=TT[
7 7 1 3 9 11
L={-gm —3m gm 3w 3w
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Beispiel 119:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos (5x) =53

im Bereich von -3 < x < 12.

Losung:

Substitution:
T
u = gx
damit ergibt sich:

cos(u) = %\/5

Aus der Formelsammlung ergibt sich eine erste Losung:

1
u1 =g7-[

Ricksubstitution:

T
u=gx
1 1
gﬂ,':gx
x; =1

Der Kosinus ist im vierten Feld positiv, also ergibt sich eine weitere Losung:

1 11

U, = 2m — gn = ?n
Ricksubstitution:

T
u = gx
11 T
5T 6%
x, =11

Im positiven Bereich gibt es keine weitere L6sung mehr.

Im negativen Bereich ergibt sich eine weiter Losung:

1 1
u3=0—gn=—gn
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Ricksubstitution:

s
u=-=x
6

Im negativen Bereich auch keine weiteren Losungen mehr.
L={-1;1;11}

Beispiel 120:

Losen Sie folgende Gleichung

cos(2x) —4-cos(x)+3=0

Im Bereich von x € [0: 21]

Wir verwenden aus der Formelsammlung:
cos(2x) = 2-cos?(x) — 1

und setzen es ein.
2:cos?(x)—1—4-cos(x)+3=0
2-cos?(x) —4-cos(x)+2=0 |:2
cos?(x) —2-cos(x)+1=0

(cos(x) —1)?=0

Diese Gleichung ist nur dann erfullt, wenn cos(x) = 1 ist.

Wir wissen, dass der Kosinus im ersten und im vierten Feld positiv ist.

Damit erhalten wir folgende Losungen:

x1=0
X, = 2T
L = {0; 2m}

Mathematik |
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Exponential- und Logarithmusgleichungen

Logarithmische Gleichungen
Definition 38:

Eine Gleichung in der mindestens ein Logarithmus auftaucht und die Unbekannte sich
im Numerus befindet.

Beispiel 121:

logs(x) = logs(5)
Die folgende Gleichung ist keine Logarithmusgleichung, weil die Unbekannte nicht im
Numerus auftaucht.

Beispiel 122:
log;(8) = x*

Das Auflésen und das ausrechnen eines Logarithmus wurde bereits in einem vorherigen
Kapitel besprochen

Logarithmusgleichungen mit nur einem Logarithmus

Besteht nur aus einem Logarithmus und einem Absolutglied.

Beispiel 123:

logiox = 2

Umformung:

logox =2 - 102 =x

x =100

Der Numerus in der Gleichung ist ein Bruch

Es konnen hier genauso die Logarithmengesetze angewendet werden.
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Beispiel 124:
x—13

log; (2x n 6) =4

2= "1 xie
2x+ 6

16(2x +6) =x— 13
32x+96 =x—13 | —x
31x+96 = —-13 | —96
31x =-109 [:31

109
X= 37
Probe
109
X= 3T
109
log, 3109 b =4
2:(-31)+6
109
in| —T
2-(-37)+6 A
In(2)
4=4
Wahre Aussage
)
31

Mathematik |
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Beispiel 125:

Beispiel mit quadratischem Numerus.

log,ox? = 4

10* = x?

(10%)2 = x2

100?% = x?

x =100

Probe:

log,ox? = 4

log,,100% = 4

In(1002) _
In(10)

4 =14

Wahre Aussage

log,ox? = 4

log;0(—100)2 = 4

In((—100)2) _
In(10)

4 =4

Wahre Aussage

L = {+100}
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Vor dem Logarithmus steht ein Faktor

Definition 39:

Um den Faktor vor dem Logarithmus wegzubekommen muss das entsprechende Loga-
rithmusgesetz angewendet werden.

n - log,(b) = log,(b")

Beispiel 126:

2 -loge(2x) = loge(3x2% + 9)
loge(4x?) = loge(3x% + 9)
Logarithmus ist gleich, deshalb kann der Numerus direkt verglichen werden.
4x? =3x2+9 | — 3x?

x?2=9

X172 = £3

Probe:

X; =3

2-loge(2-3) =loge(3-32+9)
2 -logg(6) = loge(36)

logs(6%) = loge(36)

loge(36) = loge(36)

Wahre Aussage

X, =-—3
2 +loge(2 - (=3)) =1loge(3- (=3)* +9)
2 - loge(—6) = loge(36)

Keine wahre Aussage

L = {3}
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Beispiel 127:

log;0(2x+ 1) = logyo(x + 5)

Logarithmus ist gleich, deshalb kann der Numerus direkt verglichen werden.
2x+1=x+5 |—x

x+1=5|—-1

Xx=4

Probe:

log;0(2x+ 1) = log;o(x + 5)
Xx=4

log1o(2-4+1) =log,o(4+5)
Wahre Aussage

L = {4}

Beispiel 128:

log,(x) = log,(2x + 2)

Logarithmus ist gleich, deshalb kann der Numerus direkt verglichen werden.

Xx=2x+2 |—2x

—x=2 |:(—-1)
X=—2

Probe:

log,(x) = log,(2x + 2)
X=—2

log,(=2) =log,(2- (-=2) +2)

Keine wahre Aussage

L={ }
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Logarithmen zusammenfassen mit den GesetzmaRigkeiten

Definition 40:

Um Summen und Differenzen bei den Logarithmen zusammenfassen zu kénnen, wer-
den ebenfalls die Logarithmengesetze zu Hilfe gezogen.

log,(b) + log,(c) =log,(b-c)

loga(b) —loga(c) = log, (%)

Beispiel 129:

log,o(—x) + logo(x+ 20) = 2

logo(—x-(x+20)) =2

log;o(—x% — 20x)) = 2

102 = —x% — 20x | — 100

—x%—20x—100 =0

_ —b+vbZ—4ac 20+.,/(—20)2-4-(-1)-(—100) 20+0 _
2a 2-(-1 -2

X

Probe:

log,o(—x) + logo(x + 20) = 2
x=-10

log,,(10) + log,((—10 + 20) =2
l0g10(10) + logy,(10) = 2
Wahre Aussage

L = {—10}
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Beispiel 130:
log,(5x+ 1) —log,(x—1) =3

| (5x+1)_3
08> <—1/)"

_5x+1 1
=—— '~

8(x—1)=5x+1
8x—8=5x+1 | —5x
3x—8=1 |+8

23

3x=9 |:3

x=3

Probe:

log,(5x+ 1) —log,(x—1) =3
x =3

log,(5-3+4+1) —log,(3—1) =3
log,(16) —log,(2) =3

3=3

Wahre Aussage

L = {3}
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Kombination von verschiedenen Logarithmusgesetzen
Beispiel 131:

log10(10x%) +log; (%) — log;o(x*) +log;o(x) = 1
log10(10x*) —log;o(x*) +logo(x) = 1

10x*
log1o <t +log0(x) =1

log10(10) + log;o(x) =1
log,0(10x) =1
10x = 10?

x=1

Probe:

log10(10 - 1%) +log;o(1) — log;o(1*) +log;,(1) = 1
log1o(10) +0 —0+0 = 1

1=1

Wahre Aussage

L= {3}

Mathematik |

113-339



B TEC onol Proiect Ensineer
’ Technik International Project Engineering IPB

Beispiel 132:
log;(2x—3) —log;(x+2)—2=0

| (2x—3)_2
083 x+2/)

_2x—3 42
Ox+2 I )

9(x+2)=2x—-3
9x+18=2x—3 | —2x
7x+18=-3 | —18
7x = =21 |17

32

Xx=-3

Probe:

log;(2x—3) —log;(x+2)—2=0
x=-3

logz(2-(—=3)—3) —logz(-3+2)—2=0
logz(—9) —logs(-1) -2 =0

Keine wahre Aussage

Mathematik |
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Exponentialgleichungen
Definition 41:

Wichtig Vorkenntnisse fiir das Losen von Exponentialgleichungen sind:
Potenzgesetze
Logarithmusgesetze

Substitution

Definition einer Exponentialgleichung

Definition 42:

Eine Exponentialgleichung ist eine Gleichung, bei der die Unbekannte im Exponenten
der Potenz vorkommt.

Beispiel 133:

2X=8

x=3

Beispiel 134:

V27 =3

x=3

Besonderheiten bei Exponentialgleichungen

Bei besonderen Formen von Exponentialgleichungen kann man ohne Rechnung erken-
nen, dass es keine Loésung gibt.

Beispiel 135:
2¥= -8
Definition 43:

Eine Potenz mit positiver Basis kann niemals Null oder negativ werden.

Losungsverfahren mit Exponentenvergleich

Definition 44:

Das Losungsverfahren Exponentenvergleich kann immer dann benutzt werden, wenn
eine Exponentialgleichung aus zwei Potenzen mit gleicher Basis besteht.

Auch hier muss immer eine Uberpriifung der Ergebnisse anhand einer Probe stattfin-
den.

Beispiel 136:
2X = 27
x=7
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Definition 45:

Mathematik |

Wenn die beiden Basen der Potenzen gleich sind, dann kann man daraus auch die

Gleichheit der Exponenten folgern.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass keine Logarithmen gebraucht werden.

Beispiel 137:

3x+3 — 32x

Xx+3=2x |—xX

x=3

L = {3}

Losungsverfahren mit Umformung der Basen

Definition 46:

Wenn die Basen unterschiedlich sind, missen alle Potenzen auf die gleiche Basis ge-

bracht werden.

Auch hier muss immer eine Uberpriifung der Ergebnisse anhand einer Probe stattfin-

den.

Beispiel 138:
8X+3 — 2X+10

(23)K+3 = 2x+10
(2)3G+3) = px+10
23x+9 _ ox+10
3x+9=x+10 |—x
2x+9=10 |-9
2x=1 |:2

7 21
82 =22
7 21
232 =27
21 21
22 :27

Wahre Aussage

-
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Losungsverfahren fiir Exponentialgleichungen mit 3 Summanden

Definition 47:

Exponentialgleichungen mit drei Summanden kénnen im Regelfall nicht durch logarith-
mieren gelost werden.

Die Losung erfolgt durch Substitution.

Beispiel 139:

32X —2:3¥+1=0
(3)%2-2:3*+1=0
Nun sieht man sehr leicht, dass man u = 3* substituieren kann.
u?—2u+1=0

_—b+vbZ—4ac 2+./(-2)*—-4-1-1

! 2a 21 1
Ricksubstitution:

u=3*

1=3%

x=0

Probe:

32X —2-3*+1=0
320-2-39+1=0
0=0

Wahre Aussage

L = {0}
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Verfahren fiir Exponentialgleichungen mit 3 Summanden ohne Absolutglied

Definition 48:

Exponentialgleichungen mit drei Summanden ohne Absolutglied kénnen im Regelfall
nicht durch logarithmieren gelost werden.

Die Losung erfolgt durch Substitution.

Beispiel 140:
53X _ . 52X 4 5X —
Substitution 5* = u
w—2ut+u=0
u(u?—-2u+1)=0
u; =0
u?—-2u+1=0
_—btvbZ-4ac 2+./(-2)2-4-1-1
H23 = 2a B 21 B
u, =1

1

Ricksubstitution:

u1=0

5¥=u

5=0

Geht nicht

u2=1

5¥=u

5¥=1

x=0

Probe:

53X _2.52X 4 5X —
u1=0
53-0_2_52-0+5x0=0
0=0

Wahre Aussage
L = {0}
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Verfahren fiir Exponentialgleichungen mit 3 Summanden

Definition 49:

Mathematik |

Angleichung der Basen.

Die Losung erfolgt durch Substitution.

Beispiel 141:

43%-1 _ 23%+5 4 1024 =0
(22)3x-1 _ 23%+5 1 1024 = 0
26X72 _ 23%+5 4 1024 =0
26X72 _ 23%+5 4 1024 =0
272.26x _25.23% 11024 =0

1
77 2% =322 +1024 = 0

Substitution: 23* = u

1
Z-u2—32-u+1024=0

1
—b +VbZ — 4ac 32i\/(_32)2_4'1'1024
Uyp = 72 = = 64

2

INTS

u = 64

Ricksubstitution:

u = 64

2% =y

23% = 64

23X — 26

3x=6 [:3

X =2

Probe:

43%=1 _ 23%+5 4 1024 =0
X =2

43271 _232%5 4 1024 =0
0=0

Wahre Aussage

L = {2}
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Lineare Algebra

Grundlegende Definitionen zu Matrizen
Definition 50:

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema.

Die Matrix (Mehrzahl: Matrizen) besteht aus waagerecht verlaufenden Zeilen und senk-
recht verlaufenden Spalten.

Verdeutlichung am Beispiel:

1.Spalte
Name
der 2.Spalte
Matrix i
A1 Ay | -—— 1.Zeile
A — | A3y A3y | =—— 2 Zeile
A3y A3p | -=—— 3.Zeile
Beispiel 142:

Eine Matrix sieht z.B. so aus:

1 2 7
4 0 9
2 1 6
oder z.B. auch so:
(2 4 6 1)
35 7 9
Wie man sieht, werden in einer Matrix Zahlen dhnlich wie in einer Tabelle angeordnet.

Daher spricht man auch von Zeilen und Spalten einer Matrix.

Definition 51:

Wenn also eine Matrix m Zeilen und n Spalten hat, spricht man von einer (mxn)-Matrix.

Aber auch das ist eine Matrix:

)

Bemerkung 6:

Jeden Vektor kann man auch als Matrix auffassen, in diesem Fall als (3x1)-Matrix. Dabei
steht die erste Zahl fiir die Anzahl der Zeilen, also in diesem Fall 3 und die zweite Zahl
fur die Anzahl der Spalten, hier also 1.
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Typ einer Matrix
Definition 52:

Hat eine Matrix m Zeilen und n Spalten, so sagt man, dass die Matrix vom Typ (m,n) ist,
z.B. ist die Matrix A (siehe Bild) vom Typ (3,2).

Warum werden Matrizen verwendet?

Ein wichtiges Prinzip in der Mathematik ist die Abstraktion realer Probleme in mathe-
matische Konzepte und Systeme, was dann haufig dazu fihrt, auf schnellerem Weg zur
Losung kommen zu kénnen.

Eine dieser Abstraktionen, welche in vielen Fallen Anwendungsmdéglichkeiten bereit-
halt, ist die Matrizen-Schreibweise.

Im Folgenden wollen wir zundchst definieren, um was es sich dabei genau handelt, und
einige Ergebnisse aufzeigen, die uns in die Lage versetzen, diese Schreibweise sinnvoll
und hilfreich einsetzen zu kénnen.

Matrizenarten und die Darstellung

Quadratische Matrizen

Inder Folge bezieht sich alles auf quadratische Matrizen. Auf andere Matrizen kann
dieses nicht bezogen werden. Auf das Ende der quadratischen Matrizen wir nochmals
gesondert hingewiesen.

Wie schon oben erwdhnt, handelt es sich bei den quadratischen Matrizen um solche,
bei denen die Zahl der Spalten gleich der Zahl der Zeilen ist. Eine typische quadratische
Matrix hat also die Gestalt

@211 @1z ' Qln

z1 fdzz ' dzn
A=

Inl Anz e Onn
Definition 53:

Matrizen, die die gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten (m=n) besitzen, heilen quad-
ratisch.

Aufgrund ihrer speziellen Gestalt konnen nun unter den quadratischen Matrizen einige
weitere interessante Spezialfille auftreten:
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Diagonalmatrizen "D"

Definition 54:

Hierbei handelt es sich um quadratische Matrizen, welche héchstens auf der Diagona-
len (von links oben nach rechts unten) von Null verschiedene Eintrage besitzen,

d.h. ajj = 0 gilt, falls i # j ist.

Allgemeine Gestalt:

211 i e 0
0 a2 0
D= ,
0 i Ban
Beispiel 143:

4 0 0
D={0 1 O
0 0 2

Einheitsmatrix "E"

Definition 55:

Die Einheitsmatrix ist ein Spezialfall der Diagonalmatrizen. Sie ist namlich diejenige Di-
agonalmatrix, bei der alle von Null verschiedenen Eintrage gleich 1 sind,

d.h. aji= 1 flr alle i=1,...,n und ajj = 0 fir alle i # j.

Gestalt:
1 0 ]
0o 1 i]
E = ,
0 0 1
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Obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix R (bzw. L)

Definition 56:

Bei oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen handelt es sich um solche quadratischen
Matrizen, bei denen nur die Eintrage auf oder rechts oberhalb (bzw. auf oder links un-
terhalb) der Diagonalen von Null verschieden sein dirfen,

d.h. fur R gilt aj; = 0, falls i >j ist und fir L gilt a;j = 0, falls i < j ist.

Allgemeine Gestalt:

211 21z ' in
0 Qzz ' dzp
H= ,
0 O fnn
171 i i
2zl dzz 0
L=
2pnl fpz ' fan
Beispiel 144:
1 0 2
R=(0 4 6
0 0 3
Beispiel 145:

2 0 0
L={8 1 0
6 3 5
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Spur einer quadratischen Matrix

Definition 57:

Fur quadratische Matrizen A definiert man die Spur sp(A) als Summe der Eintrage auf
der Diagonalen,

d. h. sp(A) = a11 + a2 + ann.

Bemerkung 7:

. Bei der Einheitsmatrix E erhdlt man damit genau die Anzahl der Zeilen (bzw. Spal-
ten): sp(E) = n.

. Ist sp(a)=0 so spricht man: "Die Matrix ist spurfrei"
e Esgiltsp(A) =sp(4™h)

° Anwendung in der Physik

Beispiel 146:

1 4 6

A=(3 5 7])-sp(A)=1+5+9=15
2 8 9

Definition 58:

Fir beliebige quadratische Matrizen gilt
Spur(AB) = Spur(BA)

Beispiel 147:
4=(; 9r=(7 o)

a8=(3 (7 =3 33
B'A:(_i 2)6 421):(13 22>

sp(AB) = sp(BA) = 33
Symmetrische Matrizen

Definition 59:

Bei symmetrischen Matrizen handelt es sich um solche quadratischen Matrizen, die
gleich ihrer transponierten Matrix sind,

d.h. fur die A = AT gilt.

Das ist genau dann der Fall, wenn aj; = aji fir alle i,j=1,...,n gilt.

Beispiel 148:

2 3 9
C=(3 3 5)
9 5 4

Anschaulich bedeutet A = AT, dass man die Eintrdge der Matrix ldngs der Diagonalen
spiegeln kann.
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Antisymmetrische oder schiefsymmetrische Matrizen

Definition 60:

Der Unterschied zu den symmetrischen Matrizen besteht hier darin, dass nicht die Glei-
chung

A = AT, sondern

A = -AT erfillt sein muss.
Es muss also

djj = -aji

far alle i,j=1,...,n gelten.

Wegen aii = -a; missen in diesem Fall die Eintrage auf der Diagonalen alle Null sein.

Beispiel 149:
0 1 -2
A=|[-1 0 3 |=-AT
2 =3 0

Bemerkung 8:

Leicht zu erkennen ist, dass die Spur einer antisymmetrischen Matrix gleich Null ist, da
ja alle Eintrage auf der Diagonalen gleich Null sind.

(Beachte aber, dass die Umkehrung nicht gilt. Es gibt sehr wohl Matrizen mit Spur 0,
die nicht antisymmetrisch sind.)

Nullmatrix

Definition 61:

‘ Sind alle Elemente einer Matrix gleich Null, so heiBt sie Nullmatrix.

Beispiel 150:

-0
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Normale Matrizen

Eine letzte Klasse von besonderen quadratischen Matrizen wollen wir an dieser Stelle
noch vorstellen, auch wenn wir erst spater genau erlautern kénnen, was genau mit
dieser Eigenschaft eigentlich gemeint ist.

Definition 62:

Normale Matrizen sind solche quadratischen Matrizen, fir die die Gleichung

A-AT = ATA erfillt ist.

Wobei wir erst im nachsten Abschnitt sehen werden, was mit der Multiplikation der
Matrizen A und AT gemeint ist.

Trotzdem kdnnen wir bereits einige Matrizen als normal identifizieren:

Bemerkung 9:

Sicherlich ist die geforderte Eigenschaft fiir symmetrische Matrizen erfiillt, da fiir diese
ja sogar A = AT gilt.

Ebenso sollte es nicht lGberraschen, dass sich herausstellen wird, dass auch antisym-
metrische Matrizen normal sind, da sich in diesem Fall ja schlieBlich A und AT nur um
ein Vorzeichen unterscheiden, welches bei der Vertauschung der Multiplikationsrei-
henfolge keine Probleme bereiten wird.

Hier ist die Einschrankung auf quadratische Matrizen zu Ende.
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Rechenoperationen fiir Matrizen

Hier wollen wir die moéglichen Rechenoperationen flir Matrizen einfihren, also die
Frage klaren, unter welchen Umstdanden es beispielsweise moglich ist, Matrizen zu ad-
dieren oder zu multiplizieren. Dass dies nicht in jedem Fall moglich ist, sollte verstand-
lich erscheinen, da die Frage nach der Addition von Matrizen mit unterschiedlicher An-
zahl von Zeilen oder Spalten doch schwierig zu beantworten erscheint.

Transponieren einer Matrix

Definition 63:

Ein Matrix A wird transponiert, indem man die Zeilen und Spalten vertauscht.
Anschaulich entsteht die transponierte Matrix durch Spiegelung der Ausgangsmatrix an
ihrer Hauptdiagonale.

Es gibt keine Voraussetzungen. Jede Matrix lasst sich transponieren.

Beispiel 151:

2 0 0
A=18 1 0
6 3 5

2 8 6
AT=10 1 3
0 0 5

Typ oder Ordnung einer Matrix
Definition 64:

Der Typ oder die Ordnung einer Matrix ist die Angabe der Zeilen- und Spalten-Zahl, die
(in dieser Reihenfolge!) mit einem "Multiplikations-Kreuz" x oder einem Komma ver-
bunden werden. Hat eine Matrix also n Zeilen und m Spalten, dann ist ihr Typ bzw. ihre
Ordnung nx m oder Typ (n,m).

Gleichheit von Matrizen

Auch flir spatere Rechnungen ist es natiirlich wichtig zu wissen, was wir meinen, wenn
wir sagen zwei Matrizen seien gleich. Die Definition dafiir ist naheliegend:

Definition 65:

Zwei Matrizen A=(aj;) und B=(bjj) sind genau dann gleich, wenn sie vom gleichen Typ
sind (d.h. wenn sie die gleiche Anzahl Zeilen wie Spalten besitzen) und jeder ihrer Ein-
trage gleich ist, d.h. fir alle i=1,...,m und j=1,...,n gilt ajj = bj;.

Bemerkung 10:

Matrizen von verschiedenem Typ kdnnen nicht gleich sein. So ist beispielsweise die
Nullmatrix vom Typ (3,2) nicht gleich der Nullmatrix vom Typ (2,3), auch wenn sie mit
dem gleichen Namen bezeichnet wird.
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Auch hierbei muss man sich auf Matrizen vom gleichen Typ beschranken, um eine Ad-

dition erklaren zu kénnen. Die funktioniert dann wie folgt:

Definition 66:

Sind A = (aj;) mit i=1,...,m, j=1,...,n und B = (bj;) mit i=1,...,m, j=1,...,n vom gleichen Typ

(m,n), soist A + B := (ajj+bj) miti=1,...,m, j=1,...,n.

Es werden also die einzelnen Eintrage der Matrizen addiert.

Allgemein:
11 @1z - Olp biu Bz o bia 11+ b1 212+ 612
fiz1  @zz - Ozn N bz bz - bea az1 + b2y azz + bee
Gml Gmz ' Gmn brni bmz ' bma m1 + bm1  2mz + Bmz
Beispiel 152:

1 2 3 70 -2} /8 2 1
4 5 6/1T\1 3 8/ =I5 8 _o

Die Subtraktion wird analog definiert.

Allgemein
@211 21z ' @Qin b1y b1z o g 211 — b1 a1z — b1z
flz1 dgzz ¢ dzg bay bzz o+ bea 221 — b2y a2z — bas
Bml1 Bm2z ' mn bmi bBmz  bmn Bm1 — bm1 Omz — Bmz
Beispiel 153:

1 2 3 T 0 -2y (-6 2 b
4 5 6/ \1 3 —8/ L3 2 14
Rechenregeln fir die Addition/Subtraktion:

Es gelten das Kommutativ- und das Assoziativgesetz:

Definition 67:

a1n + bln
azn + bin

Bmn + Bmn

Q1n — bln
22n — Din

ﬂ'm‘fl - b"ﬂl‘l’l

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)

Die Regeln folgen direkt aus den Rechenregeln fiir reelle Zahlen.

AuRerdem gilt die Gleichung (A+B)T = AT + BT, was direkt aus der Definition der trans-

ponierten Matrix und der Addition folgt.

Fir die Subtraktion gilt keines der Gesetze.
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Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl (Skalar)

Definition 68:

Eine Matrix A von beliebigem Typ (m,n) kann mit einer beliebigen reellen Zahl a multi-
pliziert werden, indem jeder Eintrag der Matrix aj;; mit a multipliziert wird, d.h.

a*A = a*(ajj) = (a*aj).

Allgemein:
211 21z
@z1 dzz
1 Am2?

Beispiel 154:

3 1 -2
E'(u 5 E)=

Rechenregeln:

21n e 11 0 dyz
Q7n @zl 0 dzz
Imn & Al 0 mz

6 2 -
0 10 12

Auch hier gelten die zu erwartenden Rechenregeln:

Definition 69:

ﬂ'ﬂ.l-n
ﬂ'ﬂ.z-n

& ' dmn

Kommutativgesetz a*A = A*a (wobei hier erwahnt werden muss, dass die Multiplika-
tion mit a von links natiirlich analog zu der Multiplikation von rechts definiert ist.)

Assoziativgesetz a*(B*A) = (a*B)*A
Distributivgesetz (a+B)*A = a*A + B*A und a*(A+B) = a*A + a*B

Analog zur Multiplikation mit einer reellen Zahl a wird die Division durch eine reelle
Zahly # 0 durch die Multiplikation mit 1/y erklart.
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Multiplikation von Matrizen

An dieser Stelle wird es nun etwas komplizierter, da im Allgemeinen zwei Matrizen vom
gleichen Typ (m,n) nicht miteinander multipliziert werden kénnen.

Wir werden sehen, dass dies nur fir quadratische Matrizen gilt.

Definition 70:

Zwei Matrizen A und B sind genau dann miteinander multiplizierbar, wenn die Anzahl
der Spalten von A der Anzahl der Zeilen von B entspricht. Ist also A eine Matrix vom
Typ (m,n), so muss B eine Matrix vom Typ (n,k) sein.

Wie man bereits hier sehen kann, ist die Multiplikation von Matrizen i.A. nicht kommu-
tativ.

Es gilt sogar: Ist das Produkt A*B definiert, so existiert das Produkt B*A i.A. gar nicht,
denn ist A eine Matrix vom Typ (n,m) und B eine Matrix vom Typ (k,n), so passen zwar
die Spalten von A und die Zeilen von B zusammen, jedoch nicht die Spalten von B und
die Zeilen von A (zumindest nicht, so lange m # k ist).

Definition 71:

Das Ergebnis der Multiplikation der beiden Matrizen A und B hat so viele Zeilen wie die
Matrix A und so viele Spalten wie die Matrix B.

Daraus folgt natirlich auch, dass die Reihenfolge bei der Multiplikation (d.h. welche
Matrix links und welche rechts steht) wichtig ist, da dies ja gerade die Nichtkommuta-
tivitat bedeutet.

Definition 72:

Ist nun A = (ajj)mit i=1,...,m, j=1,...,n eine Matrix vom Typ (m,n) und B = (bjj)mit i=1,...,n,
j=1,...,k eine Matrix vom Typ (n,k), so definieren wir A*B als Matrix C = (cij)mit i=1,...,m,
j=1,...,k, d.h. als Matrix vom Typ (m,k), wobei die einzelnen Eintrage definiert sind als

Cij=Zﬂ-ﬂ.'b).j=ﬂ-il'blj+ﬂ42'52j+"'+ﬂin'bnj

A=1

Der Eintrag cij ergibt sich also als Summe der Produkte der Eintrdage der i-ten Zeile von
A mit der j-ten Spalte von B.

Man erhalt also

@11 @1z -+ fin biy bz - bu E?:l a1x - bax Eizl a1y bz oo E?:l a1y - bax
dz1 dzz -+ fizn bay bzz - b . E?:l azy - ba Eizl gzy bz oo E?:l a1y - bax
ﬂq;u 9-1'.;12 s ﬂ-n:'m 51;1 ba;z co br;.k =1 ﬂalmx ‘har Y oao1 ﬂlmx ‘Baz o Yoaoi ﬂalmx - bak
Beispiel 155:

3 1 1R 16 8

0 b B 2 3V i b0 —b

1 -3 0 10 -1} 6 —28 ¥
-2 i —-12 -4 -6
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Da die Rechenregel doch etwas komplizierter ist, gibt es eine Moéglichkeit, sich das

Ganze etwas anschaulicher aufzuschreiben:

Falk-Schema

b11
b1
bn1
X3
di11 a1z Q1n E:A:ﬂ_ﬂlh baa
s
dz1 dzz dzn Z;,:l azy  bag
-
Eml dm2 Emn ZA:I @ma  baz

b1z bir
bzz [
bnz bk
ZT;:]_ a1 bz Ei;:lﬂ'll - bag
n T
Z,‘J«:l azy - baz E}.:lﬂ'lr\ b
Z?:l ama * baz Z?:l Bm  Dag

An dieser Darstellung kann man gut erkennen, was tatsachlich gemacht wird. Der Ein-
trag in der Ergebnismatrix ist immer die Summe der Produkte der Zeile und Spalte der
beiden urspringlichen Matrizen, welche sich, wenn man sie sich verlangert denkt, ge-

nau an dieser Stelle treffen wiirden.

Unser Beispiel sieht also folgendermaRen aus:

G 2 3

0 10 -1

3 1 18 16 B
0 5 0 60 —b
1 -3 6 —28 G
—2 0 —12 -4 -6
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Inverse Matrizen

Es bleibt uns hier noch eine letzte Definition zu klaren.
Beispiel 156:

Wiederholung: Potenzgesetze

Laut den Potenzgesetzen gilt:

2'.271=2.1=1
5'.51=5.1=1
4.4 1=4.2=1

Multipliziert man eine Zahl mit ihrem Kehrwert, lautet das Ergebnis stets 1.
Was fir Zahlen funktioniert, geht auch bei Matrizen (zumindest so ahnlich).

Bemerkung 11:

Vor einigen Jahrzehnten hat man zur inversen Matrix noch "Kehrmatrix" gesagt. Bei
diesem Begriff hort man wenigstens noch die Verwandtschaft zum "Kehrwert" heraus.

Da wir nun eine Multiplikation von Matrizen eingefiihrt haben, stellt sich natirlich die
Frage, ob man auch durch Matrizen teilen kann, was ja letztendlich die gleiche Frage
ist, ob es zu einer gegebenen Matrix A eine Matrix A! gibt, so dass AA! = E ergibt.

Die Einheitsmatrix spielt, wie man bei den Rechenregeln zur Multiplikation von Matri-
zen gesehen hat, die Rolle der 1, da sie bei der Multiplikation mit anderen Matrizen
diese nicht verandert.

Die Frage ist nicht so einfach zu beantworten, da man fiir eine allgemeine Antwort noch
weitere mathematische Konzepte bendtigt, was hier allerdings den Rahmen sprengen
wirde.

Wir sehen uns als Beispiel eine (2,2)-Matrix an.

Sei eine Matrix A mit folgender Gestalt gegeben:

a=(2 )

Gilt fur diese Matrix A: ad-bc # 0, so kdnnen wir eine inverse Matrix Al definieren,
durch

132-339




Bg TEC SR .
Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Definition 73:

1 d —
A= :
ad — be (—C ﬂ)

Durch einfaches Ausmultiplizieren erhalt man dann

-1 _ja b 1 d —b . 1 a b d —
A4 _(c ﬂ'-)'u.d.—bc'(—c u)_a.d—bc'(c d)(—c u)

1 ad —bc —ab+4aby (1 0Y B
T ad—bec \ed—ecd —bet+ad) " \NO 1)
Beispiel 157:

Nehmen wir folgende Matrix:

1 2
A=
3 4
Dann ist ad-bc = 1*4-2*3 = -2, und somit erhalten wir unsere inverse Matrix
1 4 -2 —2 1
7 ' \=-3 1 3 1
1 {1 2 -2 1 243 1-1% {1 0y
at=(58) (3 1) =(515 572)=( 9)=2
Rechenregeln:

Definition 74:

(AT) = (A)T
(A-B)!=B1A"
AP = (A1)
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GauB-Jordan-Algorithmus

Bei den reellen Zahlen ist zu jeder Zahl x eine Inverse X! definiert mit der Eigenschaft,
dass X*X1 = 1. Ahnlich definiert man bei Matrizen:

Eine Inverse Matrix existiert wenn:

Definition 75:

Sei X eine quadratische Matrix. Die Inverse von X ist, sofern sie Uberhaupt existiert,
jene Matrix X1, fur die gilt: X*X1 = X"1*X = | (Einheitsmatrix)

Im Gegensatz zu reellen Zahlen (auRer der Zahl Null), bei denen die Inverse immer exis-
tiert, existiert die Inverse einer Matrix X nur, wenn X quadratisch ist und wenn aulSer-
dem gilt:

Existenz der Inversen:

Definition 76:

X1 existiert nur dann, wenn det(X) = 0.

Regeln fir die Bildung der Inversen

Definition 77:

Man bildet die Inverse am einfachsten wie folgt:
1. Man setzt rechts neben X die Einheitsmatrix |

2. Man transformiert durch elementare Zeilenumformungen (Nicht Spaltenumformun-
gen!!) die Matrix X in die Einheitsmatrix. Alle diese elementaren Zeilenumformungen
werden gleichzeitig auch mit der Matrix | durchgefiihrt. Dadurch wird | zu X-1

3. Zeilen durfen vertauscht werden.

Beispiel 158:
11 -1
Berechnen der Inversenvon |1 0 2
31 1
1 -1\ (1 0
2110 1 O Vertauschen der 1. und der 2. Zeile:
3 1)\0 1
1 0 2)/(0 0
-1/|1 O O] Addieren des -1-fachen der 1. Zeile auf die 2. Zeile:
31 1)\0 0 1

10 230 1 O

1 -3||1 -1 0| Addieren des-3-fachen der 1. Zeile auf die 3. Zeile:
31 1)\0 0 1

o
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1 0 2 1 0
0 1 -3||1 -1 0| Addieren des-1-fachen der 2. Zeile auf die 3. Zeile:
0 1 -5 -3 1
1 0 2 0 1 0
1 -3||1 -1 0|Addition der 3. Zeile auf die erste Zeile:
0 -2/\-1 -2 1
1 0 -1 -1 1
1 -3||1 -1 0| mMultiplikation der 3. Zeile mit -1/2:
0 -2/\-1 -2 1
1 0 O -1 -1 1
0 1 -3 1 -1 0 | Addieren des 3-fachen der 3. Zeile auf die 2. Zeile:
O 0 1/)\U1/2 1 -1/2
1 0 0\/(-1 -1 1
1 0||5/2 2 -3/2
0O 0 1/)\1/2 1 -1/2

Probe: Multiplikation der Matrix mit ihrer Inversen muss I ergeben:

11 -1 -1 -1 1 1 00
10 2|*=|5/2 2 -3/2|=|0 1 O
311 1/2 1 -1/2 0 01
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Reguldre Matrix
Definition 78:

Die regulare, invertierbare oder nichtsingulare Matrix ist ein Begriff aus dem mathe-
matischen Teilgebiet der linearen Algebra. Eine quadratische Matrix A ist invertierbar,
wenn eine weitere Matrix B existiert, so dass

A-B=E
gilt, wobei E die Einheits-Singular-Matrix bezeichnet. In diesem Fall gilt auch
B-A—FE.

Also Matrizen die invertierbar sind heiRen reguldare Matrizen.

Singulare Matrix
Definition 79:

Umgekehrt werden nicht-invertierbare Matrizen als singulare Matrizen bezeichnet.

Zeilenstufenform

Definition 80:

Jede beliebige Matrix kann in Zeilenstufenform umgewandelt werden. Doch was ist
diese Zeilenstufenform liberhaupt und wie berechnet man sie?

Bevor wir die Zeilenstufenform definieren kénnen, missen wir einige Begriffe einfiih-
ren.

Eine Nullzeile ist eine Zeile, in der nur Nullen stehen, die anderen Zeilen sind Nichtnull-
zeilen.

=T
= o b2
=

Im Beispiel ist die dritte Zeile eine Nullzeile. Die erste und zweite Zeile sind Nichtnull-
zeilen.

Das erste von Null verschiedene Element einer Nichtnullzeile nennen wir den Zeilen-
fihrer dieser Zeile.

== == R = R =
& =1 @ & ba
o0 O =] LB
WD D

Die Zeilenflhrer sind im Beispiel rot markiert.

Jetzt konnen wir endlich die Zeilenstufenform definieren.
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Definition 81:

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, falls gilt:
Alle Nichtnullzeilen stehen oberhalb aller Nullzeilen.
Ein Zeilenfiihrer steht stets in einer Spalte rechts vom Fiihrer der Zeile dariber.

Alle Eintrage unterhalb des Zeilenfihrers sind Null.

Beispiel einer Matrix in Zeilenstufenform

=N — I — R — R
o o O Oh bk
-
=R =N R TN
O =1 W L

Bemerkung 12:

Charakteristisch fiir die Zeilenstufenform ist, dass die Zeilenfliihrer wie Treppenstufen
angeordnet sind - also nach unten wandern. Demnach kann in einer Spalte maximal ein
Zeilenfuhrer auftreten!

Bemerkung 13:

Praktische Bedeutung

Liegt eine Matrix in Zeilenstufenform vor, kann man ganz leicht den Rang der Matrix
ablesen.

Berechnung der Zeilenstufenform

So weit, so gut. Jetzt wissen wir, was die Zeilenstufenform ist. Doch wie berechnet man
sie?

Definition 82:

Die Zeilenstufenform erhalt man durch sog. "elementare Zeilenumformungen".
Man darf Zeilen...

vertauschen

mit einer Zahl multiplizieren

durch eine Zahl dividieren

addieren

subtrahieren

Bemerkung 14:

Der Gaul3-Algorithmus ist ein populdres Verfahren, welches ein Gleichungssystem bzw.
eine Matrix in Zeilenstufenform umwandelt.
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Beispiel 159:
2 —1 0 2 -1 0 2 —1 0
-2 2 -2 IH]—I! -2 2 -2 II]+I! 0o 1 -2
2 -1 0 0 0 0 0 0 0
Beispiel 160:
1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
-2 1 —e6|III)-0)} -2 1 —-e6\}|IH+2-1)}0 -1 -2
1 0o -2 0 1 -4 0 1 -4
1 -1 2
IIN+I1nNfo -1 -2
0 0 —6

Normierte Zeilenstufenform

Eine Matrix in Zeilenstufenform ist in normierter Zeilenstufenform, wenn sie zusatzlich
die folgenden Bedingungen erfillt:

Definition 83:

Jeder Zeilenfiihrer hat den Wert 1

Jeder Zeilenfiihrer ist der einzige Eintrag in seiner Spalte, der nicht gleich Null ist.

Beispiel 161:

= e [ e R
=2 o 9 =
[ R e R e R
oo = D
== T = i = |
= % ® %

Erweiterte Koeffizientenmatrix
Koeffizientenmatrix und erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
3 X1 -+ 4 X2 -+ 5 X3 = 1

X1 + X2 - X3 = 2
5 X1 + 6 X2 -+ 3 X3 =

lauten

5 34 5
—1 (ALb)=| 1 1 —1
5 6 3

=
Il
o o—
o — B
Bopo —
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Rang von Matrizen
Vorbetrachtung

Wir wissen, dass man eine Matrix als eine Anordnung von Spaltenvektoren bzw. Zeilen-
vektoren sehen kann. Diese Vektoren kdnnen linear abhangig oder linear unabhangig
sein.

Lineare Abhdngigkeit: besteht dann, wenn ein Vektor ein Vielfaches eines anderen
Vektors ist, z.B.:

=) =0

dann sind a und b linear abhangig, weil

1-(0)-5()-31

Definition 84:

Lineare Abhidngigkeit: Das bedeutet, es existiert eine reelle Zahl ¢ (c € R),
so dass c-a = b, dann sind die beiden Vektoren a und b linear abhangig.

Lineare Unabhidngigkeit: falls es kein c € R gibt, sodass c-a = b gilt,
dann sind die beiden Vektoren a und b linear unabhangig.

Beispiel 162:

=) o=

Man findet hier keinen Faktor c.

Bemerkung 15:

Der Nullvektor nimmt eine “Sonderstellung” ein. Kein Vektor ist linear unabhangig vom
Nullvektor, da jeder Vektor durch “Stauchung” mit dem Faktor 0 in den Nullvektor Gber-
gefihrt werden kann.

Definition 85:

In einer Matrix A ist die groRte Anzahl r der linear unabhangigen Spaltenvektoren stets
gleich der groBten Anzahl der linear unabhdngigen Zeilenvektoren. Diese Zahl r wird
als Rang der Matrix bezeichnet (r=Rg(A)).

Beispiel 163:
_ (2 0
4=(3 o)
Wir betrachten zuerst die Spalten der Matrix, also
2\ (0
(2)-(o)
Da zwischen einem Nullvektor und einem beliebigen anderen Vektor stets lineare Ab-
hangigkeit besteht, haben wir einen linear unabhangigen Spaltenvektor.
Nun betrachten wir die Zeilen:

2 0,2 0
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Es ist unschwer zu erkennen, dass die beiden Vektoren identisch sind (linear abhangig)
1-2 00=(@2 0)

Also haben wir auch hier einen linear unabhangigen (Zeilen-)Vektor.

Der Rang der Matrix A ist dementsprechend 1.

Beispiel:

1 2 3
B=|1 0 3
2 0 6

Wir betrachten zuerst wieder die Spalten

0

Es ist

(-0

der erste und der dritte Spaltenvektor sind linear abhangig.

Der zweite Vektor,

2

ist vom ersten

Y

Linear unabhangig.

Wir haben zwei unabhangige Spaltenvektoren.

Jetzt betrachten wir die Zeilenvektoren

(1 2 3,1 0 3),2 0 6)

man erkennt, dass

3-(1 0 3)=@ 0 66)

der zweite und der dritte Zeilenvektor sind linear abhangig.
Wir haben also zwei linear unabhangige Zeilenvektoren.

Der Rang ist demnach 2.
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Definition 86:

Das unterscheiden zwischen Spaltenrang und Zeilenrang ist nicht notwendig, denn es
handelt sich dabei immer um die gleiche Zahl handelt. Man spricht daher auch allge-
mein vom Rang der Matrix A und bezeichnet diesen mit Rang A.

Eine Matrix A wird mit dem Gauss'schen Eliminationsverfahren auf Stufenform ge-
bracht. Der Rang von A ist dann die Anzahl der Zeilen, die nicht aus lauter Nullen be-
stehen.

Die Berechnung erfolgt immer mit dem Gauf}'schen Algorithmus.

Beispiel 164:

Zeilenrang:
1 2

A=|0 1 | die erste Zeile mal (-2) und auf die dritte Zeile addieren
2 4

_ o O o
N Rk NN R

1 2
a=(o 12 1)
0 0 0 O

Also ergibt sich der Rang=2
Spaltenrang:

Ich nehme hier nur die Transponierte, damit man wie beim Gaul}'schen Algorithmus
rechnen kann. (Dreieck mit Nullen)

1 0 2
AT = (1) ; (2) die erste Zeile mal (-1) und auf die dritte Zeile addieren

2 1 4

1 0 2

0 1 0}, . . .

0 2 0 die erste Zeile mal (-2) und auf die vierte addieren

2 1 4

1 0 2

0 1 0

0 2 0

0 1 0

Wie man hier sieht sind die letzten drei Zeilen I. a. also ist der Spaltenrang=2
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Beispiel 165:
Zeilenrang:
1 2 3
A= |2 4 6 Gauss ergibt:
O 5 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 4 6|+— |0 O O] — 10 51
0O 5 1 O 5 1 O 0 O

Zeilenrang=2

Spaltenrang:

1

Ok, WO Rk Wi

0

2

SO N OO DN O D

o

_ 01O =L Ulo = Ul

Die erste Zeile mal (-2) und auf die zweite Zeile addieren

Die erste Zeile mal (-3) und auf die dritte Zeile addieren

Wie man hier sieht sind die letzten beiden Zeilen I. a. also ist der Spaltenrang=2

Losbarkeit von Linearen Gleichungssystemen

Der Rangbegriff ist bei der Aufklarung der Losungsstruktur linearer Gleichungssysteme
von fundamentaler Bedeutung.

Die Loésbarkeit von LGS lasst sich mit Hilfe von erweiterten (Koeffizienten-)Matrizen
untersuchen.

Rangkriterien zur Losbarkeit von LGS

Definition 87:

Ein LGS mit n Variablen besitzt

keine Losung, falls

Rang(A) < Rang(A < B)

genau eine Losung, falls

Rang(A) = Rang(A = B) =n

unendlich viele Losungen, falls

Rang(A) = Rang(A < 5) <n
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Beispiel 166:
3x+2y =5
x—4y =9

Koeffizientenmatrix A (linke Seite des LGS):

A= (3 _24) die zweite Zeile mal (-3) und auf die erste addieren
0 14

(1 Z4)

daraus ergibt sich der Rang=2

Erweiterte Koeffizientenmatrix (die rechte Seite wird hinzugenommen) b:

(3 2 5
b= (1 —4 9)
Ich nehme hier nur die Transponierte, damit man wie beim Gaul}'schen Algorithmus
rechnen kann. (Dreieck mit Nullen)

3 1
bT = <2 4) die zweite Zeile geteilt durch (2)

3

1 2) die zweite Zeile mal (-3) und auf die erste Zeile addieren
5

0

1 2) die zweite Zeile mal (-5) und auf die dritte Zeile addieren
5 9

0o 7

1 2) die erste Zeile mal ( 17) und auf die dritte Zeile addieren
0 19

0o 7

1 —2)

0 O

daraus ergibt sich der Rang=2

Folgerung fir die Losbarkeit von diesem LGS:
Rang(A) = Rang(A < 5) =n

Damit ist das LGS eindeutig I6sbar.
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Bild einer Matrix

Gegeben ist folgende Gleichung

ail a2 -+ QAin 1 b

an a2 -+ am T2 ba

Odml @ml *** Omn I'm b‘m
Definition 88:

Wir multiplizieren eine Matrix A mit einem beliebigen Vektor x und erhalten den Lo6-
sungsvektor b.

Das Bild einer Matrix gibt an, welche Menge an Vektoren als Losungen auftreten kon-
nen. Bei Funktionen wiirde man Wertebereich oder Wertemenge dazu sagen. Das Bild
einer Matrix kann man sich also als die Wertemenge der Matrix vorstellen.

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, wie wir den Wertebereich der Matrix berechnen
kdnnen.

Was ist das Bild einer Matrix?
Beispiel 167:

Schauen wir uns folgende Matrix an:

1 3 2
A=12 4 4
3 5 6

Diese Matrix multiplizieren wir jetzt nacheinander mit den drei Einheitsvektoren des
R3 und schauen, was passiert.

1 3 2 1 1
2 4 4 o)p=12
3 5 6 0 3
1 3 2 0 3
2 4 4 1]=14

b 6 0 D
1 3 2 0 2
2 4 0)=1+4

b 6 1 ]

Wir erhalten die drei Spaltenvektoren unserer Matrix A. Diese drei Vektoren sind ein
Bild, d.h. ein Teil der Wertemenge, der Matrix A. Bevor wir weitermachen, halten wir
diese Losung in mathematischer Schreibweise fest:
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3 2
img(A) = 21:14]:]4
3 5 6

Es gibt jedoch noch mehr Bilder (besser gesagt: unendlich viele), was sich leicht zeigen
lasst. Wir multiplizieren die Matrix mit irgendeinem Vektor.

1 3 2 0 !
2 4 4)1-10) =1 8
3 5 6 2 12

Auch dieser Vektor gehort zum Bild (= Wertemenge) der Matrix.

3 2 4
img(A) = 2 ;0 4:14]:] 8
3 D 6 12

Wir haben gerade festgestellt, dass es unendlich viele Bilder einer Matrix gibt.

Alle Vektoren, die aus der Multiplikation der Matrix A mit einem beliebigen Vektor her-
vorgehen, gehdren zum Bild der Matrix.

Diese Losungsvektoren haben jedoch - wie gerade gezeigt wurde - eine bestimmte Ge-
stalt: Die letzten beiden Vektoren sind z.B. Vielfache voneinander.

Allgemein kann man sagen, dass alle Linearkombinationen dieser Vektoren auch zum
Bild der Matrix gehoren. Mit diesem Wissen kénnen wir den vierten Vektor bedenken-
los aus dem Bild streichen, da der dritte Vektor diesen gewissermalRen miteinschlieRt.

1 3 2
img(A) = 21:14]:14
3 5 6

Stopp! Der dritte Vektor ist ein Vielfaches des ersten Vektors! Was machen wir mit
diesem? Richtig, auch von der Liste streichen.

1 3
img(A)=4¢12]:]4
3 5

Die verbleibenden beiden Vektoren sind nicht Vielfache voneinander.
Mathematisch gesprochen: Die beiden Vektoren sind linear unabhangig.

Wir kdnnen das Bild an dieser Stelle nicht weiter vereinfachen, ohne einen Teil der
Losungsmenge zu verlieren. Die Losungsmenge besteht jetzt also aus diesen beiden
Vektoren sowie ihren Linearkombinationen (d.h. auch ihren Vielfachen).
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Mit Hilfe der Kenntnisse, die wir uns gerade angeeignet haben, kénnen wir endlich das
Bild einer Matrix definieren:

Definition 89:

Das Bild einer Matrix ist gleich den linear unabhangigen Spalten.

Bild einer Matrix berechnen

Definition 90:

Um die linear unabhangigen Spalten zu berechnen, gehen wir folgendermalien vor:
Transponieren der Matrix

Erzeugen der Zeilenstufenform (ZSF) mittels GauB-Algorithmus

Transponieren der Matrix

Ablesen der Losung -> alle Spalten, in denen nicht ausschlieBlich Nullen vorkommen,
gehoren zum Bild der Matrix

Beispiel 168:

Von folgender Matrix soll das Bild berechnet werden

1
A= 2
3

=0 B S L

2
!
6

1.) Transponieren der Matrix

(]

1
3
2

W o b
[T |

2.) Erzeugen der Zeilenstufenform (Z5F) mittels Gauli-Algorithmus

1 2 3
0 -2 —4
0 0 0

3.) Transponieren der Matrix

1 0 0
2 -2 0
3 —4 0

4.) Ablesen der Lésung

Alle Spalten, in denen nicht ausschlieilich Mullen vorkommen, gehéren zum Bild der Matrix.

1 0
img(A) = 21:1 -2
—4
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Interpretation der Lésung:

Bemerkung 16:

Jede Linearkombination der Losungsvektoren gehort ebenfalls zum Bild der Matrix A.

Da sich zwei Vektoren in der Losungsmenge befinden, hat das Bild der Matrix die Di-
mension 2. Ubrigens haben wir damit auch direkt den Rang der Matrix berechnet, da
dieser der Dimension des Bildes entspricht.

rang(A)=dim(img(A))=2
Inverse Matrix nach Cramer

Im Folgenden wollen wir mit Hilfe der Cramer'schen Regel die Inverse einer Matrix be-
rechnen.

Oftmals lohnt es sich, vorher zu lGberprifen, ob eine Matrix GUberhaupt eine Inverse
besitzt.

Bemerkung 17:

Zu Matrizen in denen Zeilen oder Spalten linear abhangig sind, deren Determinante
also 0 betragt, gibt es keine inverse Matrix.

Dementsprechend kann nur die inverse Matrix berechnet werden, wenn gilt

det(A)z0

Beispiel 169:

Gegeben ist eine Matrix A. Berechnen Sie die inverse Matrix A%

2 -1 0 i1 FH ) I3 1 0 0
A- A1 = 1 2 —2 | Toy o3  Tog s 01 0)=FE
0 —1 1 a1 39 Tag 0 0 1

Die Komponenten der inversen Matrix berechnen sich folgendermafen

{ 1 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 \
0 2 -2 1 2 -2 0 2 -2
o 1 1 o -1 1 1 1 1
&Iy = |A| £Lia = |f1| I3 = |A|
2 1 0 20 0 2 0 0
_ o -2 1 —2 0o -2
A1l=
o1 o0 1 _ 101 1
ST T T
2 -1 1 2 -1 0 2 -1 0
2 0 1 2 1 2 i
. 0 -1 0 . 0 -1 0 . 0 -1 1
= - g = — = —
\ T3 A 32 A 3 A/
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Wie man auf diese Losungsmatrix kommt, wird im Folgenden gezeigt.

1. Spalte der Losungsmatrix

2 -1 0 Ii1 HA ) I3 1 0 0
A-A7T=11 2 —2|-lzy Zn z|=|0 1 0]=E
0 -1 1 a1 g2 Ia3 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 1. Spalte der gesuchten Inversen erhdlt man das
folgende Gleichungssystem. Die 1. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.

251.‘11 — Fy = 1
11 + 231-‘21 — 21'1.‘31 =0
—xg9 +x3 =0

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Losungsformeln fir die
Unbekannten (der 1. Spalte der inversen Matrix)

1 -1 0
0 2 —2
0 -1 1
Ty = 4|
1 0|
1 0 -2
0 1
Loy = 4|
-1 1
1 2 0
-1 0
T3 = 4|

2 -1 0 11 & 13 1 0 0
A-A_l — 1 2 —2 . oy oo Tag — 0 1 0 =F
0 —1 1 X33 L3z Fag 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 2. Spalte der gesuchten Inversen erhalt man das
folgende Gleichungssystem. Die 2. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.
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213 — xa2 = 0
T2 + 299 — 2xq9 = 1
—&g9 + x39 =0

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Lésungsformeln fir die
Unbekannten (der 2. Spalte der inversen Matrix)

0 -1 0
1 2 -2
10 -1 1
I12 = A
2 0 0|
1 -2
100 1 '
T2 = A
2 -1 0
2 1
10 -1 0
T3z — A

2 -1 0 Iii Iia I3 1 0 0
A-A1= 1 2 —2 . Ioy Tog  Tog = 0 1 0 =F
0 —1 1 £33 *E32 Iag 0 0 1

Multipliziert man die Matrix A mit der 3. Spalte der gesuchten Inversen erhalt man das
folgende Gleichungssystem. Die 3. Spalte der Einheitsmatrix bildet dabei die rechte
Seite des Gleichungssystems.

2293 — x93 =0
T3 + 293 — 2x33 = 0
—T9g + T3z = 1

Wendet man die Cramersche Regel an, erhdlt man folgende Losungsformeln fir die
Unbekannten (der 3. Spalte der inversen Matrix)
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{0 -1 0|
0o 2 -2
S 1 -1 1]
13 = a
12 0 0
1 0 -2
o 01 1]
23 = A
|2 —-1 0
1 2 0
o 0 -1 1|
33 = A
Unterdeterminante

Definition 91:

Di; ist die Unterdeterminante, die man erhadlt, wenn man die i-te Zeile und die j-te
Spalte streicht.

Ist die Determinante A gegeben,

a1 a2 a3
|A| = |21 Q22 Q23
a3 a3y dgg

s0 gibt es z. B. folgende Unterdeterminanten:

D11 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 1-te Zeile und die 1-te Spalte

streicht.
ayp a3
Dy =\ a2 axp|=
asy ass
By @ as
D45 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 1-te Zeile und die 3-te Spalte
streicht.
a
Diz=|an an ‘ws|=| 2 2
az  ass
asi az?

D35 ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die 3-te Zeile und die 2-te Spalte

streicht.
ail  mag a3
Dgy=|an Twy am|= o s
az aa
Vorzeichenfaktor
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Definition 92:

Der Vorzeichenfaktor (-1)* ordnet jeder Unterdeterminante ein Vorzeichen zu. Dabei
ist i der Zeilenindex und j der Spaltenindex. Ist i+j gerade, so ist das Vorzeichen positiv.
Ist i+j ungerade, so ist das Vorzeichen negativ.

aj; aiz ajs + — +
|A| = |ayy a3 ax — Al =|— + -
az asx ass + — +

Bemerkung 18:

Als Merkhilfe dient das schachbrettartige Muster. Jeder Position ist eindeutig ein Vor-
zeichen zugeordnet. Man beginnt oben links mit einem Plus-Zeichen und wechselt an-
schlieRend in den Zeilen (und Spalten) Minus und Plus ab.

Kofaktor
Definition 93:

Die Formel fur den Kofaktor lautet:
Ay = (=1 - Dy

Dabei ist Ajj der Kofaktor, der sich aus der Multiplikation eines Vorzeichenfaktors (1))
mit einer Unterdeterminante Dj; zusammensetzt.

Bemerkung 19:

Anwendung:
Laplace Entwicklungssatz zur Berechnung von Determinanten

Inverse Matrix berechnen mit Hilfe der Adjunkten
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Kofaltormatrix
Aufstellen einer Kofaktormatrix

Definition 94:

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof(A) sind die entsprechenden Kofaktoren.

An A -+ A
An  Ax -+ A
Cof(A) =
A Ama - Apam
Beispiel 170:

Berechnen Sie den Kofaktor Ass.

a1 diz a3 + - +
|A| =|a21 az ag — Al =|- + -
az; dzz azs + = +
aj; yy Q43

[ [}

Ag? — (_1) 3H2 | an \mﬂﬂ\ Qg | = — 11 13
g1 a3

Beispiel 171:

Kofaktormatrix einer 2x2 Matrix

=(Ca) el

An:{—l}lﬂ-::‘ \Z“:d
A = (—1)2. \';‘ i — e
Ay = (—1)2H1. i ;\ — b

A A d —c

Agl Agg —b a
Wegen dem Vorzeichenfaktor erhalten Elemente, deren Summe aus Zeilennummer i
und Spaltennummer j ungerade ist, ein negatives Vorzeichen.
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Beispiel 172: Kofaktormatrix einer 3x3 Matrix

a b ¢
A=\{|d e |
g h 1
An
Cof(A)= | An
Az

Ap = (1)
A = (_1}1+2 .
Ala — (_1}1+3 .
Aﬂl — (_1}ﬂ+1 .
Ags = (_1}ﬂ+ﬂ .
Ags = (_1}2+3 .

Ajp Ajgg)
Azz An
A3y Asg)

X,
f

=

e
h

NN . .1
LS A .
R A e o A
|

=

K K E o a g
> & o
. 5 o

o g e
SV SR .

A A

. < o

[Al=]— + -

Mathematik |
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Ag = (—1)¥1
Agy = (1)
Ass = (—1)*

Cof(A) =

\
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b

o~ K E

i
X

M o

¥ A e

f
%
b X
X |=
X

e f |d
h 1 q
b ¢ a
_‘hﬂ g
b ¢ a
e f| |d

de
fl |d e|
i‘gh
c a b
i _yh}
c a b
I d el )

b e
“le s

a cC

d f

Mathematik |

Wegen dem Vorzeichenfaktor erhalten Elemente, deren Summe aus Zeilennummer i

und Spaltennummer j ungerade ist, ein negatives Vorzeichen.
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Adjunktenverfahren
Definition 95:

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

Adj(A)=Cof(A)T

Adjunkte berechnen:
Beispiel 173:
Gegeben ist die Matrix A. Berechnen Sie zu A die Adjunkte.

()

Kofaktoren berechnen:

Ap = (1)1 :\ ?‘ =7
App = (—1)*2. \:_: é =5
Ay = (—1)*1. :\ ; =-3
Agy = (—1)**2. \; é —4

Kofaktormatrix aufstellen:

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof(A) sind die entsprechenden Kofaktoren.
A A 7 b
An  Ax -3 4

Kofaktormatrix transponieren:

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

oy _(An An\ (T 3
Adj(4) = Cof(4)" = (Alz Azz) a (—5 4 )
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Inverse Matrix mit Adjunktenverfahren berechnen
Definition 96:

Die Formel zur Berechnung der inversen Matrix mit Hilfe der Adjunkten lautet

1
= — - Adj(A

Da die Adjunkte die Transponierte der Kofaktormatrix ist, kann man die obige Formel
auch umschreiben zu

A—l

1
- Cof(A)T

Al = —
|Al

Bemerkung 20:
Vorgehen:

° Berechnen sie die Determinante von A. Wenn die Determinante von A gleich Null
ist, gibt es keine Inverse und sie kénnen mit dem Rechnen aufhoren

° Ist die Determinante von A ungleich Null, berechnen sie die Kofaktoren.
° Stellen sie die Kofaktormatrix auf.
° Transponieren sie die Kofaktormatrix, um die Adjunkte zu erhalten.

° Setzen Sie die Zwischenergebnisse in die Formel zur Berechnung der inversen
Matrix ein

Beispiel 174:

4 3). Berechnen sie die inverse Matrix mit Hilfe der Ad-

Gegeben ist die Matrix A = (5 y

junkten.

1.) Determinante berechnen

4 3

A-|
5 7

‘:4-7—5-3: 13

Da die Determinante ungleich Mull ist, existiert eine Inverse der Matrix A und wir kénnen
weiterrechnen.

2.) Kofaktoren berechnen

Die Formel fur den Kofaktor lautet

Aij = (1) - Dy

Dabei ist Aj;; der Kofaktor, der sich aus der Multiplikation eines Vorzeichenfaktors (—1)*7
mit einer Unterdeterminante D,-J- Zusammensetzt.

Der Vorzeichenfaktor (—1)*7 ordnet jeder Unterdeterminante ein Vorzeichen zu. Elemente,
deren Summe aus Zeilennummer ¢ und Spaltennummer j ungerade ist, bekommen ein
negatives Vorzeichen.

D,-j ist die Unterdeterminante, die man erhalt, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte
streicht.
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Ap = (1) 1 ?‘ =7
A = (—1)2. : E =-5
Ay = (—1)H1. ; \i =3
Agpy = (—1)242. :\ é —4

3.) Kofaktormatrix aufstellen

Die Elemente der Kofaktormatrix Cof( A) sind die entsprechenden Kofaktoren.
An A 7 —5

Cﬂﬂﬁ):( , 12):( )
Ay Axp -3 4

4.) Kofaktormatrix transponieren

Die Adjunkte einer Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix.

Adj(A) = Cof(A)T = (ii; ji) - (—?5 ;3)

5.) Einsetzen der Zwischenergebnisse in die Formel

7 3

1 1 (7 -3 5 1

1 gy L [ 13 13
AT =gy AdA) = 33 (_5 4)_(_£ 4 )
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Probe:

Haben wir die inverse Matrix richtig berechnet, so sollte bei der Multiplikation mit der Matrix A
die Einheitsmatrix herauskommen.

A-A'=E

Zur Multiplikation der beiden Matrizen verwenden wir das Falk-Schema, welches in dem
Artikel Matrmizenmultiplikation vorgestellt wird.

-z 3

13 13
_5 4
13 13

4 3| zuu T2
5 T| 0 T2

Die Elemente der Ergebnismatrix berechnen sich zu

3 4
:1:22—5' (_ﬁ) +?-ﬁ =1

Als Ergebnis der Multiplikation erhalten wir somit die Einheitsmatrix

7 3
A-A-l—(4 3)_(ﬁ _ﬁ)_(l 1])
= . s =
5 7 —5 13 0 1
Damit wurde gezeigt, dass wir die inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten korrekt berechnet

haben.

Beispiel 175:

Berechnen Sie die inverse Matrix Al zur Matrix
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3 8 4 3 17
A=11 0 1 = AT =18 0 2
7 2 1 4 1 1

Wir berechnen zuerst die Determinante von A,

3
1 0

7
=@3-0-1N+8-1-7)+(4-1-2)-(7-0-4)-(2-1-3)-(1-1-8)=50.

Dann verwenden wir die Adjunktenregel:

02 B 2 B8 0
A11 Ag1r Agq L L A -2 0 8
1 O I < T < I I
A‘1=—A12 Azz A32=—— - =—| 6 -25 1
02 B2 B0
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Determinanten

Grundlagen zu Determinanten
Wiederholung: Was ist eine Funktion?

Um das folgende zu verstehen, muss der Begriff der "Funktion" kurz wiederholt wer-
den:

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnungsvorschrift die jedem Element einer Menge
genau ein Element einer zweiten Menge zuordnet.

Bei einer "ganz normalen" Funktion wird also einer Zahl wieder eine Zahl zugeordnet.
Das Bild zeigt eine solche Funktion:

Menge aus Zahlen Menge aus Zahlen
Y R
1 > 1
2 —] 2
3 ~\““‘”';3
4 .4
5'_""‘-'—-- ---""'"'5
6—T 16
./ ~—

Diese Funktion ordnet den Zahlen 1 bis 6 der linken Menge eindeutig eine Zahl zu, d.h.
jeder Zahl der linken Menge wird genau eine Zahl der rechten Menge zugeordnet.

Die Determinantenfunktion

Man kann aber auch Funktionen definieren, die einer quadratischen Matrix eine Zahl
zuordnen. Zu dieser Art von Funktionen gehort die Determinantenfunktion:

Menge aus Matrizen Menge aus Zahlen

'4 i ™ 4 ™
E= 42 1
(3 2] > 2
- Ty 3
_|79 4
F— .La 5-’ --..___‘-‘ _._'__,_..-" 5
. >< E
53] 7
22 [
usw. 9

L vy L "y

Determinanten

Die Determinantenfunktion ordnet Matrizen einen Funktionswert (Zahl) zu. Diesen
Funktionswert nennt man "Determinanten”.

Im vorigen Bild gilt z.B.:

Die Determinante der Matrix E ist die Zahl 2, die Determinante der Matrix F ist die Zahl
8 und die Determinante der Matrix G ist die Zahl 4.
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Berechnung von zweireihigen Determinanten
Vorbemerkung zur Definition:

Auf der vorigen Seite hatten wir gesagt, dass die Determinanten-Funktion einer quad-
ratischen Matrix eine Zahl zuordnet.

Diese Zahl hatten wir den Namen Determinante gegeben.

Nun missen wir natlirlich noch definieren, welchen Wert diese Zahl hat. Zuerst defi-
nieren wir 2-reihige Determinanten:

Definition 97:

Matrix A: Determinate der Matrix A:
(311 a12) S A A —an. v a

ay1 dyy 11 " A2 21 " d12

Bemerkung 21:

Die Determinanten-Funktion ordnet nur quadratischen Matrizen eine Zahl zu.

Fur nichtquadratische Matrizen ist die Determinanten-Funktion nicht definiert.

Bemerkung 22:

Natirlich ist die Determinanten-Funktion wie jede andere Funktion eindeutig, d.h. je-
der quadratischen Matrix wird genau eine Determinante (Zahl) zugeordnet.

Beispiel 176:
o2
=1.4-3.2=4-6=-2
@ 154
5 -2 \
b =5.9-3.(-2)=45+6=51
(b) 3 9 (-2) -
(c) 5 8 =6.12-9.8=72-72=0
9 12
4 0 .
d =4.0-(-2)-0=0
O (-2)
(e) K 2‘=6k—8
4 6

Zusatzfrage: Wann ist diese Determinante 0 7 Ergebnis: fur k=%=%
12 3
(f) 5 %‘=12-%—5-3=5—15=—9
2 2
=4-4=0
@ | 2‘
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Folgerungen

Uber die eindeutige Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten.

Definition 98:

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten besitzt ge-
nau eine Losung, wenn die Koeffizienten-Determinante nicht verschwindet.

D=det(A)= fu
4y
Beispiel 1:
3x+2y =5
—6x—4y =6
Daraus ergibt sich folgende Determinante:
A= (—2 —24)

chA)=|_2 _ZL:—12+12=0

Beispiel 177:

Wir berechnen die Determinanten der folgenden Matrizen:

. 35 s 5 3 ¢ 10
T =2 4)' —L=10 —ﬁ)' ST\ 1)

Es ist:

I3 5 )

det A = | l=3-4—-(=-2)-5=12+10 =22
L2 4|
. 5 3 |

det B = | | =5-(=6)—(—10)-3 =-30+30=0
[ —10 —6|
10

det C = | f=1-1—-0-0=1
Fo 1
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Eigenschaften zweireihiger Determinanten

In diesem Abschnitt werden wir uns mit den wesentlichen Eigenschaftender 2-reihigen
Determinanten vertraut machen und sie zu Regeln zusammenfassen.

Sie gelten im Ubrigen sinngemaR auch fiir die spater noch zu definierenden Determi-
nanten héherer Ordnung.

Regel 1:

Der Wert einer 2-reihigen Determinante andert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten
miteinander vertauscht werden. Man bezeichnet diesen Vorgang auch als "Stiirzen der
Determinante".

Beispiel 2:
| 8 5 _ _
det A = | : ﬁ:—H-E—I_'—_'H-ﬁ_]ﬁ-l—]ﬁ—_'ﬂ
| 8 =3 _ . .
det A" = | f=8-2—-5-(=3) =16 +15 = 31

Somit gilt erwartungsgemal:

det AV = det A = 31

Regel 2:

Beim Vertauschen der beiden Zeilen (oder Spalten) dndert eine 2-reihige-Determinante
ihr Vorzeichen.

Beispiel 3:

7 3] .
at | . =7 . (—=1'=3-4=—-7—-12 = —1¢
detA = |, 7| (—1) 4 ! 19

Wir vertauschen nun beide Spalten. Die Determinante dndert dabei ihr Vorzeichen:

3 7 . |7 3 |
T =34 -7 (- =124T7=19 = —| -
|_1 4l 4 (—1) = 12 + 19 s 11
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Regel 3:

Werden die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) einer 2-reihigen Determi-
nante mit einem reellen Skalar A multipliziert, so multipliziert sich die Determinante
mit A.

Beweis:

Wir multiplizieren die Elemente der 1. Zeile der zweireihigen Determinante

det A i an |

day daz
Mit dem Skalar A und erhalten:

|.-'J.{!|| .-'].{!|]| .
.—].{!||{!_'lj—.r].{!|jdj| .r].':(!||(!jj—d|jdj|_|
| az a2z

i-

Zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Elemente der 2. Zeile mit A multipli-
zieren oder die 1. Oder 2. Spalte mit A multiplizieren.

Daraus ergeben sich zwei weitere Regeln:

Regel 4:

Eine 2-reihige Determinante wird mit einem reellen Skalar A multipliziert, indem man
die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert.

Regel 5:

Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einer 2-reihigen Determinante einen
gemeinsamen Faktor A, so darf dieser vor die Determinante gezogen werden.

Bemerkung 23:

Man beachte den folgenden Unterschied:

Eine Matrix wird mit einem Skalar A multipliziert, indem jedes Matrixelement mit A
multipliziert wird.

Im Gegensatz dazu erfolgt die Multiplikation einer Determinante mit einem Skalar A,
indem man die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert.

Beispiel 178:

In der Determinante

-24 7
-32 1
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Besitzen die Elemente der 1. Spalte den gemeinsamen Faktor -8, den wir nach Regel 5
vor die Determinante ziehen dirfen. Es ist somit:

—-24 7 (—8&-3) 7 37
-5 - —B(3-1—-4-7)
—-32 1 (—8&-4) 1 4 1
—8(3—28) = —8-(—235) =200
Regel 6:

Eine 2-reihige Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie (mindestens) eine der fol-
genden Bedingungen erfillt:

1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null.

Beweis:

Wir nehmen an, dass samtliche Elemente der 1. Zeile gleich null sind.

I 0 -az —0-as 0

Fir die zweite Zeile ist der Beweis gleich.

2. Beide Zeilen (oder Spalten) stimmen Uberein.

Beweis:

Die Determinante besitzt zwei gleiche Zeilen.

app dpz2 djpp djz
[y diyjdia — djjdqya ()
dsy 3 apy djpz

=]

3. Die Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.

Bemerkung 24:

Zwei Zeilen (Spalten) sind gleich, wenn sie in ihren entsprechenden Elementen lber-
einstimmen.

Proportionalitdat zweier Zeilen (Spalten) bedeutet: Einander entsprechende Elemente
stehen in einem festen Zahlenverhaltnis.
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Beweis:

Die zweite Zeile ist das A-fache der ersten Zeile.

apy djpz ay ay2

.-':I.{!|| ;':l{!”

D =

ayp “IJ‘

a9 daa i [ N )

e mmma
0

Beispiel 179:

Die folgenden Determinanten verschwinden

o) mm () em ()

( 1 {}j
0 0,
Weil

Det(A)=0: Die Elemente der 2. Zeile sind Null.

Det(B)=0: Die beiden Zeilen (bzw. Spalten) sin proportional zueinander.
Det(C)=0: Die beiden Zeilenvektoren stimmen Uberein.

Det(D)=0: Die Elemente der zweiten Zeile (bzw. zweiten Spalte) sind Null.

Regel 7:

Der Wert einer 2-reihigen Determinante andert sich nicht, wenn man zu einer Zeile
(oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches der anderen Zeile (bzw. anderen Spalte) ele-
mentweise addiert. Bereits veranderte Zeilen oder Spalten dirfen zum weiteren rech-
nen nicht mehr verwendet werden.

Beweis:

Zu der ersten Zeile der Determinante

a “IJ‘

a2 daa

addieren wir das A-fache der zweiten Zeile. Daraus ergibt sich folgendes:

layy +Adaxy) lapx + daaa) ) )
= (ay +Adan)arn — (a2 + daalan =
a2y a1
= gay1d2 + Adarja — ayrax; — Adazjazs =

= dy1d@ax —dyada =

g ﬂ|1|

day daz

Das entsprechend gleiche Ergebnis erhalten wir zu der zweiten Zeile das A-fache der
ersten Zeile addiert wird.
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Beispiel 180:

-6 5

Addieren wiar zur 1. Zeile der Determminante 4 ‘ das f-fache der 2. Zeile, 50 hat

sich nach Regel 7 der Wert der Determunante nicht gedindert. Es 15t sommt:

_ |-:—ﬁ+ﬁ] (5 + 24) ‘ B ‘n 29

=0-4-1-29=-29
1 4 1 4

Wir bestatigen dieses Ergebnis, indem wir die Ausgangsdeterminante direkt berechnen:

—6 5 ,
‘ = —6-4-5-1=-24—-5=-29 .

1 4

Regel 8:

Multiplikationstheorem fiir Determinanten
Fir zwei 2-reihige Matrizen A und B gilt stets:
det(A-B)=det(A)-det(B)

d. h. die Determinante eines Matrizenproduktes A -B ist gleich dem Produkt der Deter-
minanten der beiden Faktoren A und B.

Beispiel 181:

(0 ()

Die Berechnung der Determinante des Matrizenproduktes A - B geschieht am einfachs-
ten nach dem Multiplikationstheorem (Regel 8). Wir erhalten mit

1 4

det A = =1-(-2)—5-4=-2-20=-22

L
I
[k

det B =

den folgenden Wert:

167-339




va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

det (A -B) = (detA) - {detB) = (=22) - 10 = =220

Zur Kontrolle berechnen wir jetzt die Determinante det (A - B) auf einem anderen We-
ge, miissen dabei allerdings einen Mehraufwand an Zeit und Arbeit in Kauf nehmen.
Luniichst balden wir nach dem Anordnungsschema von Falk das Mamzenprodukt A - B
und im Anschluss daran die Determminante det (A - 1)

S R
b 4 1
14 1
= A u—( . )
uE 14 1 -1 -1
' 5 -2 —18 —17
\-B
14 1 _
det (A - B) = _ = 14-{=17)=(—=18)-1 =
—18 —17
= —238 + 18 = — 220 n
Regel 9:

Die Determinante einer 2-reihigen Dreiecksmatrix A besitzt den Wert
det(4) = a4 " ay;

d. h. die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Hauptdiagonal-
elemente.

Bemerkung 25:

Da die Diagonalmatrix ein Sonderfall der Dreiecksmatrix ist, gilt es fiir ihre Determi-
nante ebenfalls

Die Einheitsmatrix E und Nullmatrix O wiederum sind Sonderfalle der Diagonalmatrix.

Fir ihre Determinanten gilt daher:

1 0
det E = =1-1=1
0 1
0 0
duLi]'=‘ ‘={J'-{J'={J'
0 0
Beweis:

Hier anhand der oberen Dreiecksmatrix gezeigt:

i a2
L I

D =

‘ = ay(dsx — 0 -a;» = ay;da
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Beispiel 182:

Die Determinanten der folgenden Dreiecksmatrizen

5 —4 7 0
A = ) und B = _
(o Z3) mim=(_g %)

besitzen folgende Werte:

5 —4
det A = = 5-(=3) = —13
0o -3
F o0
det B = = 7 -5 = 35
—8 5
Beispiel 183:

Die folgende Matrix

-6 0
A=
( 0 —4)
Ist eine Diagonalmatrix.

Ihre Determinante besitzt den folgenden Wert

-6 0 _ _
det A = = (—6)-(—4)=24
0 —4
Beispiel 184:
o2
@ |, ‘=T4—32=4—6=—2
(b) > 2 59 3.(-2)=45+6=51
]
(c) 8 _g12-9.8-72-72-0
9 12
4 0 _
d =4.0-(-2)-0=0
@ 15, (-2)
(e) K 2 _ek_sa
4 6

Zusatzfrage: Wann ist diese Determinante 0 7 Ergebnis: fir k=

12 3
(f) ‘5 quz%_asze;wz_g
2 2
=4-4=0
(9) & J

»| o

W

Mathematik |
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Folgerungen

Uber die eindeutige Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten.

Definition 99:

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten besitzt ge-
nau eine Losung, wenn die Koeffizienten-Determinante nicht verschwindet.

D=det(A)= fu
Uy dp
Beispiel 185:
3x+2y =5
—6x —4y =6
Daraus ergibt sich folgende Determinante:
A= (—36 —24)

det(4) = |_36 _24| - 12412=0
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3-reihige Determinanten oder Determinante 3. Ordnung

Auf der vorigen Seite hatten wir die Determinanten-Funktion fiir 2-reihige Matrizen
definiert. Jetzt wollen wir das gleiche fiir 3-reihige Matrizen machen.

Auf 3-reihige Determinanten st68t man beispielsweise, wenn man ein lineares Glei-
chungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten vom Typ

'Hll'l'l +{!|1'|.1 +ll:!|_:|.'|.'_:| |-|
{!_1|.'|.'| +{!11.'|.'1 +-|:!1_:|.'|.'_:| I'J
{!_:||.'|.'| +-|:!_:|1.'|.'1 +-|:!_:|_:|.'I.'_:| I'_:.

auf seine Losbarkeit hin untersucht.

Wir werden spater zeigen, dass ein solches System nur dann genau eine Lésung besitzt,
wenn der aus den Elementen der 3-reihigen Koeffizienten-Matrix

i dia2 di3
A a2y drr dag
dy]  diya  dig

gebildete Term
) d11d>»»ad33 + ayadazdiy] + ayzda|dyz —
—dj3drzdiy] — djjdazdyy — diz3dr]d33

einen von Null unterschiedlichen Wert besitzt.

Die Zahl D heiRt Determinante von A. Sie wird in diesem Zusammenhang meist als Ko-
effizienten-Determinante des Gleichungssystems bezeichnet.

Definition 100:

Unter der Determinanteeiner3-reihigen, quadratischen Matrix versteht man die Zahl

A IAl=D=det A
a7 a5 53 a7 a5 A13
51 A3 423 31 A3 433
a31 a3, 33 431 a3, 433

mit |A| = d11d22d33 + @12d23a31 + A133@21d32 - A@31d22d13 - A32d23d11 - A33d213d12
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Beispiel 186:

Als Beispiel sei folgende Matrix gegeben:

A=

w oo
2 th b9
— e LN

Die Determinanten-Funktion ordnet der Matrix A die Determinante |A| zu:

025 025
A=|654 > |Al=]|65 4
321 321

Will man nun die Determinante berechnen, so muss man die obige Definition benutzen:
|A] =0-5-1+2:4-3+5:6-2-3-5-5-2-4-0-1-6-2 =0+24+60-75-0-12 = -3
Die Determinante |A| hat also den Wert -3.

Bemerkung 26:

Die Determinante D heiRt auch3-reihige Determinante oder Determinante 3. Ordnung.

Gebrauchliche Schreibweisen sind:

di] dijx &3
I, d21 dar daay |, det A, A, e i

fd3] dix d33
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Sarrus-Regel

Was ist die Sarrus-Regel?

Die auf der vorigen Seite gelernte Definition flr 3-reihige Determinanten kann man sich
mit der Regel von Sarrus merken. Sie ist also keine neue Definition, sondern eine simple
Merkhilfe.

Erklarung der Regel:

Zuerst schreiben wir die zwei ersten Spalten der Determinante |A| nochmals rechts
neben dieselbe:

A1 A2 ag3| A7 app
A1 Az 3| Ay Ayp
A31 A3 azz| Az asp

Die drei im folgenden Bild eingezeichneten Diagonalen nennt man die Hauptdiagona-
len. Das Produkt je einer Hauptdiagonalen nennt man Hauptdiagonalenprodukt. Wir
haben also drei Hauptdiagonalenprodukte (kurz HP's):

311\312\313\ 11 A2 L.HP=a,;-a,y,a.;,
o,

A1 Ay 323\ 321\322 2.HP=a,, Ay3A3q
Py

31 A3y ag3| a3 Az 3.HP= a3 a,,a,,

NN\
[Die drei Hauptdiagonalen j

Die anderen drei Diagonalen nennt man Nebendiagonalen bzw. ihre Produkte die Ne-
bendiagonalen-Produkte.

( Die drei Nebendiagonalen )

v

11 312/313/’3“/312 1.NP=aj; Ay Aqz
32}322 Az A21 Ay 2.NP=az,a,;ay,
az1 a3z; azz| az; az, 3.NP=azzara

Addiert man die drei Hauptdiagonalen-Produkte und subtrahiert davon die drei Neben-
diagonalen-Produkte, so erhdlt man die von der Vorseite bekannte Formel fir |A]:

| A|=a11222a33+a12a23a31+213321332-331322a13-332223311-333321a12
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Bemerkung 27:

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Regel von Sarrus nur fiir 3-reihige De-
terminanten gilt.

Rechenregeln fiir 3-reihige Determinanten

Fir 3-reihige Determinanten gelten sinngemald die gleichen Rechenregeln wie fir 2-
reihigeDeterminanten (Regel 1 bis Regel 9) aus dem vorherigen Abschnitt)

Beispiel 187:

2 =2:2:5+3-2-(-1)+1-3-1-(-1)-2:.1-1.2.2-5-3-3

—20-6+3+2-4-45=_30

—

4 501 4
b) 0 -3 2|0 -3=3:16-0-(-30)-(-4)-0=47
2 2 1|2 -2

4 3 -1/4 3
(c) 2 2 5|12 2=32+90-10-(-12)-100-24=0
6 5 4|6 5
Beispiel 188:

Im néchsten Beispiel ziehen wir zuerst zwei Faktoren vor die
Determinante, um kleinere Zahlen zu erhalten:

12 24 48 1 2 4 1.2 412
5 10 —5(=12.5-(1)(2)-1-60-{0 0 -5[00
4 2 1 4 2 1 4 2 1|-42

=60(40+10)=3000

Hier wurde am Ende die erste Zeile von der 2. subtrahiert, was die beiden Nullen erge-
ben hat.

Beispiel 189:

k 12 3 1 2 3 12 11 2

2k 6 1=k-6-2 1 Bk-2 1 0|2 1=6k-(2-1)=6k
k 6 1 1 1 11 01 1

Hier wurde am Ende die 2. Spalte von der dritten subtrahiert.
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Beispiel 190:
1 (3) (4
D= 2 5 -3
-5

Hier entdeckt man keine einfache Methode, die einem auf einmal zwei Nullen
beschert. Aber in zwei Schritten kann man an den markierten Stellen Nullen

erzeugen.
1. Schritt: Addiere das Dreifache der 1. Spalte zur 2. Spalte
2. Schritt: Addiere das (-4)-fache der 1. Spalte zur 3. Spalte:

T -3 4, 1 -3+3 4-4 1 0 O
D=2 5 -3=2 5+6 -3-8|=2 11 -11
72 -5 |7 2+21 -5-28 |7 23 -33

—

Nun kann man noch den Faktor (-11) aus der letzten Spalte herausziehen:

0 o0
=-1112 41 12 11=-11-(33-23)=-110
7 7 23

Einreihige Determinanten
Bis jetzt haben wir noch keine einreihigen Determinanten definiert.
Die Definition der "Einreihigen Determinante" ist kurz und simpel.

Definition 101:

Eine einreihige Determinante hat den gleichen Wert wie ihr (einziges) Element. Die
Formel dazu:

lai1] = ann

Beispiel 191:
Welchen Wert hat die Determinante |4711]|?
Antwort:

Die Determinante hat den Wert 4711.
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n-reihige Determinanten
Anmerkung

Genauso wie flir 2- und 3-reihige Determinanten missten wir auch fir 4-, 5-, 6-, ..., n-
reihige Determinanten eine Formel angeben, mit der man sie berechnen kann.

Dabei stof3t man aber schnell an Grenzen, denn schon eine Determinante mit 5 Reihen
hat eine Losungsformel mit 120 Summanden! Das ist zu viel Arbeit!

Wir werden aber bald eine Definition (=Lésungsformel) der Determinantenfunktion
kennen lernen, die wesentlich kiirzer und eleganter ist.

Da die Berechnung von Determinanten mit mehr als 3 Reihen sehr aufwendig aber doch
Routinearbeit ist, werden sie oft mit Computerprogrammen oder Taschenrechnern be-
rechnet!
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Laplace'scher Entwicklungssatz (Unterdeterminanten)

Unterdeterminante

Definition 102:

Die aus einer 3-reihigen Determinante D durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten
Spalte erhaltene 2-reihige Determinante heilt Unterdeterminante von D und wird
durch das Symbol Dikgekennzeichnet (i, k=1,2,3)

Schnittpunktelement

Definition 103:

Streicht man in einer Determinante eine beliebige Zeile i und auRerdem eine beliebige
Spalte k, so nennt man das Element, das im Schnittpunkt der gestrichenen Zeile und
Spalte entsteht, aix das Schnittpunktelement.

Das Schnittpunkt-Element aik ist also genau das Element, dass sowohl in der gestriche-
nen Zeile als auch in der gestrichenen Spalte steht.

Beispiel 192:

Als Beispiel sei eine 3-reihige Determinante gegeben:

Q17 892 13
|A| = |a21 222223
a3y azp 33

Als Beispiel streichen wir die dritte Zeile und die zweite Spalte:

Schnittpunkt-Element
ist das Element A3
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Beispiel 193:

Gegeben sei eine dreireihige Determinante |A|:

a1 215 Ay3
|A| = [a21 222223
431 az, 433

Nun streichen wir eine Zeile i und eine Spalte k.

Als Beispiel streichen wir die 3.Zeile und die 2.Spalte:

Es bleiben vier Elemente Ubrig die nicht gestrichen wurden.

Diese vier Elemente bilden die so genannte Unterdeterminante D3;:

_ P11 213
dy1 A3
Beachte:

Hat die Determinante n Reihen, so haben alle Unterdeterminanten n-1 Reihen.

Vorzeichen-Faktor
Vorbemerkung zur Definition

Man kann eine Funktion definieren, die jeder Unterdeterminante Dikx einen Vorzeichen-
faktor zuordnet.

Der Vorzeichenfaktor kann den Wert (+1) oder (-1) haben.
Die Funktion nennen wir die "Vorzeichenfunktion".

Definition 104:

Der Unterdeterminante Dikx wird durch die Vorzeichenfunktion
der Vorzeichenfaktor Vix zugeordnet. Dieser berechnet sich so:

Dik ->Vik = (-1)i+k

Beispiel 194:

Nehmen wir an, wir streichen in einer Determinante z.B. die 3.Zeile und die 2.Spalte,
so dass die Unterdeterminante D3, entsteht:
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Der Unterdeterminante D3, wird dann der Vorzeichenfaktor Vs, zugeordnet, der sich
nach obiger Definition berechnen lasst:

Vi (-1)* = (-1)72=(-1)=(-1)
Bemerkung 28:

Das Produkt aus Vorzeichenfaktor Vik und Unterdeterminante Dik nennt man auch "al-
gebraisches Komplement" Aj:

Aik = Vik- Dik

Entwicklungsformel
Jetzt definieren wir eine n-reihige Determinante durch ihre Unterdeterminanten.

Die Formel nennen wir Entwicklungsformel. Auf den nachsten Seiten werden wir dann
sehen, wozu diese Formel zu gebrauchen ist.
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Definition 105:

Gegeben sei eine n-reihige-Determinante, im Beispiel eine 3-reihige:

47 295 A43
D = |ay; ax a3
431 a3y 433

Hat die Determinante n-Reihen, so schreiben wir sie n-mal nebeneinander, d.h. in un-
serem Beispiel 3-mal:

a7 15 93 a7 a5 Ay3 a7 a5 A13
dy1 A2 A3 Ay Ay A3 51 A7 A23
431 A3, 433 431 a3, 433 431 a3 433

Nun streichen wir in allen Determinanten die erste Reihe, sowie in der n-ten Determi-
nante die n-te Spalte:

D. = a3 A33 D, .=|*21223 _[321 922
11 Jay, az3| 12 Jagpazz| 13 |as; a3

Diese Unterdeterminanten addieren wir: D11+D12+Di3+...+D1n

Jetzt multiplizieren wir noch jede Unterdeterminante mit dem gleichnamigen Vorzei-
chenfaktor und Schnittpunkt-Element:

V11211D11 + V12a12D12 + ... + V1na1nDan

SchlieBlich definieren wir, dass diese Formel gleich der gegebenen Determinante D sein
soll:

D = Vi11211D11 + V12a@12D12 + ... + V1na1nDa1n

Meist schreibt man die Entwicklungsformel mit dem .-Zeichen:

D= kZ: Vi@ Doy
=1
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Beispiel 195:

Als Beispiel sei eine 3-reihige-Determinante gegeben:

D=

O 7 I |
— D
& WG

Laut Definition missen wir die Determinante 3x aufschreiben:

7 9 8 7 9 8 7 9 8B
5 2 3 5 2 3 5 23
4 1 6 4 1 6 4 1 6

Dann mussen wir die erste Zeile streichen und je eine der Spalten:

79§ 749 81 |
23 523 5 2
16 416 4 1

Es entstehen drei Unterdeterminanten:

2 3
1 6

5 3

i P

12 D, ;=

D 13

1

S 2
4 1

Jetzt addieren wir diese drei Unterdeterminanten:

23
1 6

5 3

+ 4 6

+

S 2
4 1

Jede Unterdeterminante multiplizieren wir mit ihrem gleichnamigen Vorzeichenfaktor
und Schnittpunktelement:

23
1 6

S 2

Vir 7 41

+V12'9 + \338

3
6

5
4
Die drei Vorzeichenfaktoren missen wir noch berechnen:
Vir = (-1)"#1=1 Vi =(-1)"*2=-1 Vi3 =(-1)1*3=1

Die 3-reihige Determinante D, ausgedriickt durch 2-reihige Unterdeterminanten, lautet
somit:

]2 s 5 3 52
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Bemerkung 29:

Der Wert einer 3-reihigen Determinante ist unabhangig von der Zeile oder Spalte, nach
der entwickelt wird.

In der Praxis entwickelt man stets nach derjenigen Zeile oder Spalte, die die meisten
Nullen enthalt, da diese Elemente keinen Beitrag zum Determinanten-Wert leisten.

Bei einer 3-reihigen Determinante bringt die Entwicklung nach Laplace in der Regel
keine nennenswerte Erleichterung. Meist ist es bequemer, die Determinante nach der
Regel von Sarrus zu berechnen.

Fir das algebraische Komplement Aikist auch die Bezeichnung Adjunkte gebrauchlich.
Rechenregeln fiir n-reihige Determinanten

Die hergeleiteten Rechenregeln fiir 2-reihigeDeterminanten gelten sinngemal auch fir
Determinanten héherer Ordnung (n-ter Ordnung).

Diese Regeln in allgemeiner Form:

Rechenregeln fiir n-reihige Determinanten

Regel 1: Der Wert einer Determinante indert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten
miteinander verfauscht werden, d. h. die Determinante . gestiirzt” wird.

Regel 2: Beim Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) dndert eine Determinante
ihr Worzeichen.

Regel 3: Werden die Elemente einer beliehigen Zeile (oder Spalte) mit einem reel-
len Skalar i multipliziert, so multipliziert sich die Determinante mit A.

Regel 4: Eine Determinante wird mit einem reellen Skalar i multipliziert, indem
man die Elemente einer belichigen Zeile (oder Spalte) mit 1 multipliziert.

Regel 5: Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen gemeinsamen Fak-
tor 4, sodaf dieser vor die Determinante gezogen werden.

Regel 6: Eine Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie mindestens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Nudl.

. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind gleich.

. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind meinander proportional.

. Eine Zeile (oder Spalte) ist als Linearkombinarion der tibrigen Zei-

len (oder Spalten) darstellbar.

e tad b

Regel 7: Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile
(oder Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (oder Spalte)
addiert.

Regel §: Multiplikationstheorem fiir Determinanten
Fiir zwei n-reihige Matrizen A und B gilt stets
det (A - B) = (detA) - (det B) (I-83)

d. h. die Determinante eines Marrizenproduktes A - B ist gleich dem
Produkr der Determinanten der beiden Faktoren A und B.

Regel 9: Die Determinante einer n-reihigen Dreiecksmatrix A besitzt den Wert
det A = a11a22 ... Gan (1-84)

d. h. die Determinante der Dreiecksmatrix ist gleich dem Produlr der
Hauptdiagonalelemente. Diese Regel gilt anch fiir den Sonderfall einer
Diagonalmatrix.
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Beispiel 196:

Wir berechnen die Determinanten der folgenden Matrizen:

. 305 8 5 3 ¢ 10
S\ =2 4)' =10 —ﬁ)' o 1)

Es ist:

I3 5| )

det A = | =34 —(=2)-5=12+10=22
[ T
. 5 3 |

det B = | | =5-(=6)—(—10)-3 =-30+30=0
=10 —6|
10

det C = | l=1-1-0-0=1
) .

Beispiel 197:

c) (4 Punkte) Berechnen Sie folgende Determinante.

13 7 -8 -1

3 1 -6 4 2

i 1 0 -2

0D 1 0 -1 0

0 0 0 -1 0

Losung:
i 2 7 -8 | -
11 6 X 3 ..;i—é_; 1 7

:~|53 1 0 -3 =—1—1}53 i o E | eh 3| = B
01 0 -1 0 5 1 =2
5D 0 -1 4 oL 00

Entwicklung nach der 4. Zeile
Entwicklung nach der 5. Zeile
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Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Eine Gleichung, die nur eine Unbekannte hat, kann man (in allen euch bekannten Fal-
len) nach dieser Unbekannten auflésen und somit die Lésungsmenge bestimmen. Unter
der Losungsmenge sind alle Zahlen zu verstehen, die man fir die Unbekannte einsetzen
kann, so dass die Gleichung wahr ist, also "stimmt".

Manche Fragestellungen beinhalten jedoch zwei oder mehr Unbekannte, wobei man
aber auch zwei oder mehr voneinander unabhangige Gleichungen aufstellen kann. Zum
Beispiel eine kleine Textaufgabe:

Christina kauft vom Artikel A zehn Stiick und zwoélfmal Artikel B. Daniel dagegen kauft
finfzehn Stick von A, aber nur zwei von B. Christina bezahlt 38 Euro, Daniel 19,40 Euro.

Unbekannt sind die Einzelpreise von A und B. Da fir beide Einkdufer die einzelnen
Stiickzahlen und der Gesamtpreis bekannt sind, kann man zwei Gleichungen aufstellen,
die beschreiben, wie sich der jeweilige Gesamtpreis zusammensetzt. Der Einzelpreis
von A wird hierbei durch die Variable a beschrieben und der Einzelpreis von B durch
die Variable b:

10a + 12b = 38 (1) (Christinas Einkauf)
15a +2b =19,4 (2) (Daniels Einkauf)

Leider kann man hier keine der einzelnen Gleichungen fiir sich genommen so nach einer
Variablen auflésen, dass man den Einzelpreis ablesen kann, denn man bekommt die
andere Variable nicht weg.

Man weill aber, dass die zu findenden Losungen fir a und b fiir beide Gleichungen
gleichzeitig gelten missen. Man hat hier dadurch ein System zweier Gleichungen mit
zwei Unbekannten.

Alle Verfahren, das Problem zu knacken, beruhen darauf, aus den n Gleichungen mit n
Unbekannten (wobei mit n die Anzahl der Gleichungen und Variablen gemeint ist) nur
noch eine Gleichung mit einer Unbekannten zu machen. Es gibt dabei im Wesentlichen
neben dem Erraten und dem graphischen Losungsverfahren vier algebraische Verfah-
ren:

° Gleichsetzungsverfahren

° Einsetzungsverfahren

. Additionsverfahren

. Eliminationsverfahren nach GauR

° Cramer’sche Losungsverfahren

Hat man mehr als zwei Gleichungen, dann fihrt in jedem Verfahren immer jeder ein-
zelne Schritt zu einer Gleichung, die jeweils eine Variable weniger enthalt.
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GaulBscher Algorithmus
Dieses Verfahren dient zur Losung von linearen Gleichungssystemen

Es eignet sich zur Bestimmung einer speziellen Loésung als auch zur Angabe der gesam-
ten Losungsmannigfaltigkeit.

Durch moderne Rechneranlagen ldsst sich das Gauli‘sche Eliminationsverfahren sehr
gut durchfihren und hat deshalb an Bedeutung gewonnen.

Seine Ildee besteht darin, aus einem System von m linearen Gleichungen mit n Variablen
m-1 Gleichungen so umzuformen, dass eine der Variablen, etwa x1, in diesen m-1 Glei-
chungen nicht mehr vorkommt, also eliminiert wird.

Aus m-2 von diesen m-1 neuen Gleichungen lasst sich nun z.B. x; entfernen. Indem man
so fortfahrt, erhalt man schlieBlich eine einfach zu l6sende Gleichung, die nur noch
eine Variable x, aufweist.

Das Gleichungssystem lasst sich dann einfach nach allen anderen Variablen auflésen,
da immer nur eine unbekannte Variable vorhanden ist.

Rechenschema:
;X +a,X, +a5X; +3,X, = b1 (1)
Ay Xy T 8pX, +ay3X; + 8%, = bz (2)
Agy X + 85X, +Ag5X3 + A5, X, = bs (
Ay Xy T ayX, +a,5X; 34X, = b4 (4)

Xy +a,X, 3%y +a,X, = b1 (1I)
Ay Xy +8y3X5 + 8y, X, = bz (2')
Az X, +AgsX3 + A X, = bs (3|)

ypXy +8y5X3 + 8y X, =D, (4')

Xp +a,X, + A% +a;,X, = b1 (1' |)
Xy +ayX; +ay,X, = bz (2 )
AgsXy t a5 X, = b3 (3 )

a;3X3 + a;4x4 = b; (4 )

Xy +85,X, +a;3X; +aX, = bl ( ...)
X, + aI23X3 + a'24x4 = b; (2”'>
X, +ag,X, =b,

Im allgemeinen Teil wird ein Gleichungssystem mit 4 Variablen veranschaulicht:
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(1) erhalten wir durch Division von (1) durch a11 (Vor. a1120)

Dann multiplizieren wir (1) mit a21 und subtrahieren von (2) und erhalten (2°).
Dann multiplizieren wir (1) mit azsund subtrahieren von (3) und erhalten (3°).
Entsprechend erhalt man (4°)

AnschlieBend wird (2°) zu (2*) vereinfacht und zur Umformung von (3) in (3‘) und von
(4) in (4) verwendet.

Dies wird analog bis (4‘“‘) fortgesetzt, so dass man nach der Variablen auflésen kann.
Determinanten-Verfahren nach Cramer (Cramer‘sche Regel)

Gabriel Cramer (1704 - 1752, von Beruf Monch) entwickelte ein stark formalisiertes
Losungsverfahren fir LGS.

(Bedingung: Gleichviel Variablen und Gleichungen)

Ein Zahlenschema der Form:

a1 1 41,2 a1.3 & a1 n
ag 1 az 2 n 1 azn
detiAj=|la3 41 (O T mit allen aj,j €R

an 1 ap,2 9p,3 § 9 n

heilt Determinante (n-reihig).

Die Entwicklung von Determinanten

(Wie rechnet man den Wert einer Determinante aus?)

Eine 2-reihige Determinante wird folgendermalRen berechnet:

[31,1 111,2}
az 1 a9z 2

Hauptdiagonale (links oben nach rechts unten)

det(A) = =aq,1-az 2-a2 1 -1 2

Nebendiagonale (links unten nach rechts oben)"
Eine beliebige Determinante wird nun nach einer Zeile oder Spalte entwickelt.

Am Beispiel: (Entwicklung nach der 1. Zeile)

3 7146
29 6 M 9 6 1M 5 6 M 5 9

M5 96
=3- (|27 8|[|-7T-||1 7T & +4-||1 28|[-6-||1 27T

1T 278
4 29 3029 30409 3 42

5 429

Man nimmt die Elemente der 1. Zeile als Faktoren vor Unterdeterminanten, die entste-
hen, wenn man die Zeile und Spalte streicht, in der der jeweilige Faktor steht. Die Pro-
dukte aus Faktor und Unterdeterminante wird addiert oder subtrahiert. Das Vorzeichen
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wird nach Zeilennummer/Spaltennummer bestimmt. Man addiert die Zeilen- und Spal-
tennummer: Ergebnis gerade: +, ungerade: -

(Ein Beispiel: Entwicklung nach der 6. Zeile: Das erste Element steht in der 6. Zeile, 1.
Spalte, 6+1=7, ungerade, also wird mit - begonnen.)

Das gleiche Beispiel nach der 2. Zeile entwickelt:

3 746
746 346 37 6 374

M5 9 6
=-10- (|2 7 8 |[+3-||1 7T 8 ||-9- (|1 2 8|[+6-||1 27

1T 27 8
4 29 529 5409 5 42

5 429

Eine dieser Unterdeterminanten kann dann weiter entwickelt werden, z. B.:

71416

78 28 2 7
27 8|=T7 -4 +6-
‘(2 ﬂJ‘ ‘[4 9]‘ ‘(1 EJ‘

4 29

Die entstandenen 2-reihigen Determinanten lassen sich mit obiger Methode berech-
nen, z. B.:

78
=7-9-2-8
(2 ‘EJ‘

Obiges Beispiel im letzten Entwicklungsschritt:
3 746
M 5 96
1 27 8
5 4 29

107 (7-9-2-8). 4

Insgesamt werden zwolf 2-reihige Determinanten berechnet!
Wer das Beispiel nachrechnen mdochte:

3 746

1M 5 9 6

1 27 8

5 4 2 9

=-2516

Fir die Berechnung von 3-reihigen Determinanten kann man die Regel von Sarrus her-
anziehen, die die Entwicklung der 3-reihigen und anschlieBenden Berechnung von 2-
reihigen Determinanten bereits enthalt:
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Beispiel 198:

10 8

0 3 4([=135+0-46+802-63-8-2-4-1-5-0-0=-137
6 25

1.0 83110
0 3 X (M0 3
6 2 5/6 2

Die ersten zwei Spalten rechts danebenschreiben, dann:
Hauptdiagonalen — Nebendiagonalen
Die Cramer'sche Regel

Definition 106:

(1) Bilde die Koeffizientendeterminante:
Ist D#0, so hat das LGS eine eindeutige Losung.
(Ist D=0 und alle Di=0, so gibt's eine Parameterlosung.
Ist D=0und ein Di#0, so gibt's keine Losung.)
a1,1 a1,2 »
D=l a2 1 " ]
[ R
(2) Bilde alle Formdeterminanten D;:
by a1 2
D1=| by az.2
O
Die 1. Spalte wird durch die rechte Seite (die bs) ersetzt.
Die 2. Spalte wird durch die rechte Seite ersetzt.
ag 4 by
D2=|az,1 b2 »
' 1o
USW.

(3) Berechne die Losungen:

D1
My = —
LI
« _DZ
2

Din
}{“:F
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Beispiel 199:
Inq-2x2+2u3=5H
“Sxq+3xup-2x3=-5

dvq-3xp+x3=1

3 -2 2
D=1 -5 3 -2
4 -3 1

D=3

Es existiert eine eindeutige Losung

5 -2 2
D1=|-5 3 -2
1T -3 1
D1=3
oV
b
¥q=1
3 5 2
D2=|-5 -5 -2
4 1 1
bD2=6
o 22
D
¥a=2
3 -2 5
bD3=|-5 3 -5
4 -3 1
0D3=9
-
b
X3 =13

Mathematik |
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I 2z + 6z — 3w + 125 -6 |-{-2)
I 4z + 3z + 3r3 + 1wy ]
m 4z; — 3z + 6z3 + 634 ]
v - 3z + S - 234 14
I -4z, — 1223 + 6Bzz — 24z4 12
I 4z + 3z + 3r3 + 1wy 6 [I+1II
m 4z; — 3z + 6z3 + 634 6 [T+ I
v — 3z 4+ Bmy —  2my 14
I —4z; — 12 + 6Bzz — 241y 12 |:(-2)
I — Oz +  O9zy —  Omy 18 I‘[—%)
I — 15z + 123y — 18my 18
v — 3z 4+ Bmy —  2my 14 |3
I 25, + 6z — 3z3 + 12z4 -6
I 1522 — 1dx3 + 1iz4 -30 |:15
1t — lbzg + 1223 — 183y 18 |II+ 11
v - lizs + 2533 - 1034 70 |II+1IV
I 25, + 6z — 3z3 + 12z4 -6
IT oy — T3 + T4 -2
I — 3z —  3my —-12 |-%
w 10z3 + 534 40
I 2z 4+ 6z — 3ms + 123y —6
IT oy — T3 + T4 -2
I — 10zz — 10z4 —40 | (-10)
v 10r3 +  5z4 40 IO+ 1V
I 25, + 6z — 3z3 + 12z4 -6
11 T3 — T3 + T4 -2
1t & Ty 4
v — 5wy [:(-5)
w B4 0
x4 eingesetzt in ITI:
T3 4
w3 und 74 eingesetzt in 1I:
oy — 4 -2 |44
T 2
T3, T3 und x4 eingesetzt in 1:
2 4+ 62 - 34 -6 |:2
T -3

Mathematik |
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Beispiel 201:

I 3z - T2 + 2r3 = 1

II "1 - 4z: - 3 = =2 |30+ (-7)I
Ml -z — 3¢ — 128 = —5 |3IO+I1

I 3z - T2 + 2z3; = 1

11 - Bxs — 17z3 = =13

111 - 1022 — 343 = -14 |(=3)-II+II
I 32, —= 22 + 223 = 1

11 - Bxs — 17z3 = =13

1 g = i}

Durch Anwendung von Gauf erhilt manin
der letzten Gleichung einen Widerspruch,
d.h. das lineare Gleichungssystem besitzt

keine Losung.
L = {}
Beispiel 202:
I 20y = B22 + 323 = 3
O 4z, - 1222 + 8xz = 4 |O+(-2)1
oo 3z + 2 — 2x3 = 9 |20+ (-3)I
I 26, - bBxx +  3xy 3
o - 2 4+ 2z = =2
I 1720 — 1313 9 |21+ 17-1T
I 22, — 51, + 313
I - 2rs + 2oz = =2
III 8r; = =16
Man erhilt mit Gaul eine Dreiecksform,
d.h. das lineare Gleichungssystem hat ge-
nau eine Lésung:
L = {(%-1-2)}

Mathematik |
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Textaufgaben zum Erstellen von Linearen Gleichungssystemen

Definition 107:

International Project Engineering IPB

Hier missen die Gleichungen als erstes aufgestellt werden. Die Losung erfolgt Gber

eines der bereits dargestellten Verfahren.

Beispiel 203:

Christa und Julia haben sich verabredet. Sie starten beide um 15 Uhr mit ihren Fahrra-
dern in ihren 21 km voneinander entfernten Heimatorten. Christa schafft in jeder
Stunde 12, Julia 16 km. Zeigen Sie auf rechnerische Weise, wie weit von Christas Hei-

matort entfernt Sie sich treffen. (v = %)

Losung:

k m

tc =1t
S¢ =21 —5

S
V=Eet=;
S¢S
e v
S¢S
1216
l6sc = 12s;

3
Sc =79

3

21—y = ZS]
4(21 —5;) = 3s
84 = T7s;
S; =12

S¢=21-5;=21—-12=9km
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Lineare Gleichungssysteme mit Parametern
In Linearen Gleichungssystems tauchen weitere Parameter auf.
Hier lautet die grundsatzliche Frage:

Definition 108:

Mathematik |

Welche Zahlen missen eingesetzt werden um
eine eindeutige Losung

keine Losung

unendlich viele Losungen

zu bekommen.

Beispiel 204:

Gegeben ist folgendes lineare Gleichungssystem (LGS)

x+z=1
X+y=a
cx+ty+z=2

Bestimmen Sie flir dieses LGS die Parameter a und c so, dass es
1) eine Losung
2) keine Losung

3) unendlich viele Lésungen

gibt.

Losung:

x+z=1

Xxt+y=a

cx+y+z=2

1 0 1j1

1 1 0]a|(1)*(-1)+(2); (1)*(-c)+(3)
c 1 112

(U

1 0 1 1
(0 -1 a—1)(m*bn+8)
0 1 1—cl2—-c

1 0 1 1
(0 1 —-1]| a—1 )(E*LH+B)
0 0 2—cl3—a-c

1) eine Losung fiir c # 2
2) keine Losung firc=2unda # 1

3) unendlich viele Losungen firc=2unda=1
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Elementare Funktionen

Relationen und Funktionen
Definition 109:

Eine Relation liegt vor, wenn es zu jedem Element x der Menge M1 genau einen Partner
y in der Menge M, gibt.

Definition 110:

Hat jedes x € M; ein zugeordnetes y € M,. Handelt es sich um Zahlen die in einem Ko-
ordinatensystem aufgetragen werden kénnen

Eine Gberall auf M1 definierte eindeutige Relation heiRt Funktion oder auch Abbildung
von M1 in Ms.

fiM; - M, oder x >y = f(x)
Elementare Funktionen

° Signumfunktion

° Betragsfunktion

. Ganzrationale Funktion

. Gebrochen rationale Funktion
. Potenzfunktion

. Wurzelfunktion

° Exponentialfunktion

° Logarithmusfunktion

. Trigonometrische Funktion
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Elementare Transformationen von Funktionen

Begriffe lassen sich am einfachsten an den Schaubildern von fund £ erklaren.

Verschiebung

Definition 111:

e Verschiebung in y-Richtung

f(&) — f*(@) = f(z) +c 2B. f(z) =22 — f*(x) = 22 +3
e Verschiebung in z-Richtung
fl@) — f (@) =flz—¢) zB. f(z) =2* — f*(z) = (z - 3)?

Achtung: das - vor ¢ bewirkt, dass das Schaubild fiir ¢ > 0 nach rechts verschoben wird!

Skalierung

Definition 112:

e Streckung und Stauchung in y-Richtung

f(#) — f*(2) = c- f(x) 2B. f(x) = ? — f*(x) =32
e Streckung und Stauchung in z-Richtung
f(z) — f*(2) = f(c-x) 2B. f(x) = 2* — f*(z) = (3-2)? = 9

Achtung: ist ¢ > 1, dann wird das Schaubild gestaucht!

Spiegelung
Definition 113:

e Spiegelung an der x-Achse

f(z) — £(z) = —f(a) 2B. f(z) =22 +1 — f*(z) = ~(a2 + 1) = —2? — 1
e Spiegelung an der y-Achse
flz) — f*(2) = f(-x) zB. f(z) =+ +1— f(2) = (—2)’ -z +1

Verketten von Funktionen
Definition 114:

Gegeben ist z.b. die Funktion f(z) = /(z — 2)®. Die Funktion kann als Kette elementarer Funktionen
dargestellt werden:

f(z) = 91(g2(gs(x)))
mit
gi(z) =Vz; ga(2) =2*; g3(2) =z - 2.
Man schreibt dafiir auch
(g1 0 92093)(x)
(sprich: g; nach gy nach g3 von x)

z v g3(z) = v 7 ga(v) = g2(ga(2)) = w = g1(w) = g1(92(93(2))) =y
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Beispiel 205:
a) y=1"—4, D =R, W = [—4,0)
b) y=+?—14], D =R, W = [0, 00)
2 fir 0<z<1
c) y=4 2x—1 fir 1<z<2, D=]0,5), W =[0,3]

—x+5 fur 2<xr<5H
d) Die Kreisgleichung (z — 2)* + y> = 9 fiihrt zu zwei Funktionen

y= filz) =9 —(r—2)% Dy =[-1,5], Wi =][0,3]

y = fa(z) =—v9— (z—2), Dy =[-1,

=

l, Wa=[-3,0]

Bemerkung 30:

c) ist ein Beispiel flir eine abschnittsweise definierte Funktion.

Der Wertebereich einer Funktion kann in der Regel erst nach einer Kurvendiskussion
angeben werden.

Definitionsbereich
Die elementaren Funktionen

.« @) == ¢ f@)=vz ¢ fl)=lnz
sind nur auf eingeschrankten Bereichen von R definiert. Allgemein gilt:

Definition 115:

Bei der Bestimmung des Definitionsbereichs miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

e Nenner # 0 e Radikand > 0 e Argument des Logarithmus > 0

Zunichst bestimmt man fiir jeden Term einzeln den Definitionsbereich. Der eigentliche Definitionsbe-
reich von f ergibt sich als Schnitt der einzelnen Definitionsbereiche.

Beispiel 206:

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von
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Darstellungsformen

Neben der analytischen Darstellung als Funktionsterm, kann eine Funktion f noch auf
andere Arten dargestellt werden.

Wertetabelle

Ein Fahrradfahrer startet zum Zeitpunkt ¢t = 0 und
fahrt mit konstanter Geschwindigkeit. Im Abstand Zeit t (s) ” 0 | 10 ‘ 20 ‘ 30 | 40
von 10s wird der zuriickgelegte Weg vom Kilome- Weg s (m) ” 0 | 50 ‘ 100 ‘ 150 | 200
terzahler abgelesen.

Grafische Darstellung

L

Explizite und implizite Form

Definition 116:

In der expliziten Form ist der Funktionsterm nach der abhangigen Variablen aufgelost.
explizit: y =22 +1
implizit:  2z® + 4% =1 mity >0 (z.B. aus Kreis- oder Ellipsengleichungen)

Manchmal ist eine explizite Form nicht, oder nur sehr schwer moglich.
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Eigenschaften von Funktionen
Symmetrie

Definition 117:

Eine Funktion y = f(x) heiBt

gerade wenn fiir jedes = € D gilt f(—z) = f(x)
ungerade wenn fiir jedes = € D gilt fl—=x)=—f(x)
gerade Funktion ungerade Funktion

Spiegelsymmetrie Punktsymmetrie

Beispiel 207:
e Spiegelsymmetrisch sind z.B. die Schaubilder von: z2; 3z% + 222 — 3; cosxz
e Punktsymmetrisch sind z.B. die Schaubilder von: ; Ar® — r; sinz; tanz

Monotonie

Definition 118:

Gf streng monoton steigend:

Mit groRer werdenden x-Werten nehmen die Funktionswerte (y-Werte) zu.
Kriterium:  Steigung des Graphen (Tangentensteigung) positiv,

d.h. f'(x)>0 fur x eR

Gy streng monoton fallend:

Mit groRer werdenden x-Werten nehmen die Funktionswerte (y-Werte) ab.
Kriterium:  Steigung des Graphen (Tangentensteigung) negativ,

d.h. f'(x)<0 fir x eR

Streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend) sind Funktionen oder Folgen,
die nur groBer (kleiner) werden, aber nicht konstant sind.
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Zusammenfassung:

Es sei f(x) eine Funktion und xq,xy € D zwei beliebige Werte mit =1 < x».

Die Funktion f ist dann

monoton steigend falls flx1) < f(xa)
streng monoton steigend falls flxr1) < f(za)
monoton fallend falls flz1) = f(xz2)
streng monoton fallend falls flx1) > f(za)

Steigung bestimmen

Definition 119:

Wollen Sie die Monotonie einer Funktion ermitteln, missen zuerst die Extrempunkte
berechnen. Die Monotonie kann rechts und links dieser Stellen unterschiedlich sein.
Deshalb ist es wichtig, die Funktion in Intervalle um und neben diesen Extrempunkten
einzuteilen.

Was sind Monotonieintervalle?

Bemerkung 31:

Monotonieintervalle sind einzelne Abschnitte einer Funktion z.B. vom Punkt x=-4 bis
x=0: Intervall [-4;0]. Fir jedes Intervall kann die Monotonie einzeln angegeben werden.

Wie berechne ich die Monotonie?

Definition 120:

Wollen Sie die Monotonie bestimmen, gibt es zwei Alternativen. Fiir beide bendtigen
Sie die erste Ableitung der Funktion. Die erste Ableitung einer Funktion ist ndmlich ihre
Steigung und genau die wollen wir ja bei der Monotonieberechnung herausfinden.

Beispiel 208:
Die Funktion
y=x

ist Uber den gesamten Wertebereich streng monoton steigend. Bei x=0 hat sie zwar
eine Steigung von 0, jedoch nur an diesem einen Punkt.

Die Funktion
y=x

ist im Bereich von minus unendlich bis Null (einschlieBlich) x<=0 streng monoton fal-
lend. Im Bereich von Null (einschlieRlich) bis plus unendlich x>=0 ist sie streng monoton
steigend.

Bemerkung 32:

Im Allgemeinen gilt eine Monotonie-Eigenschaft nicht fiir den gesamten Definitionsbe-
reich einer Funktion, sondern jeweils nur auf Abschnitten davon.
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Beschranktheit
Definition 121:

Eine Funktion f(x) heiBt

nach unten beschrankt wenn es ein a € R gibt mit a < f(zg) fiir jedes g € D
nach oben beschrankt  wenn es ein b € R gibt mit flxg) <b fiir jedes g € D
beschriankt wenn es a,b € R gibt mit  a < f(zg) < b fir jedes zp € D

Bemerkung 33:

Eine untere Schranke muss demnach nicht unbedingt mit dem kleinsten Funktionswert
ubereinstimmen.

Umkehrfunktion

Definition 122:

Eine Umkehrfunktion ordnet, wie der Name schon sagt die Variablen x und y umgekehrt
zu. Eine Funktion kann nur umgekehrt werden, wenn jedem x-Wert héchstens ein y-
Wert zugeordnet wird.

Das heil3t, dass x und y-Werte vertauscht werden.

Eine Umkehrfunktion wird durch f1(x) gekennzeichnet.

Bemerkung 34:

Der Exponent -1 bei f~! steht nicht fiir eine Potenz, sondern kennzeichnet die Umkehr-
funktion.

Definition 123:

Vorgehensweise zur Bestimmung der Umkehrfunktion:
Eventuell Definitionsbereich einschranken.
Funktionsgleichung nach x aufldsen, liefert x=f1(y).

Die Variablen x und y vertauschen, liefert y=f1(x).

Bemerkung 35:

Das Bilden der Umkehrfunktion entspricht der Spiegelung der Originalfunktion an der
ersten Winkelhalbierenden.

Zu jeder streng monotonen Funktion, bzw. zu jedem streng monotonen Bereich einer
Funktion, gibt es eine Umkehrfunktion

Haufig ist eine Funktion nur auf einem Teil ihres Definitionsbereichs umkehrbar
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Beispiel 209:

Nun beschaftigen wir uns mit der Funktion f:x —x* d.h. f(x)=x%.

Sie ist garantiert nicht umkehrbar, wie wir schon auf Seite 1 gezeigt worden ist.
Denn weil f(3) =f(-3) =9 ist, kann man umgekehrt der Zahl 9 keinen eindeutigen
Wert mehr zuordnen.

Daher behelfen wir uns, durch Aufsplitten der Funktion in einen steigenden und einen
fallenden Kurventeil. Jeder fur sich erfullt dann die Bedingungen und kann
umgekehrt werden. Wir schauen uns dazu diese Abbildung an:

Das Schaubild K der gegebenen Quadratfunktion
f ist fettgedruckt. Die beiden Teilfunktionen sind

f1(X) =x* mit Df.'l = [0,;\ [
L,(x)=x* mit D, =]-=:0]
Jede fur sich ist streng monoton und erfllt somit

die Bedingung, dal} es keine zwei Zahlen mit
dem gleichen Funktionswert gibt. Also 18Rt sich

jede fur sich umkehren. f}ir
Bestimmung der Gleichung der
Umkehrfunktionen: x
4 & ﬁ
Ausy =x? folgt x==y. | | |
Durch Vertauschung von x und y — G,

folgt  gi(x)==Vx ' 2

Nun mussen wir uns wieder an das Gelernte erinnern:
Durch die Vertauschung von x und y wird aus dem Definitionsbereich von f die
Wertmenge von g und aus der Wertmenge von f wird der Definitionsbereich von g.

Also gehoren diese Funktionen zusammen:

f,(x)=x> mit D,,=[0;>[und W,,=[0;[ und
g,(x)=+x mit D, =W, =[0;>[und W,, =D, =[0:
sowie

f,(x)=x* mit D;, =]-=;0] und W,, =[0;=[ und

g,(x)=—/x mit D, =W,, =[0;>0[ und W,, =D, =]—;0]
Die Schaubilder der Umkehrfunktionen sind dinner gezeichnet.

Ist eine Funktion nicht umkehrbar, weil es (irgendwo) zwei Zahlen gibt, die
denselben Funktionswert besitzen, dann kann man die Funktion in der

Regel so aufspalten, dal8 die Teilfunktionen streng monoton sind und
somit ihre eigene Umkehrfunktion besitzen.
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Beispiel 210:

flz)=2z+2

Diese Funktion ist eindeutig, da sie eine Gerade darstellt. Wir miissen uns also keine Gedanken zum
Definitionsbereich machen. Das sind alle reellen Zahlen.

1. Die Funktion nach x auflsen.

flz)=y=2z+2 |-2
y—2=2r |:2

y _

E—].—ﬂ.:

=0,5y—1==z

2.z und Y tauschen.

y=0,5z -1 bzw. f }(z)=0,5z -1
Probe:

f1(flz)=0,5(2z+2) - 1=z

Es ergibt sich immer . Also sind die beiden Funktionen Umkehrfunktionen voneinander.
Beispiel 211:

Hier miissen wir den Definitionsbereich einschranken, da das Bild eine quadratische Parabel ist, die nicht
eineindeutig ist. Die Parabel hat ihren Scheitelpunkt auf der y-Achse. Damit ist sie zum Beispiel flir x20 umkehrbar.
Dieser Parabelast ist eineindeutig. Der Definitionsbereich flir diese Funktion seien also alle reellen Zahlen, die gréRer
oder gleich Mull sind. Den Wertebereich bilden alle reellen y-Werte, die gréBer oder gleich 5 sind, denn die Parabel
ist nach oben offen und ihr Scheitelpunkt liegt bei 5> auf der y-Achse.

Definitionsbereich: D'Jc: TreER =0

Wertebereich: Wf: YERY=5

1. Die Funktion nach z aufldsen.

f(z) =3z +5 | -5

2. & und Y tauschen.

y=F@)= /5

Bemerkung: Fiir den Parabelteil links vom Scheitelpunkt gilt: Dessen Umkehrfunktion ist f1(x) = -

T—h

3
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Beispiel 212:
f(z) =523
Auch hier missen wir uns keine Gedanken Gber den Definitionsbereich machen, da die Funktion eineindeutig ist.
1. Die Funktion nach T aufldsen.
flz) =y =5z -5
— L =4 Fa
An dieser Stelle missen wir aufpassen. Wenn wir eine dritte Wurzel ziehen um die dritte Potenz zu beseitigen, dann

sind deren Ergebnisse immer positiv oder Null. Das alles soll auch flr negative Zahlen gelten. Fir negative Werte
muss also auch etwas Negatives dastehen. Da geht mit einer Fallunterscheidung:

— YL =z wennyz0und-\y XL =z, wenny<0
5 5

2.z und y tauschen.

Die Umkehrfunktion lautet also:

fiz)=y=¢ :—,wenna‘:zﬂ und fl(z)=y= —153;—z,wenna‘:<0
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Grenzwerte bei Funktionen

Grenzwertbetrachtung
Grenzwertbegriff

Definition 124:

Zur Untersuchung des Verhaltens einer Funktion bei Anndaherung an die Stelle xo wer-
den Folgen von Funktionswerten {f(xn)} betrachtet, die sich ergeben, wenn die Argu-
mentwerte x, gegen Xxo streben.

Beispiel 213:

flx) = ; xp=0

fl(z) ist an der Stelle xp nicht definiert. Setzt man versuchsweise Zahlenwerte x; mit
In —+ 0; x, > 0 ein, so erhdlt man aus der Folge der Funktionswerte einen Hinweis auf das Verhalten
von f(x) bei Annidherung an die Stelle x50 = 0 von rechts.

Da f(x) eine gerade Funktion ist, d.h. es gilt f(—x) = f(x), verhalten sich die Funktionswerte bei
Anndherung von links genauso wie bei einer Annadherung von rechts. Das Konvergenzverhalten ist al-
so unabhingig von der Richtung der Ann3herung an die Stelle =g - wichtig ist nur, dass {x,} eine
Nullfolge ist.

Z
1

0 —

-1

Definition 125:

Der Grenzwert einer Funktion y = f(x) an der Stelle xp existiert, wenn fiir jede beliebige, gegen xg
konvergierende Folge {x,,} mit =, # g

e die Folge der zugehorigen Funktionswerte {y,, = f(x,)} existiert und

e immer gegen denselben Wert G konvergiert.

Schreibweisen

lim f(z) =G oder f(x)— G firz — xo

T—IQ

Bemerkung 36:

Bei der Durchfiihrung des Grenziiberganges x — xo wird die Stelle xo nur angenahert,

aber nie erreicht, deshalb ist stets x # xo. Die Funktion kann dort also undefiniert sein,
trotzdem aber einen Grenzwert haben.
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Links- und rechtsseitiger Grenzwert

Definition 126:

Man unterscheidet prinzipiell zwischen rechts- und linksseitigem Grenzwert

linksseitiger Grenzwert lim f(z)=Gr mit =z < xp
Ty

rechtsseitiger Grenzwert lim f(z)=Ggr mit = > xq
x—mg’

Dabei bedeutet & — zj; eine Anndherung von links oder eine linksseitige Anndherung an die Stelle xg.

Entsprechend bedeutet = — zJ eine Anniherung von rechts oder eine rechtsseitige Annaherung an die

Stelle zg.

Beispiel 214:

T 1 firz >0
Untersuchen Sie das Verhalten von f(x) = Sl . fur t —= 0
T —1 flirxz <0
1
o >
-1

Definition 127:

f(x) hat an der Stelle 2y den Grenzwert G genau dann, wenn linksseitiger Grenzwert G, und rechts-
seitiger Grenzwert G i existieren und {ibereinstimmen:

G=GL=Gpg.

Uneigentlicher Grenzwert

Definition 128:

f(x) hat an der Stelle g den linksseitigen (rechtsseitigen) uneigentlichen Grenzwert +o00 bzw. —oo,
wenn jede von links (von rechts) gegen xq konvergierende Zahlenfolge {x,} divergiert, d.h. gegen +o0
bzw. —oo strebt.

lim f(z) =400 bzw. lim+ flz) =+

I—}.‘IZO .‘IZ—}.‘IZO
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Beispiel 215:

Untersuchen Sie das Verhalten von f(z) = ctl in der Nahe der Definitionsliicke g = 0.
I

L=
L

Grenzwertsatze

Fur die Grenzwerte von Funktionen gelten die folgenden Rechenregeln. Voraussetzung
ist jedoch, dass die jeweiligen Werte existieren.

Definition 129:

Im Folgenden steht lim stets fiir lim . Es gilt:
I—Iq

e lim(c- f(z)) =c-lim f(xz) fir ceR e lim(f(x)+ g(xr))=lim f(z) + limg(x)
f(a) _ lim f(x)
glr) limg(x)
o lim(f(z))* = (lim f(x))* fir a €R o limaf(®) = glimf(=)
e limlog, f(x) = log, (lim f(x))

e lim(f(x)-g(x))=1lim f(x)-limg(x) e lim falls limg(x) #0

Bemerkung 37:

Die Regeln gelten sinngemald auch fiir die Grenziibergange vom Typ x = oo und x = —o°

Unbestimmte Ausdriicke

Definition 130:

Wichtig ist die Grenzwertbestimmung haufig in solchen Fillen, in denen f(xp) einen der unbestimmten
Ausdriicke
0 oo
—, —, 0-00 oder oo — 0
0" oo

annimmt. Einfache derartige Fille lassen sich nach geeigneten Umformungen erledigen.
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Beispiel 216:

Bestimmen Sie
3r—1
a) I—y:-ll:]oc 2r + 2

b) lim vz? +2— 22+ 3z
T—00

Ein allgemeineres Verfahren zur Ermittlung dieser unbestimmten Ausdriicke wird mit

der Regel von Bernoulli - de L’Hospital berechnet.

Regel von Bernoulli - de L’Hospital

Besitzen zwei Funktionen u(x) und v(x) an der Stelle x( eine gemeinsame Nullstelle oder eine gemeinsame

u(z)

Polstelle, dann ist f(z) = ——= an der Stelle x( nicht definiert.

v(z)

dennoch existieren und nach

) . ) . . oulr
Unter gewissen Umstanden! kann in solchen Fillen der Grenzwert lim (x)
r—rg vlaT

folgender Regel bestimmt werden:

Definition 131:

flx)= u(z) sei an der Stelle x5 vom Typ — bzw. i. Weiter seien u(x) und v(x) differenzierbar.
v(x) 0 00
Dann gilt
e L.
lim f(x)= lir wz) = lim — (=) (6
IT—+XIQ IT—+IQ '[_‘(;{f) T—+IQ '[.‘" (_j_::]

Beispiel 217:
Prifen Sie ob der jeweilige Grenzwert existiert und bestimmen Sie in gegebenenfalls:

. sinx . ) _
a) lim b) lim — c) lim =*
z—=0 T r—o0 T z—0

i
w
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c)

Elementare Umformungen

Unbestimmte Ausdriicke anderer Art kénnen oft durch elementare Umformungen in die gewiinschte Form
gebracht werden:

1 1
e unbestimmter Ausdruck: —— — —— mit v —=0,v—=0 = occ—00
u(z)  wv(z)
Umformung: 1 1 _v-u = 0
u v u-v 0

e unbestimmter Ausdruck: wu(z)-v(z) mit u—=0,v—+00 = 0-0
u 0
Umfi : v=— —
mformung u-v o g
v L X
v=—" —
1/u 00
e unbestimmter Ausdruck: u(z)*®) mitu — 0,uv =0 =0°
u(z)"@ mitu — 1,0 — 00 = 1%
u(z)*®) mit u— co,v — 0 = o’
Umformungen: . . v
1. Logarithmieren In(v’) =v-Inu
|
2. Grenzwert bilden lim(ln«?) = lim(v - lnu) = lim f}—u =a
v
3. Umformen lim(lnv’) = In(lim(v")) = a
4. Entlogarithmieren lim(u?) = elr(lim(u?)) — ca
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Stetigkeit
Definition 132:

Ein Funktion y = f(x) nennt man stetig an der Stelle x(, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) f(x) ist an der Stelle ¢ definiert

b) lim f(x) existiert, d.h. besitzt einen endlichen Wert

T—In

¢) lim f(z) = f(zo), dh. (GL=Gr=G = f(x0))

T—+Ip "

Trifft eine Bedingung nicht zu, ist die Funktion unstetig in xq.
Man nennt f(x) stetig im Intervall I, wenn f fiir jedes xq € I stetig ist.

Bemerkung 38:

An den Randstellen eines beschrankten Definitionsbereichs einer Funktion interessiert
die Stetigkeit an den Intervallenden: mit Hilfe des rechts- oder linksseitigen Grenzwer-
tes definiert man die rechtsseitige oder linksseitige Stetigkeit.

Beispiel 218:

Untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit.

z? +1 fire < 1
flz) = {—:c(;n—zj fire > 1

Losung:
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f{m} ist aus stetigen Funktionen zusammengesetzt.

f1)=-1-(1-3)
=2

lim f{x) = u_ﬁmz +1

11

=1"+1=2

hrrll flz) = ]ill‘}l —z(z — 3)

=-1-(1-3)=2

f{a'} bestent aus stetigen Funktionen und ist insgesamt stetig, da gilt:

lim f(a) = £(1) = lim f(x) = 2

Definition 133:

Es seien f(x) und g(x) stetige Funktionen an einer Stelle zg oder auf einem Intervall I. Dann sind die
auch die folgenden Funktionen stetig bei xq oder auf I:

o J@)+9() . J()g(e) « I8 iaw 20

Bemerkung 39:

Ganz-rationale Funktionen (Polynome) sind liberall stetig

Gebrochen-rationale Funktionen sind liberall stetig mit Ausnahme der Nenner-Nullstel-
len

Stetigkeit verketteter Funktionen

Definition 134:

Ist die Funktion g stetig an der Stelle =g und die Funktion f stetig an der Stelle ugp = g(xq), dann ist

f(g(x)) stetig an der Stelle xp

Hebbare Unstetigkeitsstelle
Definition 135:
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Die Funktion f(x) ist an der Stelle xq nicht definiert, es existieren aber die Grenzwerte

lim f(z) =G =Gy =Gy

IT—+Ip

Dann kann f(x) an der Stelle xy stetig erganzt werden durch die Definition

f*(.[.):{ f(x) firx+# g

G flir = = xg
Beispiel 219:
2 —1
) — ' cra =1
f{"{) .L_]_ "'{0

Stetige Erganzung moglich:

2 firr=1

f*(.t):{ r+1 firz#1
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Unstetigkeitsstelle 1. Art (Sprungstelle)

Die Funktion f(z) ist an der Stelle z¢ nicht definiert, es existieren die Grenzwerte G, und G aber es gilt
G # GRr

Beispiel 220:

Unstetigkeitsstelle 2. Art (Polstelle)

Die Funktion f(z) ist an der Stelle zy nicht definiert und mindestens einer der Grenzwerte G, und G
existiert nicht.

Beispiel 221:

yA

~

|

—
. ® LI

v

Stiickweise steige Funktionen

Definition 136:

Eine Funktion heiBt in einem Intervall stiickweise stetig, wenn sie bis auf endlich viele Sprungstellen
stetig ist.

Beispiel 222:

212-339




wE TEC o |
( Technik International Project Engineering IPB Mathematik I
Stiickweise stetige Funktionen kommen in technischen Anwendungen haufig vor, z.B. bei periodischen
Signalen:

a) Kippschwingung/Sagezahnschwingung b) Rechteckfunktion

Yy Uy
1

|

1
0.5t

0

7

o A 6

i
o
w
f
T
X

S VM
0 Sl EE
R v N
N
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Elementare Funktionen

Signumfunktion
Definition 137:

Die Signum-Funktion liefert das Vorzeichen einer ganzen, rationalen oder reellen Zahl.
Sie hat daher nur drei mogliche Funktionswerte: +1 (,,Plus“), O (,,kein Vorzeichen®) und
-1 (,Minus”) . Das Funktionszeichen ist ,sgn“.

+1 fir >0
sen(z) = 0 fir z=0 >
1 fir <0 q ’
i
Betragsfunktion

Definition 138:

Der Betrag (oder Absolutbetrag) einer ganzen, rationalen oder reellen Zahl ist der po-
sitive ,Wert” dieser Zahl unabhangig von ihrem Vorzeichen.

Y
—x fur =z <0

|z| =
z fir >0
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Ganzrationale Funktionen
Definition 139:

Ganzrationale Funktionen sind die klassischen Polynomfunktionen und haben die allgemein Form
f(z) = p(z) = ant™ + an_12" ' + ...+ asr’ + a1z + ap

Der maximale Definitionsbereich ist immer D = R.

Konstante Funktionen

Definition 140:

Funktionsterm f(r)=ap mit ag € R
Definitionsbereich D =R
Wertebereich W = {ap}

Lineare Funktionen

Definition 141:

Funktionsterm flz)=aiz+ap
Definitionsbereich D =R
Wertebereich W=R

Quadratische Funktionen (Parabeln)

Definition 142:

Funktionsterm f(z) = agz® + a1z + ap
Definitionsbereich D =R

Wertebereich halboffenes Intervall, abhdngig von den a;

Polynomfunktionen 3. oder hoherer Ordnung

Definition 143:

Funktionsterm (s. 11.1)  f(z) = anz™ + ap_12" ' + ... + agz® + a1z + agp
Definitionsbereich D=R
Wertebereich n > 0 gerade: halboffenes Intervall, abhdngig von den a;

n > 0 ungerade: D = R
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Satz vom Nullprodukt
Definition 144:

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Dieser Satz
wird zum Losen von Gleichungen verwendet.

Beispiel 223:

Um x* + 3x* = 0 zu l6sen, wird zunachst x* ausgeklammert:

x+3) =0 = x*=0 oder x+3=0.

Damit sind die Losungen: x; = 0und x; = -3.

Beispiel 224:

Gegeben sei die Funktion y = f(x) = x3 - 2x? - 5x + 6. Durch probieren wurde eine Nullstelle bei x = 1
gefunden. Es soll nun die Polynomdivision durchgefiihrt werden, um im Anschluss alle Nullstellen
zu finden.

Losung: Wir dividieren die Funktion y = f(x) durch ( x - 1). Dies sieht wie folgt aus:
(2® —2¢® — 5z4+6): (& —1)=4?
s (:';3 - :C'Z)
—a2 — 5z
—(—2® + )
—61 4+ 6
—(—6x +6)
0

—x—=6

Wir berechnen hier zunachst x3 : x = x2 Im Anschluss multiplizieren wir x?- (x - 1) = x3 - x2.
Anschliefend wird ( x3 - 2x2) - ( x3 - x? ) berechnet. Danach beginnt das Spiel wieder von vorne, bis
die Division komplett ist. Die Vorgehensweise entspricht der schriftlichen Division. Das Ergebnis

der Polynomdivision lautet x? - x - 6. Ob das Ergebnis stimmt, erfahren wir durch eine Probe:
Probe: (x?-x-6):(x-1)=x3-2x?-5x+ 6 // Die Losung stimmt

Um nun noch die restlichen Nullstellen zu finden, wenden wir die PQ-Formel auf x2-x - 6 = 0 an
und erhalten x, = 3 und x5 = -2. Wir wissen somit, dass bei den x-Werten 1, 3 und -2 die Nullstellen
liegen. Das Polynom kann man somit in seine Linearfaktoren zerfallen lassen: f(x) =(x-1)(x-3)
(x + 2 ). Auch hier fithren wir die Probe durch:

Probe: (x-1)(x-3)(x+2)=x3-2x%-5x+ 6 // Die Losung stimmt
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Gebrochen rationale Funktionen
Definition 145:

Eine gebrochen rationale Funktion hat folgende Form

Es befindet jeweils im Zahler und Nenner eine ganzrationale Funktion.

Definition 146:

Man nennt den grofBten Exponenten m im Zahler den Grad des Zahlers und den hochs-
ten vorkommenden Exponenten n im Nenner den Grad des Nenners. Das Zahlerpoly-
nom u(x) hat also den Grad m, das Nennerpolynom den Grad n. Die Differenz m - n ist
der sogenannte Asymptotengrad.

Form gebrochen rationaler Funktionen

Die Gleichungen gebrochen rationaler Funktionen kdnnen in ganz unterschiedlichen
Formen dargestellt sein.

Beispiel 225:
f()—X2_4
=g

8
fo(x) = x* — =

X
f3(x) = - + *
3X_x+2 X—6

Die erste Funktionsgleichung stellt die Standardform dar, dort wird alles auf einem
Bruchstrich geschrieben.

Die zweite und die dritte Funktionsgleichung bestehen aus zwei Summanden. Werden
diese auf den Hauptnenner gebracht, so hat man wieder eine gebrochen rationale
Funktion.

Von den oben angeschriebenen Funktionen hat

fiden Zahlergrad 2, den Nennergrad 2 und den Asymptotengrad O.
f2den Zahlergrad 3, den Nennergrad 1 und den Asymptotengrad 2
fsden Zahlergrad 1, den Nennergrad 2 und den Asymptotengrad -1
Beispiel 226:

Beispiele

T 47?7 — 1

1) = fla) =

r+1
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Nullstellen und Definitionsliicken

Definition 147:

Sei f eine gebrochenrationale Funktion f(z) = M Die Definitionsliicken von f sind genau die Nullstellen

h(z)
von h(z), d.h.
= D={zeR|h(z)#0}.
Die Nullstellen von f sind genau die Nullstellen von g(z), die im Definitionsbereich liegen, d.h.

= f(z)=0 & (g(x)=0 A z€D).

Asymptoten
Definition 148:

Das systematische Untersuchen von Asymptoten erfolgt mit Hilfe einer Grenzwertbe-
trachtung.

Senkrechte Asymptoten
Definition 149:

Die senkrechten Asymptoten einer gebrochenrationalen Funktio- Py
nen befinden sich genau an den Stellen nicht-hebbarer Definiti-
onsliicken. D.h. ist zp eine Polstellen von f, dann nahert sich
das Schaubild von f fiir - — xq der senkrechten Gerade = = xg

an, \

R

Waagerechte, schiefe und nichtgerade Asymptoten

Definition 150:

Bei einer echt gebrochenrationalen Funktion ist stets die x-Achse (y = 0) die Asymptote fiir + — co.

Ist f(x) unecht gebrochenrational, dann wird f zum Bestimmen des asymptotischen Verhaltens fir  — +oo
mit einer Polynomdivision zerlegt in

r(x)
h(z)

Dabei ist dann p(x) das Polynom, das die schiefe Asymptote beschreibt. Der Grad von p ist m — n, d.h.
Zihlergrad - Nennergrad.

f(z) =p(z) + (11.4)

k=~

>
xo( T
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Partialbruchzerlegung

Definition 151:

Die Partialbruchzerlegung oder Partialbruchentwicklung ist die Darstellung einer ratio-
nalen Funktion als Summe einer Polynomfunktion und Briichen, welche als Nenner die
Linearfaktoren des Nennerpolynoms der rationalen Funktion besitzen.

Zerlegung:

Eine echt gebrochenrationale Funktion lasst sich stets in eine Summe

g(x) o
Fe =0 = 5"

von Partialbriichen P; zerlegen. Die Partialbriiche P; bestimmt man dabei folgendermaBen:

a) Zerlegung des Nennerpolynoms: Linearfaktoren und unzerlegbare quadratische Polynome, sowie
deren Vielfachheit n

b) Zuordnung von Partialbriichen zu den Faktoren

Typ Ansatz fur Partialbruch/Partialbriiche
A,
€Tr — Iy
T — T
Aix Aj2 Ain
T — a1 )" ! = U . L
(.I. ..{.1,) T — + ('_,g‘_,' — Ii)g + (__{ — 1:1;)}1
5 Br+C
°+ar+Db —_
r*+ar+b
. Bix+ Box + Bhx+C
+2 I3k = < n n
(z"+az+b) 2 +ar+b (22 +ar+b)? (2 + ax + b)"

c) Zusammenfassen der Partialbriiche (Hauptnenner!)
d) Bestimmung der Koeffizienten A;, B;, C; durch Vergleich mit dem Zahlerpolynom g(r)

Beispiel 227:
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r+1

-t2_1=n-.

Der Nenner ist einfach zu zerlegen. Die dritte Binomische Formel steckt da drin. Damit
ergibt sich dieser Ansatz:

z+1 a b 1. 151
r2—-1 I+l+.r—l (et} (2=
Tt+1 = a-(zx—-1)+b-(z+1)

Tr+1 = ar—a+bx+b

Tt+1 = (a+b)-z+(—-a+0b)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dieses Lineargleichungssystem:

1) a +b =7
(2) —a +b =1

Durch Addition der Gleichungen fallt a weg, b kann berechnet werden.

2h = § |:2
b = 4
Das Ergebnis wird in (1) eingesetzt:
a+b = 7
a+4 =7 |-4
a = 3
Hiermit ergibt sich die Zerlegung:
Tr+1 3 4

x2-1“m+1+z-1
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Beispiel 228:

2% — 14x? —dx + 9
3 — 52— 2424

Der Grad des Ziahlerpolynoms ist nicht kleiner als der Grad des Nennerpolynoms.
Daher muss zunichst eine Polynomdivision” mit ,Rest® durchgefithrt werden.

(2r? =142 —dr +94)
—(22° —10z? —dz +48)
—4r* +46

(r* =5z — 2z +24) = 2

Der erste Zerlegungsschritt sieht damit so aus:

23 — 1da? —dx + 94
73 —5r? -2 +24

_da? 446
e Y

Als niichstes werden die Nennernullstellen benétigt. Durch planvolles Raten erhilt man

z.B. 1q = —2. Wir kénnen eine Polynomdivision durch (x — x,), also durch (z + 2)
durchfiihren.
(z* =527 -2¢ +424) : (z4+2) = 2®-Tr+12
—(z" 4217
—Tz* —2r +24
— (=72 —1l4x)

120 +24

- (12r +24)

0

Der Nenner kann also folgendermafien zerlegt werden:
-5 —2r+424=(x+2)- (2 - Tz +12)

Die zweite Klammer kann nun mit Hilfe der p-g-Formel und dem Satz von Vieta weiter
zerlegt werden.

-Tr+12 = 0
T " 49 48
oz = 3 1 - 1
T 1
Inz;n‘a = E x E
Tgz =3 Tpz =

Hiermit sieht die komplette Zerlegung des Nenners so aus:

=5t —2r+24=(x+2)-(z-3)-(z—4)

Mit dem Teilbruch aus der ersten Zerlegung des Bruches und dieser Nennerzerlegung

kann nun der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung gemacht werden.

2% — 14x? — dr + 04 _ a b c
52 —9r+ 21 12t z-3t 721
2+ —4z'+46 PO L . 2
3 =532 — 2 424 r+2 -3 x-4 |
— dx? + 46 a b c
= |- HN

P52 _—ort2d  r+2 -3 7.4

Mathematik |

—4r* 4+ 46 = a- (-3 (r—-D+b-(r+2) - (r—D+c-(x+2)(x-3)

—Ax> 4+ 46 = azx® — Tar + 12a + bx® — 2br — 8b 4 e — cx — Bc
—4z2 446 = (a+b+c) 22+ (=Ta—2b—c) x+ (12a — 8b — be)

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordoung,.

Anmerkung: Da auf der linken Gleichungsseite kein Linearer Term mit einfachem x

auftritt, ist der zugehorige Koeffizient Null.

(1) 2 +bh 4c = —4
(2) =Ta -2b —c = 0
(3) 120 -8 —6c = 46
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Mit dem Teilbruch aus der ersten Zerlegung des Bruches und dieser Nennerzerlegung
kann nun der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung gemacht werden.

2 — 14a® — do + 04 B a b c
Pl _r+2d o “tTrratri—3tI—a
9 — d4x? + 46 _ 5 a b c 9
+:rr'*—5:r?—2;r+24 - +I+2+:r—3+:r—4 |
—4x? + 46 a b c HN
P vy S S —— |-

—4x? + 46 a-(z—=3)-(z—4)+b-(z+2)-(z—-4d)+ec-(z+2)-(x-3)
—47? + 46 = az® — Tax + 12a + br? — 2bx — 8b + 72 — cx — 6o
47?446 = (a+b+c)-7*+(-Ta—2b—c) v+ (12a — 8b — 6¢c)

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man ein Lineargleichungssystem 3. Ordoung,.
Anmerkung: Da auf der linken Gleichungsseite kein Linearer Term mit einfachem x
auftritt, ist der zugehorige Koeffizient Null.

(1) a +b H4c = -4
(2) =Ta =26 —c = 0
(3) 12a -8 —6c = 46

Zur Abwechslung verwende ich diesmal fiir den ersten Reduktionsschritt das Einset-
zungsverfahren. Dazu wird Gleichung (1) nach ¢ umgestellt.

a+b+e = -4 | —a—b
c = —d—a-~b

Das Ergebnis wird in (2) und (3) eingesetzt.

(2) -Ta—2b—(-4—a-b) = 0
(3) 12a—8b—6-(-d—a—-b) = 46
(2) ~Ta—2b+4d+a+b = 0 |-4
(3) 12a —8b+ 244+ 6a+6b = 46 |—24
(2) —6a —b = -
(3) 18a —2b = 22

Fiir den zweiten Reduktionsschritt méchte ich das Additions-/Subtraktionsverfahren
verwenden. Ich dividiere Gleichung (3) durch 2, damit beim Subtrahieren b wegfillt.

(2a) —6a -b = -4
(3a) 18z —-2b = 22 |:2
(2a) —G6a -b = -4 |-
(3a) 9% -b = 11 |
15a = 15 |:15
a =1

Dieses Ergebnis setze ich in (2a) ein, um b zu bestimmen.

—6a—b = —4

—6-1-b = —4 |+6
b =2 |- (-1)
b = -2

Beide Ergebnisse werden in (1) eingesetzt, um ¢ zu bestimmen.

a+b+c = —4
1-24+¢ = —4 |+1
c = =3

Mit diesen Werten kann nun die Zerlegung des urspriinglichen Bruches angegeben wer-
den.

213—145:2—4.1'+94_ 1 2 3
73— 572 — 2z + 24 +I+2 r—3 -4
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Potenz- und Wurzelfunktionen
Definition 152:

Die Wurzelfunktion f(x) = Vx ist die Umkehrfunktion zur Potenzfunktion y = x" .

Ist n gerade so ist die Potenzfunktion nicht injektiv (umkehrbar eindeutig) und daher
nicht eindeutig umkehrbar.

Es gibt es zwei Mdglichkeiten die Wurzelfunktion zu definieren:

fG) =Nx und f(x) = —Vx.

Dabei wird im Allgemeinen die positive Variante als die Umkehrfunktion angesehen.

Falls n ungerade ist, so ist die Wurzelfunktion auf ganz R umkehrbar.

Exponent kleiner als 1

Alle haben den Definitionsbereich R*

Der Graph ist monoton steigend

Gemeinsame Punkte (0]|0) und (1]1)

Fir x<1: Die Graphen liegen liber der Geraden y=x.
Fir x>1: Die Graphen liegen unter der Geraden y=x.
Je mehr sich der Exponent % der Zahl 1 ndhert, umso enger liegt der Graph an der
Geraden y=x.

Exponent groBer als 1

Alle haben den Definitionsbereich R*.

Der Graph ist streng monoton steigend
Gemeinsame Punkte (0]0) und (1]1)

Fir x<1: Die Graphen liegen unter der Geraden y=x.
Fir x>1: Die Graphen liegen Uiber der Geraden y=x.

Je mehr sich der Exponent % der Zahl 1 ndhert, umso enger liegt der Graph an der

Geraden y=x.

AT

y=-lx

I:T'-:S\I; - _ﬁf'___,_r._-;-_-_".- — —
':.I.-':;l_. w
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Grundeigenschaften der Funktion f(x) = e*

Wichtige Funktionswerte:
f(0)=1
f(1) = 2,718

1
f(-1) =el= o 0,37

1
f(-2) = 5 =014

Randwerte:
X = 40o; f(x) =e* - o

x > —oo;f(x) =e* >0

d. h. die negative x-Achse ist eine waagrechte Asymptote mit

lim e* =0

X——00

Fir alle x € R besitzt die Funktion keine Schnittpunkte mit der x-Achse.

Krimmung:

Besitzt immer eine Linkskrimmung.

Wendepunkte:

Besitzt keine Wendepunkte.

Bemerkung 40:

Mathematik |

Es gibt weitere Exponentialfunktionen, deren Schaubilder aus der Kurve y = e* durch
Spiegelung, Verschiebung oder Streckung entstehen. Das Erkennen dieser Eigenschaf-
ten hilft bei Aufgaben oft weiter. Daher werden auf den nachsten Seiten diese Abbil-

dungen besprochen.
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Spiegelung von K: y = e* ergibt K’: y = e™.

F{x)=exp(x) Y /
gl{x)=exp{—x) { lJ'

Wichtige Funktionswerte:

f(0) =1
1
f(1))=e" = o ~ 0,37

f(—1) = el = 2,718

f(—=2) =e? = 7,40

Randwerte:

x> 4o f(x) =e* -0

X = —o; f(x) =e* > o

d. h. die positive x-Achse ist eine waagrechte Asymptote mit
lim e* =0

x—>+00

Fir alle x € R besitzt die Funktion keine Schnittpunkte mit der x-Achse.
Krimmung:

Besitzt immer eine Linkskrimmung.

Wendepunkte:
Besitzt keine Wendepunkte.
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Verschiebung der Kurve K: y = e*.

Fxd=exp(x)+2 y [
g (x)=exp(x) P4
h{x}=exp{x)-3 |

Verschiebung in y-Richtung:

Durch die Verschiebung in die y-Richtung werden alle y-Werte um zwei Einheiten nach
oben verschoben. Die dazugehdrige Funktionsgleichung:

f(x) =e*+2

Damit verschiebt sich natlrlich auch die waagrechte Asymptote um zwei Einheiten
nach oben und hat die Gleichung y = 2 und schneidet jetzt die y-Achse im Punkt P(0|3).

Bei einer Verschiebung um 3 nach unten erhdlt man y = e* — 3, die waagrechte Asymp-
tote mit y=-3 und den Punkt S(0|-2)

Die Kurve y=e*+2 entsteht aus y=e* durch Verschiebung um 2 nach oben.

Die Kurve y=e*-3 entsteht aus y=e*durch Verschiebung um 3 nach unten.
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Verschiebung in x-Richtung

y = ex+2

y=¢e"

y = ex—3

Mathematik |

International Project Engineering IPB

Flx)=e"{x+2)

olx)=e"x
hi{x)=e"{x—3)

Die Kurve y=e**2entsteht aus y=e*durch Verschiebung um 2 nach links.

Die Kurve y=e*"3 entsteht aus y=e* durch Verschiebung um 3 nach rechts
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y = e—x+2

y=e
y=e*=-2

X

FOO=e " (—x+2) | | Y
g{x)=e"{—x) i
h{x)=e"{—x)-2 L
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Streckung in y-Richtung
y = 2¢e*

y =e*

y = 0,5e*

International Project Engineering IPB

Flx)=2xa"x
g{x)=e"{x)
hi{x)=0,5%a"x

Mathematik |
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y = —2¢e*
y=—e*
y = —0,5e*
Fix)=—2=e"x Y
gi{x)=—e"{x)
h{x)=—0,5%e"x 14
+3
+2
+1
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 K
| | | | | |
| | | | |
RN
",
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Streckung in x-Richtung

y = e2x
y=¢e"
y = e0,5x

International Project Engineering IPB

Fi{x)=e""{2=xx)
gl{x)=e"{x)
h{x)=e"{0_5*x)

Mathematik |
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Logarithmusfunktionen
Eigenschaften von Logarithmusfunktionen

Bei der Logarithmusfunktion handelt es sich um die Umkehrfunktion zur e-Funktion.
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Eigenschaften fiir die Kurvendiskussion

f(x)=Inx f(x)=In Arg(x)
Definitionsbereich | Bed.: x>0 D=R" Bed.. Arg(x)>0=D=....
Nullstelle X,=1 denn In1=0 Bed.: Arg(x,)=1=x,=..

x — Argument-Nullstelle = f(x) — —o
X—=0 =2 Inx—--= -

Randwerte d h_ senkrechte Asymptote
X—=o = Inx—x

d h. senkrechte Asymptote (nach unten)
x — Argument-Polstelle = f(x) — =

d h_senkrechte Asymptote (nach oben)

o oy Arg'(x)
Ableitung: f'x)=— f'(x)= -
. (x) X x) Arg(x)
Wertmenge W=R Unterschiedlich
Trigonometrische Funktionen
Zusammenfassung
Kreisbewegung eines Punktes Projektion der Bewegung
> y]
3
s
w
E -
L
o
ar
- .
c >
E t,q
=
o
L
=
K =
o
[aT4]
=
= |
£
w
2
4
2
& >
2 Lo
=
(=W
E
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I. Quadrant I, . . IV,

Il. Quadrant
y v
sing
(ol Xe ) |
COS ¢ K X
sing tan ¢

Sinusfunktion

Funktionsterm: f(x) =sinz Definitionsbereich: D =R

Nullstellen: rp=k-m mit keZ Wertebereich: W =[-1,1]
sin(x) g
1
1
Y _3 - _1 1 el ) D T
7 (T —7 3/ 3 | Gl m
|
I

Umkehrfunktion
Die Funktion ist im Intervall [ 7, 5] streng monoton steigend, dort also eindeutig umkehrbar. Die zugehérige

Umkehrfunktion ist f(z) = arcsin z.

Die Lésungen von sinz = ¢ mit ¢ € [—1, 1] sind: 4
Hauptwert!: 1 =arcsine mit —F <z <3 11
2. Lésung: Ta=T— I — —t—
-1 -0.5 05 1 *

arcsine + k- 2w
Samtliche Lésungen: = mit keZ e
(?T — arcsin c'.) + k-2 arcsinx
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Kosinusfunktion
Funktionsterm: f({z) = cosz Definitionsbereich: D =R
Nullstellen: r=5+k-m mit keZ Wertebereich: W =[-1,1]
cos(r)
—2m —%TF - =5 ™ T XL 2r *
=1

Umkehrfunktion

Die Funktion ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend, dort also eindeutig umkehrbar. Die zugehérige
Umkehrfunktion ist f(x) = arccos .

Die Lésungen von cosz = ¢ mit ¢ € [—1, 1] sind:

.l 7
\ arceos(z)
\\ _‘F_
Hauptwert: Tri=arccose mit 0 <z <7 '\\'\
T
2. Lésung: To = —T] = — aATCCOSC B \\
i Y
ir AN
Samtliche Losungen: o = tarccosx+ k. - 2r mit ke £ \
i
105 05 1
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Tangensfunktion
sinx .
Funktionsterm: f(z) = tanx = Definitionsbereich: D =R\ {5 +k-7|keZ}
cosm -
Nullstellen: zp=k-m mt keZ Wertebereich: W = (—o0, )

tan(z) g

=]
-1
Al
|
=
]
-
1
[ )

/ [ [
[

arctan(x)

Umkehrfunktion

| | i
Die Funktion ist im Intervall (—3,5) streng 2

monoton steigend, dort also eindeutig umkehr-
bar. Die zugehérige Umkehrfunktion ist f(z) = L N S
arctan z. 4 -3 -2 - 1 2 3 4 “

—IL4
2

Die Lésungen von tanz = ¢ ¢ € | sind:

Hauptwert: ry =arctane mit —§ <1z < §

Samtliche Losungen: arctanc+k-m mit k€ Z
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Cotangensfunktion
. cosT N .
Funktionsterm: f(z) = cotz = - Definitionsbereich: D =R\ {k-w|k e Z]
Nullstellen: T = % +k-m mit kel Wertebereich: W = (—o0,00)

cot(x)

il

|
]
El
|
I |t
=
|
=
|
|t
=
[
=
Y
balee
]
=

NERAYER VA
\

Umkehrfunktion

Die Funktion ist im Intervall (0,7) streng monoton fallend, dort also eindeutig umkehrbar. Die zugehérige
Umkehrfunktion ist f{z) = arccot z.

arccot (x)

Die Lésungen von y = cot ¢ sind:
Hauptwert: rp = arccote mit 0 < mw

Simtliche Lésungen: arctane+ k-7 mit ke Z
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Hyperbelfunktionen
Definition 153:

Unter Verwendung der Exponentialfunktion y=e* lassen sich weitere Funktionen, die
sogenannten hyperbolischen Funktionen (bzw. Hyperbelfunktionen), definieren.

Sinus Hyperbolicus

Definition 154:

X _ @=X

e
sinh(x) = —

Kosinus Hyperbolicus

Definition 155:

eX+e7X

sinh(x) = >

Tangens/Kotangens Hyperbolicus

Definition 156:

sinh (x) e*—e™
tanh(x) = = —
cosh(x) e*+e™™*
hO cosh(x) e*+e™
coth(x) = — =
sinh (x) e*X—e™™
Eigenschaften
sinhx . coshx tanhx cothx
Definitions- K R R R, x=0
bereich
Wertebereich | R [1; o] I=1; +1( J=ea; =] 1t |41 4]
Nullstellen x=0 ki x=0 keirue
Asymptoten keine Keine y=11 x=y=11
Verhalten im lim f{x)=2e | lim fx)=- lim fx)=21 | lim #{x) =1
Unendlichen Hoae B Lo Horas
Monotanie MSRaten J===; Ql: m. fallend | monoten J== 0 m. fallend
wathsend 10 +==[: m. wachs. | wachsend 10; ++=]: m. fallend
Extrema keing im keing keine
Wendepunkte x=0 ki xml keire
Symmetrie ungerade gerade Funktion ungerade gerade Funktion
Funktion Funktion
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Darstellung

cosh(r)

tanhix)

3 —2 -1 1 2 g
1.-
_?--
sinh(x) 3T
__|--
Areafunktionen

Definition 157:

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktion sind die sogenannten Areafunktionen
Areasinus Hyperbolicus arsinh

Areakosinus Hyperbolicus arcosh

Areatangens Hyperbolicus artanh

Areakotangens Hyperbolicus arcoth

Darstellung
3 35
25
1
2.0
a 15
10
1
0.5
-2
0.0
=3 -05
-5 -4 -3 -3 -1 o 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 [
Areasinus hyperbolicus Areakosinus hyperbolicus
3 3
— arcoth
z 2
1 1
a a
1 1
-2 -2
=3 - - =3
=15 =10 =0.5 0.0 0.5 L0 15 -5 =4 -3 -2 -1 L1} 1 2 3 4 5
Areatangens hyperbolicus Areakotangens hyperbolicus
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Differentialrechnung

Geometrische Deutung

Ziel: Steigung der Tangente an der Stelle zg, bzw. im Punkt (zo|yo ).

Vorgehen:

— Festlegen von zwei Stellen zp und z y
— Berechnen der Differenzen Az, Ay fxg + Ax)

A
— Berechnen der Steigung m = o 4

Az

flxg)

— Verkleinerung des Abstandes Ax =z — 29
— liefert immer genauere Ergebnisse

Ableitungsbegriff
Definition 158:

Existiert der Grenzwert

o Ay flro + Az) — f(zo)
A= ;\.111-13[1 Az alilﬂu Az '

dann nennt man [ differenzierbar in zp und A ist die Ableitung von f an der Stelle xy.

Bezeichnungen

Definition 159:

Die Sekantensteigung A_z heiBit Differenzenquotient

du

e Tangentensteigung) heiBt Differentialquotient

Der Grenzwert

Die Ableitungsvorschrift % heifit Differentialoperator

Beispiel 229:
Untersuchen Sie die Differenzierbarkeit:

f(x) =x%;%,=3

Ableitungsregeln

Grundlegende Ableitungsregeln

Funktion f (x) Ableitung f '(x)
Potenzfunktion f(x) = x" f(x) = n-x"?
fx)=c f'(x) =0
f(x) = x f'x) =1
() = V& 00 = — —
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f(x) =a%a€eR

f'(x) = a*-In(a)

Trigonometrische Funk-
tion

f(x) = sin (x)

f'(x) = cos(x)

f(x) = cos(x)

f'(x) = —sin(x)

f(x) = tan(x)

Arkusfunktionen

f'(x) =———==1+tan?(x)
cos?(x)
(6) =cottd | _ﬁ = —1— cot?(x)
f(x) = arcsin(x) y 1
f'(x) =
i<
f(x) = arccos(x) f(x) = — 1
1—x2
f(x) = arctan(x) f(x) = 1
1+ x2
f(x) = arccot(x) F(x) = —
1 + x2

Hyperbelfunktionen

f(x) = sinh (x)

f'(x) = cosh(x)

f(x) = cosh(x)

f'(x) = sinh (x)

f(x) = tanh(x)

f'(x) =

R 2
cosh2() 1 — tanh*(x)

f(x) = coth(x)

F(x) = —

- =1 - 2
SN2 G0 1 — coth*(x)
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Funktion f (x) Ableitung f '(x)
Areafunktionen f(x) = arsinh (x) £1(x) = 1
x2+1
f(x) = arcosh (x) £(x) = 1
x?2—1
f(x) = artanh (x) o 1
f'(x) = T2
f(x) = arcoth (x) , 1
£(x) =
® =72
Exponentialfunktionen f(x) = e* f'(x) = e*
f(x) =a%a€eR f'(x) = a*-In(a)
Logarithmusfunktionen f(x) = In (x) £(x) = 1
X
f(x) = loga(x) , 1
f'(x) =
() In (@) - x

Faktorregel

Definition 160:

f(x) =a-g(x);aeR

f'(x) =a-g'(®

Summenregel

Definition 161:

f(x) = g(x) £hx)

f'x) =g'(x) £ h'(x)

Produktregel
Definition 162:

f(x) = g(x) - h(x)

f'(x) =g'(x) hx) +g(x) - h'(x)

Quotientenregel

Definition 163:

f(x) = @

h(x)

g'(x) h(x) —g(x) h'(x)
h?(x)

f'(x) =

Kettenregel

Definition 164:

f(x) = g(h(x))

f'x) = g'(h(x) I
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Tangente, Differential und Linearisierung
Mit der Ableitung f*(xp) ergibt sich die Gleichung der Tangente nach der Punkt-Steigungsform:
t: g(z) = yo + f'(z0)(z — z0) (6.1)

Soll eine differenzierbare Funktion f{z) in der Umgebung der Stelle =y durch eine lineare Funktion g(z)
angen3hert werden, so kann man die Kurve durch ihre Tangente im Punkt Py ( 2 | yo ) ersetzen. Man nennt
das die Linearisierung von f an der Stelle 2, bzw. im Punkt Py (zq |40 ).

y
f(xo + Ax)

flxg)

Definition 165:

Das Differential dy einer Funktion y = f(x) beschreibt den Ordinatenzuwachs dy der Tangente in
Fylxg | yo) bei einer (infinitisimal kleinen) Abszissenanderung um dx

dy = f'(zo) - da

Bemerkung 41:

Aus der Definition des Differentials dy ergibt sich die Ableitung formal als Quotient der Differentiale
dy und dzx.
_ dy

dy = f(z)dz = f'(z) = 3

Linearisierung einer Funktion

Definition 166:

Unter der Linearisierung einer differenzierbaren Funktion versteht man die Annahe-
rung (Approximation) der Funktion in der Umgebung einer Stelle xo durch die Tangente
an den Funktionsgraphen in diesem Punkt.
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Relative Extremwerte

Definition 167:

Graphenpunkte, an denen sich das Monotonieverhalten andert.
Kriterium fir differenzierbare Funktionen:

Grhat an der Stelle xo einen Hochpunkt,
falls f'(x,)=0und f"(x,) <0

Grhat an der Stelle xo einen Tiefpunkt,
falls f'(x,)=0und f"(x,)>0,

Ein Vorzeichenwechsel muss durchgefiihrt werden,

falls f'(x,)=0und f"(x,)=0.

Definition 168:

Vorzeichenwechsel

Statt zu prifen, ob die zweite Ableitung an der Stelle xg kleiner oder groRer als Null ist,
kann man auch untersuchen, ob die erste Ableitung an der Stelle x¢ ihr Vorzeichen
wechselt.

Durchlauft man (im wortlichen und Ubertragenen Sinne) eine Kurve an einem Hoch-
punkt von links nach rechts, so lasst sich das Verhalten von f bzw. das der Steigung von
f folgendermaRen beschreiben:

Vor der Hochstelle steigt die Kurve, es geht bergauf. Die Steigung ist positiv
An der Hochstelle selbst ist die Steigung Null (die Tangente also waagerecht).

Hinter der Hochstelle fallt die Kurve, es geht bergab. Die Steigung ist negativ.

Zusammengefasst:
An einer Hochstelle wechselt die Steigung von plus nach minus.
Oder:

Dort hat die Steigung (also f’) einen Vorzeichenwechsel von plus nach minus (von +
nach - ).

Analog gilt firr eine Tiefstelle:

An einer Tiefstelle wechselt die Steigung von minus nach plus. Oder: Dort hat die Stei-
gung (also f’) einen Vorzeichenwechsel von minus nach plus (von - nach +).
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Wendepunkte
Definition 169:

An der Stelle xo liegt ein Wendepunkt vor, wenn sich an xo das Krimmungsverhalten
der Kurve andert.

Grhat an der Stelle xo einen Wendepunkt,
falls f"(X,)=0und f"(x,)#0

Terrassenpunkt:

Wendepunkt mit waagrechter Wendetangente (zusatzlich: f'(x,)=0)

Sattelpunkte

Einen Wendepunkt mit zugleich waagerechter Tangente nennt man einen Sattelpunkt
oder Terrassenpunkt. Fiir ihn gilt demnach f(x) = 0 und f''(x) = 0, wie im Beispiel der
Funktion mit der Gleichung

fix)=x3

an der Stelle x = 0.

Allerdings ist das kein hinreichendes Kriterium, es kann auch f'(x)=0 und f"'(x) = 0 wer-
den, ohne dass ein Sattelpunkt auftritt, wie im nachfolgenden Beispiel gezeigt.

flx) = x*

)= %
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Erst wenn f''%0 ist, ist ein Sattelpunkt erwiesen; allgemeiner gilt:

Definition 170:

Es liegt ein Wendepunkt vor, wenn der Grad der ersten von 0 verschiedenen Ableitung
ungerade ist; ist der Grad gerade, so handelt es sich um ein Extremum.

Kurvendiskussion
Definition 171:

Ziel einer Kurvendiskussion ist die Untersuchung der wichtigsten Eigenschaften einer
Funktion:

a) Definitionsbereich

b) Kurvensymmetrie

c¢) Schnittpunkte mit den Achsen (x =0, y = 0)
d) Berechnung der 1.-3. Ableitung

e) Extrem-, Wende- und Sattelpunkte

f) Asymptotisches Verhalten und Wertebereich
g) Schaubild
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Extremwertaufgaben

Vorgehensweise
Definition 172:

Beschreiben der GroRe, die extremal werden soll, durch einen Term. Diese Extremal-
bedingung kann mehrere Variable enthalten.

Aufsuchen von Nebenbedingungen, d.h. Herstellen von Beziehungen zwischen den Va-
riablen anhand der Aufgabenstellung.

Einsetzen der Nebenbedingung(en) in die Extremalbedingung, so dass eine Funktion
mit nur einer Variablen, die Zielfunktion, entsteht.

Untersuchung der Zielfunktion auf Extremwerte:
a) Ermittlung lokaler Extrema mithilfe der Differentialrechnung
b) Berechnung der Randwerte
c) Ermittlung des globalen Extremums

Formulierung des Ergebnisses und Plausibilitatsprifung.

Beispiel 230:

Zur Zeit des Goldrausches im “Wilden Westen” galt in einer Region folgende Regel fir
die Festlegung der Grenzen eines Claims:

“Ein Goldgraber bekam die rechteckige Flache zugesprochen, die er mit einem Seil ei-
ner vorher festgelegten Lange abstecken konnte.”

Welche Malle muss diese Rechteckige Flache haben, damit eine maximale Flache ent-
steht, wenn die Lange des Seils 100m betragt.

Losung:
Zielfunktion:

A=a-'b

Nebenbedingungen:
U=2a+2b

100 =2a+2b

2a =100 - 2b
a=50->b

In die Zielfunktion einsetzen:

a=50—-b»
A=a-b
A=(550-b)-b
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A = 50b — b?

Die Zielfunktion zweimal ableiten:

A = 50b — b2
A =50-2b
A =-2

Extremwert bestimmen:

A'=0
A'=50-2b
50-2b=0
2b =50
b =25

Uberprifung auf Maximum oder Minimum:

A"(25) = -2 < 0 - Maximum

Losung bestimmen:

a=50—b=50-25=25

Der Claim sollte quadratisch sein (a=b=25m)
Beispiel 231:

Aus einer quadratischen Platte mit der Kantenlange 10 cm soll eine quadratische Platte
derart ausgeschnitten werden, dass die Spitzen des Quadrats auf den Kanten der gege-
benen Platte liegen. Wie lang sind die Kanten des inneren Quadrats, dessen Flachenin-
halt moglichst klein sein soll?

Losung:

";‘.'
X -
R _:.

Zielfunktion:

A = x?
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Nebenbedingungen:

x? =y? + (10 — y)?

In die Zielfunktion einsetzen:
A= x?

A=y*+ (10 —y)?

A =y?+100 — 20y + y?

A = 2y? — 20y + 100

Die Zielfunktion zweimal ableiten:
A = 2y? — 20y + 100

A =4y —20

A" =4

Extremwert bestimmen:

A'=0

A =4y —20
4y —20=0
4y =20
y=5

Uberpriifung auf Maximum oder Minimum:

A" =4 >0 — Minimum

Losung bestimmen:

x2 = 52 + (10 — 5)>

x% =50
A = x?
A =50
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Newtonsches Iterationsverfahren
Definition 173:

Das Newton-Verfahren dient zur Annaherung an Nullstellen; durch das immer wieder
neu Einsetzen des Ergebnisses in die Newton-Formel nahert man die Nachkommastel-
len der Nullstelle immer mehr an. Diese Art von Verfahren nennt man Iterationsverfah-
ren.

Iterationsformel:

_ f(Xn)
Xn+1 = Xn — fI(Xn)

Bemerkung 42:

Da gewisse Nullstellen nicht genau bestimmbar sind, wird das Newton-Verfahren ein-
gesetzt, um Nullstellen anzundhern. Um diese zu berechnen, benotigst du die Ablei-
tung.

Verfahren

Dies bedeutet, dass Ergebnisse eines Schrittes wieder als Ausgangswert flir den jeweils
nachsten Schritt genommen werden.

Rechenmaschine

Input Startwert = Output =,

Output 3

Output =3

Input =3
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Beispiel 232:

Berechnen Sie die Nullstelle von
f(x) = x3 + 4x — 4 im Intervall [2; 4]
Bestimmung des Startwertes durch eine Wertetabelle.

f(x)=x"+4x —4

x -3 -2 -1 0 12 3
y -43 -20 -9 -4 1 12 35
Wihle x0=0,5.

f(x)=x>+4x — 4

f'l(x) =3x*+4
x +dx,—4
Xn+1 = Xn 32 +4

x, = 0,8947368421

Mathematik |
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Integralrechnung

Geometrische Definition des Integrals

Bemerkung 43:

- Flacheninhalte oberhalb der x-Achse haben ein positives Vorzeichen.

- Flacheninhalte unterhalb der x-Achse haben ein negatives Vorzeichen.

Stammfunktion und unbestimmtes Integral
Definition 174:

_ _ _ 1F .
Fiir eine gegebene Funktion f(z) nennt man einen Funktion F(x) mit F'{z) = {1— = flx) eine

dax
Stammfunktion von f.

Beispiel 233:
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von

) S@)=30+2 b)  f(x) =sina 9 fla)=e>

Definition 175:

a) Jede auf [a,b| stetige Funktion | besitzt eine Stammfunktion F.

b) Zwei Stammfunktionen F; und F> von f unterscheiden sich nur durch eine Konstante, d.h.
Fy(x) = Fi(x) + c fur ein c € R.

Bemerkung 44:

Die Gesamtheit aller Stammfunktionen, deren Ableitung wieder die Originalfunktion
ergibt, ist eine Kurvenschar. Diese entsteht wird durch Verschieben einer Stammfunk-

tion in J~Richtung.

Definition 176:

Die Menge aller Stammfunktionen von f nennt man das unbestimmte Integral /f[:;z'}{i;z'.

Die Bestimmung der Stammfunktion nennt man Integration oder Integrieren (bzw. Aufleiten).

252-339



Mathematik |

v TEC

Stammfunktion elementarer Funktionen

International Project Engineering IPB

Stammfunktion F(x)

Funktion f(x)

Konstanter Faktor f(x) =a F(x) =ax+C
Potenzfunktionen F(x) = <t 4 C
f(x) = x" n+1
;n#—1
1
f(x) =— Fx)=In(x)+C;x#0
X
f(x) = ! F()—lll +b|+C
= ax+b = a fax
Exponentialfunktionen f(x) =e* F(x) =e*+C
= oo 1
fGo =e F(x) = ;eax +C
= x e ax—1
f(X) X+e F(X) — ( > )_ eax + C
a
fx) = a* F(x) = L Catl
" In(a)
Logarithmusfunktionen f(x) = In (x) F(x) =x'In(x) —x+C
X
— X — .
f(x) =a F(x) In () +C;a#1

Trigonometrische f(x) = sin (x) F(x) = —cos(x) + C

F(x) = —% cos(ax) + C

Funktionen f(x) = sin (ax)

X

1
5 -sin(2ax) + C

4a

f(x) = sin?(ax) F(x) =

F(x) = —cot(x) + C

)=S0
f(x) = cosi ® F(x) = —tan(x) + C

f(x) = cos (x) F(x) =sin(x) + C

f(x) = cos (ax)

F(x) = % - sin(ax) + C

f(x) = cos?(ax)

x 1
F(x) = =+ —-sin(2ax) + C
2 4a

f(x) = tan (x)

F(x) = —In|cos(x)| + C

f(x) = cot (x)

F(x) = In|sin (x)| + C

f(x) = sinh(x)

F(x) = cosh(x) + C

f(x) = cosh (x)

F(x) = sinh(x) + ¢
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Integrationsregeln

Stammfunktion:

F heift Stammfunktion von f, wenn gilt: F'(x) = f(x)

Mit F(x)ist auch jede FunktionF(x) + c eine Stammfunktion

Unbestimmtes Integral

ff(x)dx =F(x)+c

Bestimmtes Integral

b

f f(x)dx = F(b) — F(a)

a y=f(x)

. . : Q-__'__J__-.
Eigenschaften eines Integrals N

1

1 I ek
:ff(z)dz :j flx)dx |
M [ ]

X

ff(x)dxz ff(x)dx+fbf(x)dx

o -

PR
Das Aufspalten von Integralen ist z.B. bei nicht stetigen oder zusammengesetzten Funktionen
notwendig.

b a

ff(x)dx = —!f(x)dx

a
b b

fc-f(x)dx= C-ff(x)dx

a a
b

b b
J(f(x) + g(x))dx = J f(x)dx + f g(x)dx

a
a

f f(x)dx = 0

a
Uneigentliches Integrationsintervall

o)

jf(x)dx = l!i_{{)lojbf(x)dx

a
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Definition 177:

T f (x)dx = F(b) — F(a)

das heildt, die Flache unter dem Graphen von f(x) ist eine Stammfunktion von f.

Beispiel 234:

Wir suchen die Flache unter dem Graphen der Funktion f(x) = x> zwischen den Grenzen
a=1lundb=2.

Folgende Vorgehensweise sollte immer angewandt werden:

Zuerst eine Zeichnung oder zumindest eine Skizze er-
stellen, um den Sachverhalt zu verdeutlichen.

Um eventuelle Besonderheiten zu erkennen, sollten
die Nullstellen (Schnittpunkte mit der x-Achse) be-
rechnet werden

[xfdx = Stammfunktion finden
i
2

_ [){3} _ Grenzen einsetzen, untere Grenze von oberer abzie-
RENE h

3 | en
P P T

3 3 3
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Spezielle Integrationsmethoden
Substitution

Definition 178:

1) Da es fur ein Integral der Form > dx keine eigene Integrationsregel gibt, missen wir
2x+1
+

einen Trick anwenden. Wir formen durch eine Substitution den Integranden so um, dass der Nenner
keine Summe mehr enthalt. Dazu missen wir lediglich 2x+1 durch u ersetzen :

Substitution: u=2x+1.

Jetzt kommt allerdings noch die Umrechnung von dx dran. Wir dirfen nun aber nicht einfach du statt
dx schreiben. Wir mussen uns daran erinnern, dass dx ein Differential ist. Und fur das Differential
einer Funktion hatten wir diese Formel: dy = y" dx

Unsere Substitutions-Funktion heiRtnun u=2x+1 also gitfirsie du=u"dx=2-dx
Jetzt [6sen wir die letzte Gleichung nach dx auf und erhalten: dx = 1du

Dies ist der 2. Teil der Substitution. Zusammen folgt nun:
5
j2x+1 j du——j du—EInu+C

Nun folgt die Rucksubstitution, indem wir u W|eder durch 2x+1 ersetzen:

51 1 5 5
——=du==|—-du==Inu+C==In(2x+1)+C
TP bl i L Iu” pnu=C=3n(2x=1)
Beispiel 235:
186 _— ,
j'{ 2]2dx Substitution: u=x-2 also du=udx=dx
x_
:j'Ed :_E_c__ﬂJrc
u u X—2
de Substitution: u=4-x also du=-dx, dx=-du
[{4 )
- X
- [Zdu=+2+c--2 ¢
u u 4-x
fﬁdx Substitution: u=2x-1 also du=2dx, dx=21du
x_
1p12 a u™ 3 3
=—|—=du=6 du=6—+C=-—+C=—-———+C
2[ _[u u > - ¥ {2:-:—1}2 -
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Integration durch erweiterte Substitution

Definition 179:

Dieses x erschwert die Rechnung, denn es muss auch noch substituiert werden:

1. Schritt: Substitution: u=5x+2

Beispiele 2. Schritt:  Differential: du=u"dx=5dx
(5) j‘ * dx 3. Schritt:  Nach dx auflésen: dx =+du
(5x+2) 4. Schritt:  u nach x auflésen: x =1(u-2)

5. Schritt; Einzelbriiche ,aufleiten”
6. Schritt: Ricksubstitution.

__l[(l—féhw=—l(mU_2,511+C=_L“nu+EE_C
5/ u )" 28 P|+C=glnuss ]

{ i
Rucksubstitution:  F(x) = %Lln (5x+2)+ 55 ‘ +C
Beispiel 236:
2
(6) j' X —dx Substitution: u=x+3 |, du=dx und x=u-3
(x+3)
3 2_ N f y
[‘” ) du- =8 gy [[1-24 2 |au-u-6-mu-2+c
u’ u u u) u
Rucksubstitution:  F(x)=x+3-6-In(x+3)- +C
: : X+3
x2
(7) f‘:dx Substitution: u=2-=x also du=-dx, dx=-du
(2-x) und Xx=2-u
2-u)’ 4 2
=—f[ u du=—J44$du=—J|iz 4 1|du__f+4 nu—u+C
u u U u u
Rucksubstitution: F(x‘:=2i—4-ln[2—x)+x—2+c
T2-x
x* -1 Substitution: u=x+2 also du=dx
(8) J-,szx und X=u-2
u-2°-1,  .2- \ .
=j'udu=‘|wdu=j.;u—4+E du=1u’-4u+3.Inu+C
u u u
Rucksubstitution: F{x:=%{x+2! —4(x+2)+3:In(x+2)+C
F(x)=1(x* +4x+4)-4(x+2)+3-In(x+2)+C
F(x)=1x"-2x-6+3-In(x+2)+C
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Partielle Integration (Produktregel)

Da sich viele Stammfunktionen nicht berechnen lassen, haben die Mathematiker
viele Methoden und Tricks ersonnen, um diese Probleme doch noch zu knacken.
Die wohl berihmteste aller Methoden wird jetzt vorgestellt. Mit ihr erreicht man, daf,
bestimmte komplizierte Integrale in einfachere umgewandelt werden kénnen.

Zu Herleitung benétigen wir die Produktregel der Ableitung:

Aus y=f(u)=u(x)-v(x) folgt y'=f'(x)=u'(x) v(x)+v'(x)-u(x).

Also folgt dy=y"du=(u'(x) v(x)+v'(x) u(x))dx, kurz dy =(u"v+v"u)dx
Nun gehen wir ganz formal vor und machen das Differential durch das Integral
ruckgangig: y = [dy = J{;u'v+v'u‘_}dx = [u'v dx + [v'u dx

Daraus folgt: [u'vdx= y—Jv'u dx bzw. [u'vdx =[u-v]- ['v'u dx

Was wir jetzt rein formal als unbestimmtes Intergral gezaubert haben, spielt sich in
der Praxis beim bestimmten Integral so ab:

'[u vdx = u v Jv u dx

Wer diese Formel zum ersten Male sieht, denkt vielleicht an Asterix und Obelix.
Diese Gleichung sieht nicht vertrauenerweckend aus. Man muld ihren Aufbau
verstehen, dann kann man sie anwenden:

Auf der linken Seite steht das zu berechnende schwere Integral.

Der Integrand besteht aus einem Produkt. Den einen Faktor interpretieren wir als
eine Ableitung u’', den anderen v als eine ,normale” Funktion.

Auf der rechten Seite steht eine Formel, die sich auch u, v und v’
zusammensetzt und ein zweites Integral beinhaltet.

Wenn es gelingt, die Faktoren u’ und v geeignet so zu finden, dass das

auf der rechten Seite entstehende zweite Integral einfacher ist als das gegebene
auf der linken Seite (also leicht berechenbar), dann schafft es diese Formel, ein
kompliziertes Integral in ein einfacheres zu verwandeln |

Es gibt viele Falle. In denen sich diese Formel bewahrt. Diese Gleichung tragt
lbrigens verschiedene Namen: Produktintegration, Partielle Integration sind die
beiden gebrauchlichsten.

Die Anwendungen kommen in erster Linie bei Exponentialfunktionen, LN-Funktionen
und Sinus-Cosinus-Funktionen vor.
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Partielle Integration bei In-Funktionen

Beispiel 237:
] by b b
(1) [x-Inxdx Hier die Formel : Ju'vdx=[u-v]. - [v'udx
1 a a
Partielle Integration: 1. Versuch Partielle Integration: 2. Versuch:

(. B [
U'=Inx = u=x-Inx-x U=x — u=zx

.1
v=x = v'=1 v=Ilnx = v'=—
X

Genau wie bei den Exponentialfunktionen testen wir zuerst die beiden Mdéglichkeiten
durch, um diejenige zu entdecken, die zum Ziel fuhrt.

2 e
= x-(x-Inx- x})? = j'(:x Inx—x)dx =?? =[x In xl - j'%x Ldx
1 1
e o
=[%x2 In xl — | % dx
1
—[1x2 _1x2T
Wie man erkennt, fuhrt die erste Methode zu _[2 X"Inx-gx ]1
einem komplizierteren Integral, wéhrend die =le’-ne-1.In1-1e’+1
zweite Methode zum Ziel fihrt. I
=le’+1=3(e"+1)=210

Merke: Bei der partiellen Integration mit LN-Funktionen
behandelt man den LN-Faktor als v und den
ganzrationalen Term als u’:

u'=g(x) = U=.....

v=Inx = V'(x)=—
TX

Wie man sofort sieht, liegt der Grund fir die spezielle Wahl von v darin, dal? eben bei
der LN-Funktion die Ableitung sehr einfach wird (In verschwindet!) wahrend sich die
e-Funktion praktisch nicht verandert, weshalb man dort anderes vorgeht.
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Beispiel 238:
Partielle Integration: u'=x> = u=1x’
Ez 11
(2) [x%mxdx v=Inx :=W=;
1
= %11 TSI :
= [%xe‘ In x]e - j'—x:" —dx = er‘ In x]e - j'—dx =|1x%-In x—%x'j]e
1 d 3 X 1 d 3 L 1
Se® +1
=[%e5 -Igf—%eﬂ—[—;-m—%]=%e5—%eﬁ+%=%eﬁ+%= 5
=2 =0
Beispiel 239:

4] b
(3) pnxdx=jmmxdx=
a a Partielle Integration: u'=1 = u=x

b _ 1
=[x-|nx]:—j'x-%dx v=Inx =V

a
a

=[)<-In)c]b T1dx=[x-ln x—x}:.

Das nachste Integral ist genauso bertihmt, vor allem dadurch, daf® man es auf zwei
verschiedene Weisen partiell integrieren kann:
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Integrale, die Substitution und partielle Integration verlangen

Beispiel 240:

Das Integral A = fx ‘In(4-x)dx muB einerseits mit partieller Integration
i

berechnet werden, andererseits verlangt das komplizierte Argument (4-x) eine
Vereinfachung durch Substitution.

Es gibt zwei Méglichkeiten, diese beiden Methoden in unterschiedlicher Reihenfolge
anzuwenden.

1. Methode: Zuerst partielle Integration, dann Substitution:

u'=x = u=1x°

v=In(4-x) = v's=

Dies ergibt:

Nun wird in einer Nebenrechnung das neue Integral berechnet:

Substitution; z=x-4 = dz=dx und x=z+4

P 1Z+8z418 16) ., - y
s e |ty i
Zusammengesetzt:

A=[2x*-In(4-x)]

" 1[12°+82+16-Inj2[] =2In1-0-[12° +4z+8InfZ] |

— 1.444-16+8.In4=-8,25-8.1n4~2,84
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2. Methode: Zuerst Substitution, dann partielle Integration,

3

A=J°x-|n(4—x}dx Substitution: z=4-x = x=4-z und dx=-dz
a
1 4
A=-|(4-2)Inzdz=|(4-2)Inzdz U=4-z = u=4z-1z2°
4 1 1
v=lnz = V'=—
Jetzt partielle Integration: 4
A=[{'42——‘23')-Inz_-4—{(42—122)-1dz=[(42—123)-Inz_-4—i(4—lz)dz
\ z¢€ h _! 2 - 2 h ‘! 2
=|:[:4z—%22)-|nz]:—[42—}22]:=

—(16-8)-In4—(1-1)-In1-(16—4)+(4-1) =8.In4-8,25

Vergleicht man beide Methoden, so féllt auf, dass die zweite klirzer und einfacher ist.
Der Grund ist schnell erkannt: Wenn man zuerst partiell integriert, ergibt das
komplizierte Logarithmus-Argument einen Bruch flr das nachste Integral, der eine
Summe im Nenner hat. Dies bereitst Mihe.

Vereinfacht man dagegen das Argument zuerst durch eine Substitution, wird das
zweite Integral nach der partiellen Integration deutlich einfacher.

MERKE:

Zuerst Vereinfachung durch Substitution,
dann erst partielle Integration!
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2 Partielle Integration:
(11)  [(x*-4)-e7dx

u'=e™ = u=—-e"

v=(x"-4) = v'=2x

x

-_—[ix —4]9"‘_-;E +2 fx .e7dx =

2

Weitere partielle Integration:

Vv=x = v'=1

u'=e™ = u=-e"

-2

j‘x e7dx =[-x-e™ | + J e7dx=|-x-e* -
: - 2 L

-2
I«

Zusammengesetzt:

rt— ],

- [—e"‘ (x*—4+2x+ 2:]];2 [—e"‘ (x*+2x - 2:]];2 = —g?
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Partialbruchzerlegung

Ein weiteres Integrationsverfahren ist die Partialbruchzerlegung. Sie wird zur Integra-
tion gebrochen rationaler Integranden bendtigt. Mit ihrer Hilfe lassen sich alle gebro-
chen rationalen Funktionen integrieren. Diese Einsicht, die um 1799 aufkam, flihrte zur
Frage nach der Existenz von Nullstellen des Nennerpolynoms und wurde dadurch zu
einem wichtigen Motiv bei der Entwicklung des Fundamentalsatzes der Algebra.

Eine gebrochen rationale Funktion s(x) ist als ein Quotient aus ganzrationalen, stetigen
Funktionen definiert

Ihr Definitionsbereich ist D=\{B}, wobei B die Menge der Nullstellen der Nennerfunk-
tion ist.

Der Definitionsbereich kann aufgefasst werden als Vereinigung von endlich vielen In-
tervallen, in denen die gebrochen rationale Funktionen stetig sind.

Eine Stammfunktion ist folglich vorhanden.

ax"+a, X"+ +aX+a,
b X" +b X"+ +hx+D,

f(x) =

Einfihrendes Beispiel

Dies ein Verfahren, Funktionsterme von gebrochen rationalen Funktionen so in
einzelne Bruche zu zerlegen, daR sie integriert werden kénnen.

Ich beginne mit einem Beispiel.
3
X+2

2
Das Integral |
e

+x—13 ]dx kann so berechnet werden:

2 s ~\ 2 2

J'J 3 L] ]dx:j e [——dx
AX+2 x-3) X+2 o X=3

Fur jedes Integral fuhrt man dann eine geeignete Substitution durch.

Doch es geht und jetzt nicht um diese verhaltnismagig leichten Berechnungen.
Wenn man in die beiden Bruiche auf den Hauptnenner bringt, entsteht

3 1 3:(Xx=3)+(x+2) 3Ix-9+x+2  4x-7

+ = . = = -
Xx+2 x-3  (x+2)(x-3) X*-x-6  x*-x-6
o % 4x-7
Und nun stelle ich die Aufgabe: Berechnen Sie jmdx !

-1
Stellen wir uns vor, wir wurden die obere Rechnung nicht kennen, wir muften sicher
kapitulieren, weil weder eine Substitution noch gar eine partielle Integration weiter
hilft. Aber eigentlich haben wir die Methode parat. Sie heil3t ,Zerlege den
Integranden is zwei kleinere Brliche, so dal® die obige Rechnung zur Lésung fuhrt®.
Doch wie geht das ? Wir kénnen selbst drauf kommen:
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Zuerst brauchen wir die Nullstellen des Nenners, damit wir diesen in ein Produkt
zweier Linearfaktoren zerlegen kénnen:

J 3
X620 = x, =12 12+24 :125:{_2

Also haben wir als erstes erreicht: x> —x -6 =(x-3)(x+2)

Wir mussen dabei die umgekehrten VVorzeichen verwenden, weil gilt:
Xx=3 @ (x-3)=0 und x=-2 © (x+2)=0
Nun wissen wir also schon dieses:
4x -7 A B
5 = +
X“=Xx-6 Xx+2 x-3
Nun bringen wir die rechte Seite wieder auf den Hauptnenner:

-7 A B _ A(x-3)+B(x+2) Ax-3A+Bx+2B (A+B)x+(-3A+2B)
X¥-x-6 x+2 x-3  (x+2)(x-3)  (x=3)(x+2)  (x+2)(x-3)
Wir vergleichen nun die Koeffizienten im Zahler des ersten und letzten Bruches:
Esmuld gelten:. A+B=4 und -3A+2B=-7.

Lést man dieses Gleichungssystem, zum Beispiel indem man B =4 - A in die

zweite Gleichung einsetzt, so erhdlt man A=3 und B=1

Damit haben wir nun die Zerlegung in Partialbriiche und die Integration kann
durchgefihrt werden.

Die Restlésung geschieht wie gesagt durch Substitution des 1. Integrals durch
U=X+2 = du=dx unddes 2. Integralsdurch v=x-3 = dv=dx.

Damit folgt
3 1 ) 23 21 °3 1 4 1
j{X+2+X_s"]dx:_J‘1X+2dx+£ﬁdx:J;adu+£;dv:[3-ln\uu1 +[Inv|T,

=3:In4-3:In1+In1-In4=2-In4 =In16
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Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad Z < Grad N

Beispiel 242:

S

i

1. Schritt:  Faktorisierung des Nenners:

Nenner = 0: x> -x-6=0 = x12=1i 1024 125 3
= 2 2 |-2

Folgerung: x> —x—-B8=(x-3)(x+2)

2. Schritt: Zerlegung in gine Summe:
Ansatz: ax-8 _ a b (1)

(x=3)(x+2) x-3 x+2
1. Methode: Koeffizientenvergleich

Berechnung der rechten Seite:
a b a(x+2)+b(x—3)_ax+25+bx_3b_(a+b)x+{2a—3b)

X—3 x+2 (x-3)(x+2)  (x=-3)(x+2)  (x-3)(x+2)
- I 4x_8 (a+b)x+(2a—3b)
Aleo gilt (x-3)(x+2)  (x-3)(x+2)

Grundsatz: Zwei gleich grofie Briiche mit gleichem Nenner missen auch den gleichen

Zéhler besitzen. Und weil dieser x enthalt, mlUssen alle Koeffizienten gleich sein.

Also fuhrt man einen Koeffizientenvergleich durch: \2: J_r 3;:—48}
Aus diesem Gleichungssystem kann man a und b berechnen. Etwa so:
Aus der 1. Gleichung folgt: b=4-a
Eingesetzt in die 2. Gleichung: 2a—3(4—a]=—8
Umgeformt: 2a-12+3a=-8

ba=4 = a=4¢%
Daraus folgt dann: b=4-£=1¢.

4 16

Ergebnis: ()(—43)()(x8+2) - xiS xi2
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Flachenberechnung:

2 _ 2/ 4 18 2
A=[:x—8 x=HL+ z dx_%[—dyu%[ ! dx
X —x—6 ;1,\){—3 X+2 % % +2
Ausfiihrliche Berechnung der Teilintegrale:
T
I1=1r dx Substitution: u=x-3 = du=dx
;1}(—3
Umrechnung der Grenzen: x=-1 = u=—4und x=2 = u=-1
2 -1
L= [—dx= [ du=[injuf]"" =In1-In4 =—In4
Lx=3 Lu - 3
T
I2=[ 2-:h-: Substitution: Vv=xX+2 = dv=dx
w K_
-1
Umrechnung der Grenzen: =—1 = v=1und x=2 = v=4
2 4
1 1 4
L, = dx=|—dv=|Inlv|| =Ind-In1=In4
2 :{1)(_2 ‘1[“ |: ||:|1
Zusammengefasst: A=t +81,=2.(-In4)+L.Ind4 = (l—%+%]-ln4 =2-In4

Kurzfassung der Integration ochne Substitution:

A

—dx = [injx =3[, + 2 [infx+2|T,

A=%(In1-In4)+E (In4-In1)=-%-In4+E£-In4 =2-In4

iTLdHuT
5‘.‘{—3 5:1
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Beispiel 243:
5 ' y
4 | l
1 ———dx
( ) §[X2 _4 (,.'/ , \.\
Nullstellen des Nenners: x* =4 — Xyp =42 _// ] )
Partialbruchzerlegung: ==
4 A B ﬂ \
7 4 + / \
X*—4 x-2 x+2 {' |\

Rechte Seite auf den Hauptnenner bringen:
A B A(X+2)+B(x-2) Ax+2A+Bx-2B (A+B)x+(2A-2B)

X-2 x+2  (x-2)(x+2) 22 4
Zwischenergebnis: 24 _ (.A+B)x2+(2A 2B)
X —4 x*—4
Koeffizientenvergleich im Zahler:
(1) A+B=0
(2) 2A-2B=4

Aus (1) folgt B =- A. Eingesetztin (2):
2A+2A =4 © 4A=4 o A=1

AlsoB=-1
Ergebnis: 24 __ 1
X*—4 x-2 x+2
Berechnung des IntegraIS'
1 ¢ ¢
A= — _|dx= —dx dx
J J L X—-2 ><+2I J J;x+2
Substitution des 1. Integrals durch u=x-2 — du_dx
Substitution des 2. Integrals durch v=x+2 = dv=dx
3
j j dv =[Inu]’ ~[Inv]; = In3—|n1—|n7+|n5 |n¥_| 220,762

1
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Beispiel 244:

12X +1 .
J . dx
X* +3X

1 2

(2)

Partialbruchzerlegung:

2X+1 _ 2X+1 _é_’_ B 6 4 B = 4
x> +3x  X(x+3) x x+3
Hauptnennerform der rechten Seite: 2

A B _A(X+3)+Bx (A+B)x+3A

x x+3  x(x+3) x* +3x
Zwischenergebnis: 22X+1 :(A+?)’(+3A
X~ +3X X" +3X

Koeffizientenvergleich der Zahler:
A+B=2 (1)
3A=1 (2)

Aus (2) folgt A=+. Setzt mandiesin (1) ein, folgt 1+B=2 = B=3

Ergebnis: =

Substitution beim 2. Integral: U=x+3 = du=dx
4 7
A=%J%dx+%j&du=%[Inx]_‘:+§[lnu]z =1.n4+5.In7-%-In4=5.In7-%In4 ~ 0,462

1 4
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Beispiel 245:

TxE-3
(3) Jan_xdx | ]

Nullstellen des Nenners: 0, 1 und — 1, denn !'
x*—x=x(x"=1)=x(x+1)(x-1) .'

Fartialbruchzerlegung: ; /
Xx* —3 A B C + f

Hauptnennerform der rechien Seite: {1
A B C__A“ _”+Bﬂx U+Cﬂx+ﬂ AX —A+DX —BX+UX +UX

X x+1 x—-1 x(x+1)(x—1) x* —X
2 2

Also folgt: x3—3:(A+B+C}x 3+(—B+C}x—#\
X* — X x° —x

Koeffizientenvergleich der Zahler:

A+B+C=1 (1)
-B+C=0 (2)
-A=-3 (3)
Aus (3) folgt: A =3 . Setzt man dies in (1) ein, folgt

B+C=-2 (4

Addition von (2) und (4) liefert 2=-2 = C=-1
Aus (2) folgt schliefilich BE=C=-1
2 —
Ergebnis:  f(x)= xg 331 1
W=x x x+1 x-1

[ X2 ax-= 3 dx j—dx—j—dx
ﬂ@x -X ha 3x+’l
Substitution fir das 2. Integral:  u=x-1 = du dx

Substitution fur das 3. Integral' V=x+1= dv=dx

P 1
A:S_[;dx— [ —du- | ;du 3[Inx] = [Inu]z, = [Inv] 4,
-3 J_1 J'CT+1
A=3In5-3Iny3 =In4 +In(v3 —1)=IN6+In(v/3 + 1)

Wagen In(+3-1)+In(v3+1)=In(+3-1)(+3+1)=In(3-1)=In2 folgt
A:3-In5—3-|n\f§—|n24+ln2:S-Ini—ln’lzxﬂ,?

Nz)

Berechnung des Integrals: A=
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Hinweis: Wenn man das Verfahren der Rucksubstitution anwendet, dann verlauft
die Rechnung so:
7 K 21
A=3[—dx- [ —du- | —dv = S[Inx] [Inu]ﬁ [Irw]ﬂ,_1
£X SV N
_ .. -5 - 5
A =3[Inx]z - [In(x =T, ~[In(x+1)]} = In—X | —{inX }
L 12 |_ (x=Dix+N) ], L ¥ -1l
A_pl25 33| 125 2 125 47

- =In : =In
24 2 24 3.3 363

Dieses Verfahren ist dann anzuwenden, wenn nur die Stammfunktion, also das
unbestimmte Integral gesucht ist, bei dem man ja ohne Grenzen arbeitet.
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Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad Z mindestens Grad N

Beispiel 246:

Nenner mit einfachen Nullstellen und Grad 2 mindestens Grad N

2,2 : o I
X" -4
4 dx | 4 |
[ :I :{3 XE _ g III. :II
. . . - .’;/,"I ] i L | | | '.\h |
Jetzt ist der Funktionsterm nicht mehr I L |
“echt” gebrochen. Man muR ihn dann | | | e | | =
zuerst so zerlegen: /1 ;
| - |
-4 x*-9+45 x*-9 5 4,5 || ||
x*-9  x*-9 -9 x*-9 x* -9 | .

Wer dies nicht erkennt, findet die Zerlegung stets iber eine Polynomdivision:
(%% —4): (x*=9)=1 2 _ 4 5
—(x?—9 Di bt f(x)= =1+—
{X 5) les ergl (%) 5"t g
Nun folgt die Partialbruchzerlegung fiir den Restterm:
5 A B Alx+3)+B(x- 3} (A+B)x+(3A-3B)
XX-0 x-3 x+3  [(x- 3)(x+3) x* -9
Koeffizientenvergleich fur den ersten und letzten Zahler:
A+B=0=B=-A (1)
JA-3B=5 (2)
(1)in (2) liefert 6A=5 = A=Z unddamit B=-2

=

- 5 q
¥P—0 x-3 x+3

nlen

Ergebnis:

Berechnung des Integrals (unter Ausnﬂtzung der Symmetrie der Flache):

£ X 5 1 T 57 1 5% 1
A=_E g2 143 Ty gs Y o sl
> 571, 5% 5
= zxj—gga —Ea[; V= 4-§[|n\u|] ——||n|~,r|] =4-3In5
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen Grad Z < Grad N

Beispiel 247:

Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z < Grad N
X? —4x+3 (x=N(x=3) (x=T)(x=3)

X —8X°+16X x(x*-8x+16)  x(x—4)
Gesucht ist die Flache, die K und die x-Achse zwischen 1 und 3 begrenzen.
4

4 4

e

(6) fix)=

2

3 1.2
Losung: A=—[f(x)dx= [X,Lx__fdx
R 3 X(x-4)

Die jetzt erforderliche Partialbruchzerlegung klappt nur mit diesem Ansatz:

x*-4x+3 A B C
SO S S +

x(x-4)F X x-4 (x-4)

Warum ? Sagen wir doch einfach — das Ergebnis rechifertigt dieses Mittel.
(Da der inke Zahler 3 Summanden hat, bendfigen wir rechts 3 Briiche mit den
Zahlern A, B und C; sonst ist ein Koeffizientenvergleich nicht maglich!)

Man sollte in einem solchen Fall immer einen vergleichbaren Ansatz machen |
Nun bringen wir die rechte Seite auf einen gemeinsamen Nenner:

A, B C _A[:x_qf_ax{x_.ﬂ,j_cg_A{xz—8x+’16:}+E5[:x3—4x:}+Cx
X x-4 (x_r.lf x-{x—-ﬂr:]: K-(K—‘I}E

2 _Ay+ A+B)x?+(-8BA-4B+C)x+16A
Daraus folgt X - 4x ?3:( )X - = X

X(x—4) x(x—4)
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Koeffizientenvergleich:

A+B=1 (1)
BA-4B+C=-4 (2
16A=3 = A=

iﬁ
Ain(l): B=1-3=1
ABin(2): -8.2-4.2:C=-4

16 1
~3-124C=—4 = C=—4+2=2

13
16

I_4x+3 2B 3
Ergebnis: fo':i_ T -
X(x—4) X X-4 (x-4)
Berechnung des Flacheninhaltes
2 bx?f—4x+3 i B 2
A=-[f(x)dx= Cdx= [ B+ F _dx=
3 X(x—4) A X X=4 (x-4) |
1 1
1 1 1
A=Z|—du+8|——dx+3|- —dx
15‘£K 1 ix_4 4?1‘[~ _4}..
Substitution: u=x-4 = du=dx
1 -3 -3
A= [t [ Saus3 [ —du=glin(], + B[]S +3 [T
3:( —1 —1|"I
A=%(0-In3)+8(In3-0)+2({-1)=-&IN3+LIn3+3.(-%)

A=2n3-1=51n3-1~0,19
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Nenner mit nur einer doppelten Nullstelle Grad Z> Grad N
Beispiel 248:

Nenner mit mur einer doppelten Nullstelle. Grad Z > Grad N

o
@) ﬂ,x:]zzlx xg
(x+1)

\\ x\ 4 f(x)
Hier hat der Nenner nur eine doppelte Nullstelle

. B!
Dann ist keine Partialbruchzerlegung erforderlich
Die Substitution u=x+1 = x=u-1= dx=du

65t das Integral:

u %
2 3 Ill /\\ X
Az{dx—x ||-4 u—I:—[u—'l] du f g s y
o (x+1) i '|| |'
34u—-4—(u* -3u* +3u-1) 3l — | |
] ( ﬂ. Jdu:{ u 3uq+u 3 4 |
’ o 1 v I |
3y &Y
1.3 1 3T __9., 1 .
=L1[|_‘l—u—3—a—u—zj|ax:[—fu +3u+infu+3] =-§+4+9-3+In3+1-3=In3~11
Bemerkung 45:
Typ I gi(z) = TTa

Elementare Integration zu G(z) = ¢-In(z + a)
Typ Il gi(z) = ——— , n>1
yp 11z g;(z) @+a)n

. . c
Elementare Integration zu G'(x) =

—(n—1)(z+a)-b

. c
Typ Iz gi(z) = 0——:
yp gilz) propra———

e Quadratisches Erginzen des Nenners zu (z +a)- + b

e Substitution u = = + a, Interpretation b = 12

. ) c r+a
e Integration zu G(x) = —arcmn( )
‘!I

U

er +d
Typ IV: gi(2) = ——:
P gi2 2 +pr+q
cr+d C
e Umformen in —

_c 2r+p+r r_:( 2r+p

r

22 +pr+q 22 +pr+ q)

e Der linke Teil wird dann iber Substitution « = 2° + pz + g integriert, der rechte Teil entspricht
Typ Il von oben.

Tipr+q 2 22+prtq 2
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

Beispiel 249:

Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

x* -8 x*-8 (x| |
(8) fix) 3 X (x=3) I N N \
Gesucht ist die Flache zwischen der P o
Kurve, der x-Achse und den Geraden \
x=-1und x = - 4: F / T TV
-1 3 _8 LY
A= F ): 7 dx \\, X
S X =3x i = z 2‘-5 g -
Zuerst missen wir den Funktionsterm sao H\I
zerlegen, dal} der ganzrationale Anteil 1 | = .
herausgezogen wird und ein echter I I - \ .
Bruch (mit Grad Z < Grad N) tibrig bleibt.
Dies geht entweder trickreich so: A "
F(x) = X’-8 x -3x+3x’-8 x'-3x’ . 3%’ -8 s 3x° -8
X 3x? x* —3x7 x* -3t ¥ -3 % —3x7
oder man erreicht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x> +0x* =8):(x* =3x") =1 2
—(x* —3x%) = f['x}z'l—ﬁ
E— ) X = 3%
3x- -8

MNun muld man fir den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die

dann eingesetzt wird, wenn
auftauchen.

wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle

3-8 A B C _Ax=3)+Bx=3)+Cx’ _(A+C)’+(-3A+B)-3B

¥ -3x* x x* x-3 x*(x-3) X (x-3)
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man dieses Gleichungssystem:

Ergebnis:

Somit haben wir jetzt

Berechnung der Fliche

A+C=3 (1)
-3A+B=0 (2)

-1 3
X' -8
A:j 2o X"

-F‘| £ B g0
T+L+ 2+ —2—
AUox o xt x=3)

Mathematik |

dx =[x +&nx|- £+ Zn[x-3|T,

(Der letzte Term wurde mit Substitution u = x -3 und folgender Riucksubstitution

integriert).
A=-1+4+%In1
o

B 2 2 i i@ — a 19 4 .
—j|n4—E—g—jmq—?In?—a—gln‘i—fll"l?wz:sg
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Anwendungen des bestimmten Integrals
Flachenberechnung

Achtung: Fir f(x) < 0 ist auch das Integral negativ. Der Inhalt der Flache zwischen Kurve
und x-Achse ist dann der Betrag des Integrals.

Wenn die Funktion im angegebenen Intervall ein oder mehrere Nullstellen hat, missen
wir daher die einzelnen Flachenstlicke getrennt berechnen und ihre Betrdage addieren.

Wenn die Flache zwischen einer Kurve und der x-Achse berechnet werden soll (ohne
dass ein Intervall angegeben ist), missen wir zuerst die Nullstellen bestimmen - das
sind dann die Integrationsgrenzen.

Die Flache, die von zwei Kurven - den Graphen der Funktionen f(x) und g(x) - einge-
schlossenen wird, berechnen wir nach der Formel

A= ’fiftx)— ah))dx

Die Integrationsgrenzen sind dabei die x-Koordinaten der Schnittpunkte. Wenn es mehr
als zwei Schnittpunkte gibt, muss man wieder die einzelnen Flachenstlicke getrennt
verrechnen.

Beispiel 250:

Wie groR ist die Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = x* - 1 und der x-Achse
zwischen den Grenzen a = 0 und b = 2 eingeschlossen wird?

Losung:

Die Funktion hat bei x1 = 1 eine Nullstelle, wir miissen daher von 0 bis 1 und von 1 bis
2 getrennt integrieren:

1 2 T
T -k =| Sox| =-2
; ERE
2 3 T
TN =| x| =2
1 EREE
2 4
A=Z42o2
33
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Beispiel 251:

Wie groB ist der Inhalt der Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = -x® + 3x? und
der x-Achse begrenzt wird?

Losung:

Nullstellen bestimmen: -x3+3x>=0=x1=0, x2 = 3

3
3 4
A== +3x@) = [—K—+}(3:| =62
0 4
i
Beispiel 252:
Wie groR ist die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f(x) = x? und g(x) = x3?
Losung:

Schnittpunkte bestimmen: x> =x3 = x1=0,x2 =1

1 3 4 1
===
3 12 12 12
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Flachenberechnung zwischen zwei Graphen

Beispiel 253:

Berechne den Inhalt der von den Graphen von f und g eingeschlossenen Flache.
f(x)=x?%; g(x)=-x+2

Folgende Vorgehensweise hat sich bewahrt

(1) Auch hier zeichnen wir wieder eine Skizze, um uns den Sachverhalt besser zu ver-
deutlichen.

(2) Um die Integralgrenzen zu erhalten, bestimmen wir die Schnittpunkte der Graphen.
X2=—-X+2

X2+x-2=0

p,q— Formel

m2=—3+_J§:_l+_§
2 N2~ 272

x1=1
X2 =-2

(3) Man sieht hieraus:

X

ng(x)dx— j f (x)dx

X

Also gilt:

A=|_J.(—x+2)dx—]'x2dx|=| —10(§—%)—6—((_—§)3_%)|

4-1,5-6+3H-4,5/=4,5
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Beispiel 254:

Wie grold ist die Fléche die von den Schaubildern der
Funktionen f(x)=1x"-1x-1 und f(x)=-2x*+3x+2
begrenzt wird 7

Losung:

—

Hinfuhrung: Zunachst betrachten wir die linke Abbildung. Diese zeigt die
gesuchte Flache zwischen den beiden Parabeln.

1. Schritt:  Wir verschieben beide Kurven und damit auch die zu
berechnende Flache um eine Strecke +C so nach oben,
dal? die Zielflache ganz oberhalb der x-Achse liegt.

Die Funktionsgleichungen &ndern sich damit in:

g,(x)=1x—1x-1+C und g,(x)=-1x*+1x+2+C

2. Schritt:  Wir denken uns nun die gesuchte Flache als Differenz
zweier krummliniger Trapeze (rechtes Bild):
Das grofie ,Kru-Li-Trap” wird oben durch das Schaubild

von g, begrenzt. Sein Inhaltist A, = ja'g1 (x)dx
Das kleine ,Kru-Li-Trap” wird durch das_1SchaubiId von gz
Begrenzt. Sein Inhalt ist: A, = jalgE (x)dx
3. Schritt:  Die gesuchte Flache hat daher diesen I_r11halt:
A=A -A, = j’g1(x)dx_ ng (x)dx = i[(%f ~1x-1+C)—(-4x* +gx+2+cﬂdx
S el S

Beim genauen Hinsehen erkennt man, dal} der zur Verschiebung tber die x-Achse
eingefiigte Summand +C durch die Subtraktion der beiden Funktionen wieder
wegféllt. Daher kann man ihn eigentlich weglassen und gleich mit den Funktionen
fi und f» arbeiten. Damit erhalt man folgende Berechnung

A=A1—A2=ja'f1{:x]dx [f.:x )dx = J[f{x ) -, (x)]dx
-1

Berechnung der Flache:

A=A -A, = i[ﬂ(x)—fz(x}]dx= j"[(%xz —%x—1)—(—%x2+%x+2”dx
5

A= f[x —2x-3)dx =[1x* - x _3x] [9-9+9]-[-1-1+3]=7+
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Bemerkung 46:

Die Integration darf nicht Giber Schnittpunkte der Kurven hinweggehen. Besitzen die
Kurven mehrere Schnittpunkte, so muss die Integration an den einzelnen Schnittpunk-
ten aufgespalten werden.

Bei den einzelnen Integrationen ist darauf zu achten, dass die Differenz der Funktionen
positiv ist, ggf. muss die Reihenfolge von f(x) und g(x) vertauscht werden.

Rotationsvolumen um die x-Achse
Definition 180:

Die Funktion f sei stetig Uber dem Intervall [a; b]. Ihr Graph rotiere (iber dem Intervall
[a; b] um die x-Achse. Dann gilt fiir das Volumen V des entstehenden Korpers

b
V= m ey

Beispiel 255:

A
Randfunktion: f(x)=x"+1 Y /
Krummliniges Trapez von x = 1 bis x = 2. 1
Rotation um die x-Achse:

» P

2
\.e"=7rj X2 +1 ®dx = [x +2x% +1)dx =
1

‘“’=[% a“‘i]—“f[ +8+2]-n[{+3+1] \

) - 93+70+15 _ 178

=
||

Y (LI
5773 15 1

¥
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(2) Gerade y=3x+2 fir x=-3 bisx=2 y

begrenzt zusammen mit der x-Achse und der
Geraden x =2 ein Dreieck, das bei Drehung

um die x-Achse zu einem Kegel wird. / r
Berechne dessen Volumen. | ot

2 2
1. Lésung: \f=:rrj'{%x+2)2dx=:rrj(%xz+§x+4}dx=n{%x3+§x2+4xf3
-3 -3
Von[8+%+8]-n|-%.27+4.9-12 _ . 2211444324 500 e
2. Loésung: Die Formel fUr das Kegelvolumen lautet: V= %n-rz-h
wobei der Radius r=f(2)=4+2=2 istund h=2-(-3)=5
Es folgt: V=2.7-10.5=0g,
Ty F’[h|r)

(3) Wir wollen diese Volumenformel herleiten:

Wir legen die Kegelspitze in den Ursprung und

verwenden den EndpunktP (hir).

Dann erhalt die Usprungsgerade die Steigung

m =%= r und die Gerade die Gleichung vy =%x .
X

Volumen des Drehkodrpers:

h 2 h 2 2 h
V=nj(%x] dx=-nj‘r:—2x2dx=n[#-%xﬂ =rr-%r2h
[1]

0 1]

Mittelwert

Ist f(z) im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig, dann gibt es eine Stelle ¢ € [a, blm bzw. ein ym = f(c),
fir die gilt

b
[@)dz=(b-a)-f(©) = 6—a) -m.

Das bestimmte Integral kann also durch ein Rechteck der Seitenlinge b — a und der Héhe f(c) = ym
dargestellt werden.
Umgekehrt gilt fiir den Mittelwert:

b
Ym = biaff('r}dﬂ

Beispiel 256:

Ein Fahrzeug bewegt sich zwischen den Zeitpunkten ¢t = 0,2h und t2 = 0.8h
mit der Geschwindigkeit v(t) = —400t> + 575t7 — 150t + 100 (in km/h).

Wie hoch ist die Durchschnittsgeschwindigkeit des Fahrzeugs?
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Uneigentliche Integrale

Gelegentlich gibt es Flachen, die ,,ins Unendliche” reichen, also z. B. eine ,offene rechte
oder linke Integrationsgrenze haben

Beispiel 257:

Schauen wir uns am Anfang die Funktion f(x) :iz. Und zwar nur den Teil im 1. Quad-
X

ranten.
Ay
o

T

Wenn wir nun die Flache Gber dem Intervall [0; 1] berechnen wollen, stellen wir fest,
dass die y-Achse eine Asymptote ist und es somit keinen Schnittpunkt mit der y-Achse
gibt.

1
Die Flache ,reicht ins Unendliche”. Zu ihrer Berechnung kann man das Integral I f (x)dx
0

nicht verwenden. Denn dieses Integral ist nicht definiert, weil f nicht im ganzen Inter-
vall [0; 1] definiert ist. AuBerdem ist f unbeschrankt.

Zur Berechnung der Flache verspricht folgender Gedanke Aussicht auf Erfolg.

1 1
Wir berechnen J. f (x)dx (fir O<a<1l) und bestimmen den Grenzwert Iirrgf f (x)dx (a>0).
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Wollen wir dies also mal tun. Zur Berechnung bendétigen wir die Stammfunktion der
Funktion f.

| =

1 1
f(X)=—=x%F(x)= X2t =—
(x) X2 (x) —2+1. X

Somit erhalten wir:

1

lim —dX—|Im[——] =lim(- 1+—)

aao a—0 a—>0

Der Grenzwert Iiml existiert nicht. Gibt es also doch keinen Grenzwert? Ist unsere
a—0 a

Idee doch nicht so aussichtsreich, wie wir uns das gedacht haben?
Wir halten fest:

Fir a — 0 Ubersteigt der Flacheninhalt der Fliche unter dem Graphen der Funktion f

mit f(x) :iz von a bis 1 jede Schranke.
X

Nicht verzweifeln, nehmen wir einfach ein weiteres Beispiel.

Wir wollen von dieser Funktion f mit f(x):i2 die Flache uUber dem Intervall [1;00]
X

berechnen.

X,

0 1 2 3 a4 5 6 7
Und gehen genauso wie oben vor. Wir erhalten:

b

—dx =lim —dx_llm[—l] —Ilm(——+1)—I|m(——)+I|m1 0+1=1

Die Flache von f Gber diesem Intervall betragt also 1.

Wir sehen, dass unsere Idee doch nicht so schlecht ist.

Halten wir erst einmal unser Ergebnis fest:

Die Flache unter dem Graphen der Funktion f mit f(x):i2 von 1 bis Unendlich hat
X

den Flacheninhalt 1.

284-339



’i Technik International Project Engineering IPB Mathematik I
Beispiel 258:

Weil es so gut geklappt hat, nehmen wir uns nun eine zweite Funktion. Und zwar g mit

g(x):%_

Die Funktion sieht wie folgt aus:

Auch hier wollen wir die Flache Gber dem Intervall [0; 1] berechnen. Auch hier stofRen
wir auf das gleiche Problem. Die Flache ,reicht ins Unendliche”. Zu ihrer Berechnung

1
kann man das Integral .[g(x)dx nicht verwenden. Denn dieses Integral ist nicht defi-
0

niert, weil g nicht im ganzen Intervall [0; 1] definiert ist. AuBerdem ist g unbeschrankt.

Zur Berechnung der Flache gehen wir mit derselben Methode wie oben vor.

1 1
Wir berechnen Ig(x)dx (far 0<a<1) und bestimmen den Grenzwert Iirrgjg(x)dx (a>0).

Wollen wir dies also mal tun. Zur Berechnung bendétigen wir die Stammfunktion der
Funktion g.

00 ==X 1809 =—1
——+1
2

Wir berechnen den Flacheninhalt:

j\/_dx - nmj j;dxdx = lim [2\/;]: = lim(2-2v/a) =lim2-lim2/a) =2-0=2

1
Der Flacheninhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion g(X) :T von O bis 1
X

betragt 2.

Berechnet auch hier die Flache tiber dem Intervall [1;0]:

T%dx—llm —dx—llm[z\/_] = lim(24b - 2) = lim24/b - lim2

b—w

Der Grenzwert existiert nicht, da |im 2+/b beliebig groR wird.
b—w

Fir b — oo {ibersteigt der Flicheninhalt der Fliche unter dem Graphen der Funktion g

1
mit 9(X) :ﬁ von 1 bis b jede Schranke.
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Beispiel 259:

®  f(x)-=
Das Schaubild dieser Funktion néhert sich asymptotisck
Der x-Achse an. Daher schlielen das Schaubild K,

die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x =1
eine bis ins unendliche reichende Flache ein.

Die Schreibweise

A

Yax ()
.

Hy

ist leider nicht zulassig, und das hat einen einfachen Grund: Man mulé ja die beiden
Grenzen in die Stammfunktion einsetzen und sollte dann mit ,Unendlich” rechnen.
Dies geht nicht, obwohl man mit diesem Begriff nattrlich rechendhnliche
Uberlegungen anstellen kann. Aber = ist nun mal keine Zahl |.

Dennoch findet man Schreibweisen wie in (*) dargestellt sehr oft. Vor allem
Physiker neigen dazu, in ihren Integralanwendungen derartige Schreibweisen zu
verwenden. Dann aber bezeichnen sie damit das Ergebnis nach Abschluf? der
Berechnungen. Aber zum Durchfliihren der Rechnung ist das Zeichen =« als

Integrationsgrenze verboten.

In unserem Beispiel sieht das so aus:

A(r)= j' ve dx =

1

o[ ]

x4

4

__T.4-4_=

r

Und nun verschiebt man den rechten Rand ins Unendliche:
A*=limA(r)=4, denn im~=0.

F—&

r—=x
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Vektoralgebra

Skalare und vektorielle GroRen
Definition 181:

Mathematik Physik
Skalar | Reelle Zahl, z.B. Richtungslose GréBe (mit Einheit/Dimension)
0,1,-3,v2,7m zum Beispiel:

Temperatur T (K, Zeit ¢ (s), Masse m (kg)

Vektor | Objekt, das eine Position oder | GréBe (mit Einheit/Dimension), die einen Betrag
Parallelverschiebung im Raum be- | und eine Richtung besitzt

schreibt
Beispiel:
0 zum Beispiel
Position 7 (m), Geschwindigkeit ¥ {T]l,
s
p Kraft ' (N), Moment M (Nm)
Vektoren

Definition 182:

Schreibweise von Vektoren:

a; PQ

Bemerkung 47:

Zu einer vektoriellen physikalischen GréRRe gehort in der Regel noch eine MaReinheit.
Der Betrag eines physikalischen Vektors ist daher MaBzahl + MaRBeinheit.

Wichtig: Ein mathematischer Vektor ist nicht an einen Ort gebunden. Er darf frei ver-
schoben werden.

Anwendungen fiir Vektoren

In den technischen Anwendungen zum Beschreiben einer physikalischen GrolRRe.
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Darstellung von Vektoren

Zeiger- bzw. Pfeilform

Koordinatenform

Fy
Spaltenvektor F' = | F;
F;

oder Zeilenvektor F = (Fr. Ey, F)

w

Beispiel 260:

a) Die Strecke (Luftlinie) & von Reutlingen nach Berlin kann als Vektor der Lange 535 km mit
ungefihrer Richtung Nord-Nord-Ost angegeben werden.

b) Die Information des Vektor & aus a) kénnte aber auch mit der Information
313 km nach Osten, 437 km nach Norden, kurz § = (2;3)

Grundbegriffe
Definition 183:

Zwei Vektoren r'i_.E heiBen

gleich bei gleicher Lange (Betrag) und gleicher Richtung i="b
parallel bei gleicher Richtung i T‘['B Ja b
antiparallel bei entgegengesetzter Richtung i N.E
kollinear wenn sie parallel oder antiparallel sind

inverse Vektoren bei gleichem Betrag und entgegengesetzter Richtung i=—h

Spezielle Vektoren

Definition 184:

Nullvektor

Ein Vektor der Lange 0 wird Nullvektor G genannt. Die Richtung des Nullvektors ist unbestimmt.

Einheitsvektor

Fiir einen Vektor @ nennt man den zu @ parallelen Vektor der Lange 1 den Einheits- oder Einsvektor &, in
Richtung @. Es gilt also |&,| = 1.
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Geometrische Vektorrechnung

Addition
Definition 185:

Zwei Vektoren @ und b werden geometrisch folgendermaBen addiert:
e Der Vektor b wird parallel verschoben, bis sein Anfangspunkt in den Endpunkt von @ fallt.

e Der Summenvektor &= @ + b verlauft dann vom Anfangspunkt des Vektors @ bis zum Endpunkt des
verschobenen Vektors b.

- Regel 2.3: Rechenregeln
& R P~ b
. - -
S T‘F‘ Kommutativgesetz a+b = b+d
P~ 1 \ - ~
Y Assoziativgesetz ([@+b)+¢ = da+(b+2)
Subtraktion

Definition 186:

Zwei Vektoren @ und b werden geometrisch subtrahiert, indem zu @ der Gegenvektor —b von b addiert wird.

—

a—b

Regel 2.4: Rechenregeln

b
i—b = d+(—b)
!
' _h i—-b = —(b—a)

i+ (=B) .

k.
-

Bemerkung 48:

Parallelogrammregel
Fir zwei Vektoren @ und Eergeben sich die Summe @ + b und die Differenz @ — b als orientierte Diagonalen
des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.
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Multiplikation mit einem Skalar

Definition 187:

Fir einen Vektor @ erhilt man durch Multiplikation mit einem Skalar A £ B einen neuen Vektor
b=\-d

Geometrische Bedeutung

a
./"'-’(JE?’) Al > 1 Streckung

Al <1 Stauchung

a
z::ﬁ'f’ A <0 Richtungsumkehr

a

Aligemeiner reeller Vektorraum

Definition 188:

Eine Menge V' heiBt reeller Vektorraum, wenn fiir alle @, 7,10 € V' und alle A,p € R die folgenden

Rechnungen (Addition und skalere Multiplikation) definiert sind und die Ergebnisse jeweils wieder in
V liegen. AuBerdem muss gelten:

=

1) i i + i

=

) @

2) ( + @ =i+ (T + @)

A3) es gibt einen Nullvektor 0 mit 740 =
)

A4) es gibt einen inversen Vektor —¥ mit © — T =0

S1) A-(@+T) =A-T+A-T
S2) (A4 p)-ii=A-d+p-i
S3) (A-p)-ti= A (p-ii)

Komponentenzerlegung

Definition 189:

Unter gewissen Umstinden lasst sich ein Vektor @ als Linearkombination von zwei Vektoren @ und b aus-
driicken:

F=Ad+pb mit ApeR
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Lineare Abhdngigkeit
Definition 190:

Kollineare Vektoren sind zu ein und derselben Richtung parallel (s. Def. 2.2). Sie sind also parallel oder
antiparallel. Far zwei kollineare Vektoren a, b gilt

b=A-@ mit AeR\ {0}.
Dabei nennt man @ ein lineares Vielfaches von b.

Im zweidimensionalen Raum sind drei Vektoren a. Er" stets komplanar. Allgemein nennt man drei
Vektoren d, E,E’ komplanar, wenn sich einer der Vektoren als Linearkombination der Anderen schreiben
lasst (wie in (2.1)): wenn z.B. @ und b nicht kollinear sind, dann kann der Vektor & mithilfe des
Parallelogramms in Komponenten bzgl. @ und Ezerlegt werden:

—

F=MA-d@+p-b bzw Nd+p-b—F=0 mit hpeR

Geometrisch bedeutet komplanar, dass die Vektoren in einer Ebene liegen.

Definition 191:

Die Vektoren @, b und Z sind genau dann komplanar, wenn es drei reelle Parameter Aj, As und Ag gibt
mit

-

M@+ dob+ Ag@=0.

Dabei muss noch gelten, dass mindestens einer der Parameter \; ungleich 0 ist.

Definition 192:

Die Vektoren iy, .. ... Ty heifien linear abhingig, wenn es eine nicht-triviale Linearkombination
MU+ Aty ...+ A, =0; M eR (2.2)

gibt.

Besitzt die Gleichung (2.2) nur die triviale Lésung (d.h. Ay = A2 = ... = A, = 0), dann nennt man

die Vektoren linear unabhangig.

Bemerkung 49:

Zwei kollineare oder drei komplanare Vektoren sind immer linear abhangig.
Die Prifung auf lineare Abhangigkeit fir zu einem LGS.

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren definiert die Dimension eines Vek-
torraums V.
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Vektorrechnung mit Koordinaten

Zum Rechnen mit Vektoren bendtigen wir die Koordinatendarstellung. Damit kdnnen
Winkel, Ldngen, Flachen, ... berechnet werden.

Wir definieren die Koordinatendarstellung und das Rechnen mit Vektoren im dreidi-
mensionalen Raum.

Den zweidimensionalen Raum sehen wir dabei als Spezialfall an.

Generell lassen sich Vektoren auch in hoherdimensionalen Raumen definieren, in de-
nen uns die Anschauung fehlt.

Basis

In einem n-dimensionalen Vektorraum V sind maximal n Vektoren linear unabhingig. Eine solche Menge

—

B = {51,53, e ,bn} von 1 linear unabhingigen Vektoren nennt man Basis von V.

Umgekehrt heiBt das aber, dass n + 1 Vektoren aus V' immer linear abhingig sind. Das bedeutet (nach
Gleichung 2.2), dass jeder Vektor v € V' als Linearkombination

T=Mby+Xoby +...+ 20, mit L, eR (2.3)

dargestellt werden kann. Die Darstellung, d.h. die Wahl der };, ist nach Wahl einer Basis B eindeutig!
Umgekehrt gibt es unendlich viele verschiedene Mdéglichkeiten fiir die Wahl der Basis B. Man nennt die A;
die Koordinaten von ¥ (beziglich B).

Kartesisches Koordinatensystem

Definition 193:

Die kartesische Koordinatendarstellung eines 3-dimensionalen Vektors
erhilt man, indem man als Basis drei senkrecht aufeinander stehende
Einheitsvektoren €., &,, &, (Vektoren der Lange 1) wahlt.

Nach (2.3) lasst sich jeder Vektor @ eindeutig als Summe von Vielfachen
dieser Basisvektoren darstellen:

Oy
=iy +dy + i, = a8 + ayf, + a8 = | ay (2.4)
1,

e Die Skalare a,.a,.a, heiBen (kartesische) Koordinaten von a.

e Die Vektoren dy = az€y, dy = ayfy und i = a.€; sind die
Komponenten von @ in x, ¥, 2-Richtung.

Die Menge aller 3-dim. Vektoren bilden den Vektorraum B
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Bemerkung 50:

In der Regel werden die Basisvektoren so gewdhlt, dass sie
ein Rechtssystem bilden, d.h. sie stehen senkrecht aufeinander z
(klar!) und es gilt die 'Rechte-Hand-Regel’:

— Daumen: xz-Achse
— Zeigefinger: y-Achse

— Mittelfinger: z-Achse x

Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in jeder Koordinate {ibereinstimmen

Fiir den Betrag bzw. die Linge des Vektors a gilt

|d| = /a3 + aj + a2 (2.5)

Die Koordinaten der Basisvektoren sind

1
gi‘ = D
0

)
Il
[a—y
Lel
Il

= o O

Die Definition von kartesischen Koordinaten kann leicht auf einen beliebig dimensio-
nalen Vektor tGbertragen werden. Im Sonderfall von 2-dimensionalen Vektoren gilt:

Definition 194:

. - a
Koordinatendarstellung @ = (GI)
y

Betrag |d@| = \/ai + a}

| a a \
Winkel zur 2-Achse cosx = — oder tanow = 2 L

Beispiel 261:

a) Welchen Betrag und Winkel hat der Vektor M= (\E)

b) Ein Vektor hat den Betrag 4 und die Richtung 30°. Wie lauten die Koordinaten?
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Grundrechenarten

Die Grundrechenarten fir Vektoren (hier beispielhaft wieder 3-dim.) in kartesischen
Koordinaten ergeben sich, indem man die jeweilige Rechenoperation jeweils auf die
einzelnen Koordinaten anwendet:

Definition 195:

Addition
i+D aq by ap + by
as 4+ bo | = as+bs
as b as + by
Subtraktion
g_ E 1y by ay — by = _ 7
ag | — | b | =| as—bs
ag f)g ag — bg

Skalare Multiplikation

a 2d
A-d (”-1) ()\-01) //
A _

=
|
S

o A-ag
as A-ag

Aligemeiner reeller Vektorraum

Definition 196:

Eine Menge V' heibt reeller Vektorraum, wenn fir alle @, 7, @ & V und alle A, p © R die folgenden
Rechnungen (Addition und skalere Multiplikation) definiert sind und die Ergebnisse jeweils wieder in
V liegen. AuBerdem muss gelten:

Al) i+v=7+u
A2y (E+d)+w=d+ (¥ +u)

)
A3) es gibt einen Nullvektor 0 mit © + 0 = @
)

A4) es gibt einen inversen Vektor —0 mit #— @ =0

S1) A-(@+v)=A-d+A-7
82) (A+p)-d=A-d+p-d

S3) (A-p)-u=A(p-1)
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Komponentenzerlegung

Unter gewissen Umstanden |3sst sich ein Vektor @ als Linearkombination von zwei Vektoren @ und b aus-
driicken:

E=Xi+pb mt ApeR (2.1)

Lineare Abhadngigkeit
Definition 197:

Kollineare Wektoren sind zu ein und derselben Richtung parallel (s. Def. 2.2). Sie sind also parallel oder
antiparzllel. Fir zwei kollineare Vektoren &, b gilt

b=A-@ mit AcR\{0}.
Dabei nennt man @ ein lineares Vielfaches von b.

Im zweidimensionalen Raum sind drei Vektoren @b, & stets komplanar. Allgemein nennt man drei
Vektoren @, b, & komplanar, wenn sich einer der Vektoren als Linearkombination der Anderen schreiben
lasst (wie in (2.1)): wenn z.B. @ und b nicht kollinear sind, dann kann der Vektor & mithilfe des
Parallelogramms in Komponenten bzgl. @ und b zerlegt werden:

f."'=)i-|i'+;1-f_1' bzw. A-&'—p-f_r'—r':'=ﬁ mit ApcR

Geometrisch bedeutet komplanar, dass die Vektoren in einer Ebene liegen.

Definition 198:

Die Viektoren &, b und & sind genau dann komplanar, wenn es drei reelle Parameter Ay, A2 und Ag gibt
mit

—

ME 4+ dob+ A3 =10.

Dabei muss noch gelten, dass mindestens einer der Parameter A; ungleich 0 ist.

Definition 199:

Die Vektoren ¥y, 15, . .., U heiBen linear abhangig, wenn es eine nicht-triviale Linearkombination
ML+ Aoz + ..o+ Al =0 M e R (2.2)

gibt.

Besitzt die Gleichung (2.2) nur die triviale Lasung (d.h. Ay = As = ... = A; = 0), dann nennt man

die Vektoren linear unabhangig.

Aus der Definition folgt: sind Vektoren linear abhangig, dann kann einer der Vektoren
als Linearkombination der Anderen ausgedriickt werden.

Bemerkung 51:

Zwei kollineare oder drei komplanare Vektoren sind immer linear abhangig.
Die Prifung auf lineare Abhangigkeit fiir zu einem LGS.

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren definiert die Dimension eines Vek-

torraums V.
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Vektorrechnung mit Koordinaten

Eine besonders schéne’ Darstellung erhdlt man, wenn man die Basisvektoren geschickt
wahlt. Dies soll am Beispiel von 3-dimensionalen Vektoren gezeigt werden:

Definition 200:

Die kartesische Koordinatendarstellung eines 3-dimensionalen Vektors
erh3lt man, indem man als Basis drei senkrecht aufeinander stehende
Einheitsvektoren €:, €y, £; (Vektoren der Lange 1) wahlt.

Mach (2.3) lasst sich jeder Vektor d eindeutig als Summe von Vielfachen
dieser Basisvektoren darstellen:

o
=iy + iy + d; = azfr + ayéy +azé; = | ay (2.4)

az

¢ Die Skalare ag,ay,a; heiBen (kartesische) Koordinaten von a.

o Die Vektoren dr = az€, iy = ayfy und d; = a.€; sind die
Komponenten von & in x, y, z-Richtung.

Die Menge aller 3-dim. Vektoren bilden den Vektorraum B*.

Bemerkung 52:

e In der Regel werden die Basisvektoren so gewdhlt, dass sie
ein Rechtssystem bilden, d.h. sie stehen senkrecht aufeinander z
(klar!) und es gilt die 'Rechte-Hand-Regel’:

— Daumen: z-Achse
— Zeigefinger: y-Achse

— Mittelfinger: z-Achse o

e Jwei Vektoren sind gleich, wenn sie in jeder Koordinate (bereinstimmen

e Fiir den Betrag bzw. die Linge des Vektors @ gilt

@ = y/a +al + a2

# Die Koordinaten der Basisvektoren sind

1 0 0
EI == D f_"u == 1 é"; == D
0 0 1
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Die Definition von kartesischen Koordinaten kann leicht auf einen beliebig dimensio-
nalen Vektor ibertragen werden. Im Sonderfall von 2-dimensionalen Vektoren gilt:

Spezialfall: kartesische Vektoren im 2-dimensionalen Raum

. ~ a
Koordinatendarstellung @ = (GI)
y

Betrag | = /a2 + a}
Y i A
' a,
Winkel zur z-Achse COS (¥ = Oz oder tano = Ly = _Er.\__-:
|al Oz a,

Beispiel 262:

a) Welchen Betrag und Winkel hat der Vektor M= (VE)

b) Ein Vektor hat den Betrag 4 und die Richtung 30°. Wie lauten die Koordinaten?

Grundrechenarten

Die Grundrechenarten fiir Vektoren (hier beispielhaft wieder 3-dim.) in kartesischen
Koordinaten ergeben sich, indem man die jeweilige Rechenoperation jeweils auf die
einzelnen Koordinaten anwendet:

Definition 201:

(s b ay + by
Addition und Subtraktion itb=|ay | |by]| =|ayxhy
a b, a, + b,
Q. Aag
Multiplikation mit einem Skalar A € Bt Ard=A-|ay | = | Aay
@, Aa,
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Beispiel 263:

a) Gegeben sind die Vektoren

2\ (3 —4
i=|3|.b=|0].e=]1
4 1 5

Berechnen Sie @ + b + # und 4d + 3b — &7

b) Zeigen Sie, dass die an einem Massepunkt gleichzeitig angreifenden Krifte

20 4 1 —25
Fi=|—-11|N . a=|8IN , Fys=|—-10|N ., Fy=]| 13 | N
-3 9 —4 -2
sich in ihrer physikalischen Wirkung aufheben.
c) Bestimmen Sie fur die Vektoren
1y 1 1
a=|(1|,b=|1].6=|-2
0 1 3

die zugehdrigen Einheitsvektoren (s. 2.1.5), d.h. Vektoren, die in dieselbe Richtung zeigen und
Linge 1 haben.

Punkte im Anschauungsraum

Um rdaumliche Punkte mit Koordinaten versehen zu kénnen, muss zunachst ein Ur-
sprung O definiert werden.

In diesem Ursprung ’fixiert’ man nun die kartesischen Basisvektoren.

Ausgehend vom Ursprung lasst sich dann jeder andere Punkt P eindeutig mit einem
Vektor, dem Ortsvektor p erreichen.

Auf diese Weise lasst sich jedem Punkt P ein Satz Koordinaten, namlich genau die von
p zuordnen:

Px
Punkt P «— Ortsvektor OP = p= | py | +— Punktkoordinaten P ( px |py |p: )
L=

Definition 202:

Fir den Vektor zwischen zwei Punkten P (p; |p,|p.) und Q(g:|gy|g. ) mit den Ortsvektoren p und §

gilt:
. qr — Pr
Q=q—7 Gy — Dy
Gz — Pz P{p:|py |2
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Beispiel 264:
a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors @, der die Punkte A (3| —4|4)und B(1]| —2|5)
verbindet.

b) Welche Koordinaten hat der Punkt (), der die Strecke zwischen den Punkten Py ( —4|3|2) und
P3(1]0]|4) halbiert? Fertigen Sie zunachst eine Skizze an.
Linear unabhingige Vektoren

Die Bedingung aus der Definition linear unabhangiger Vektoren kann in Koordinaten-
schreibweise direkt tiberpriift werden.

Beispiel 265:
a) Die Vektoren
. 3 .
- 2 - 21 .
=] 2 |.ba= |- b= |0
0 0 1
sind linear unabhangig, denn

0 = Aib1 + Aabo + Asbs = A E’; + Ao _E'; +Xx 0] = /\]!‘E_,‘J\EE‘Z"
0 0 1 A

gilt nur, wenn alle drei Koordinaten der Summe 0 sind, also

AM+A=0

M—A=10

Az =10

und damit nur fiir Ay = Ao = Ay = 0.
b) Untersuchen Sie, ob die Vektoren

o 2 3
i=|4|.b=|5|.€=]6
7 B 9

linear abhangig sind.
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Skalarprodukt

Die physikalische Gleichung Arbeit = Kraft - Weg fiir die geleis-
tete Arbeit bei konstanter Kraft und geradlinigem Weg, ist aus
vektorieller Sicht

—

W=F.§

eine Operation -, die zwei Vektoren ein Skalar zuordnet.

Fir die geleistete Arbeit gilt (in skalaren GréBen):
Arbeit = Betrag der Kraft in Wegrichtung - Linge des Weges

W = |Fil- 18] = |F] - (cos ) - |8 = |F] - |81 - cos o

Definition 203:

Das Skalarprodukt oder innere Produkt zweier beliebiger® Vektoren i, b e R™ ist definiert als

Fir den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren gilt daher :

i-b 7.b
cosyp = - — bzw. ¢ = arccos - = mit 0<g=<m
|al - [b] @l - [b]

In kartesischen Koordinaten gilt fiir einen allgemeinen Vektor

d-b=> (ai-b)=ar-by+as-ba+...+an- by,

i=l1

in 3D also,
. i by
i-b=|a,|-|by|=azb: +a,b, +a.b,
. b
Rechenregeln
Definition 204:
Kommutativgesetz i-b=b-a
Distributivgesetz a- {:E—l— €)=d- b+i-é
Multiplikation mit Skalar M@ -b) = (Ad@)-b =i - (\D)

Bemerkung 53:

Der Winkel ¢ welcher berechnet wird ist immer der kleinere der beiden von d und

N
b eingeschlossenen Winkel.
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Beispiel 266:

a) Berechnen Sie jeweils das Skalarprodukt i - b:

1 3
(i a=|-2]|.b=] 2
2 —2

—
—
=)

Il
o= B2
=]

Il
=

b) (TR) Berechnen Sie den Winkel, den die Vektoren

3 1
i=|—-1|.,b= |2
2 4
miteinander einschlieBen.
Test auf Orthogonalitat
Fir das Skalarprodukt gilt:
i-b > 0 < 0 < p < g
i-b <0 e % < ¢ < 7
— mw
a-b = 0 = po= —
a @ 5

Definition 205:

Zwei Vektoren @, b stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet:

ilh < d-b=0 (2.10)

Beispiel 267:

Fir welche Werte von by stehen die Vektoren

2 1
d=|—-1]|.b=1]b
2 2

senkrecht aufeinander.
Vektorprojektion und orthogonale Komponentenzerlegung

Beim einleitenden Beispiel zum Skalarprodukt (Berechnung der Arbeit, die eine Kraft
an einem Korper verrichtet) war die Komponente der Kraft in Wegrichtung relevant.
Mit Hilfe des Skalarprodukts kann diese Projektion einfach berechnet werden:

Definition 206:

Die Komponente E_,, des Vektors b in Richtung des Vektors d@ berechnet sich wie folgt:

Hﬂ=t.IE;_C_,=rz-i}_{_l,_:((—_,.-ﬂ,ﬂj.a‘ﬂ (2.11)
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Beispiel 268:

Berechnen Sie die Vektorprojektion E_;ﬂ fiir

=1
I
§
==
[
— = b

Richtungswinkel

Fragestellung: Wie definiert man die Richtung eines Vektors im dreidimensionalen Raum?

n
A-TTTTEETTT A
&
," = ’f’ :
Fir den Winkel zwischen dem Vektor und der z-Achse gilt nach Glei- ‘_,’ a . !
chung (2.7) o A ! i
- - 1 62‘ | 1
i -8y dg . '
COSOF = — = — I L ' 1
@1 s A IR
1 By
. a e, I
! i

Definition 207:

Fiir die Richtungswinkel zwischen einem Vektor @ und den Koordinatenachsen gilt

g ) ay i
COS 0 = — cos I = — COSY = —
|al |@ ©

Die Richtungswinkel hingen folgendermaBen zusammen

¥ - ]
cos”~ o + cos” [ + cos”y =

Beispiel 269:

2
(TR) Berechnen Sie die Richtungswinkel fur @ = | —1
—2
Losung:
2 1
cos(a) = % =+3
2 0
cos(B) = % =-3
2 0
cos(y) = % =-3
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Vektorprodukt
Wie berechnet man mit dem Computer die Oberflache eines 3D-Objekts?

Definition 208:

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt bzw. iuBere Produkt) zweier Vektoren @, b ist definiert als der

Vektor
c=dxb

mit
e fiir d, b, & gilt die Rechte-Hand-Regel!

o |8 =|d|-|b|-sing

mit 0 < ¢ < T=180°

Bemerkung 54:

Das Vektorprodukt ist nur fliir 3-dimensionale Vektoren definiert!

Definition 209:

Anti-Kommutativgesetz bx d=—(dxb)
Distributivgesetz ix(b+é) =dxb+idxé
Distributivgesetz (@ + B)x E=dx E+bx &
Multiplikation mit Skalar (A@) x b= @ x (Ab) = A(@ x b)
GraBmann-ldentitat d x (Fj ¥ &) = (d - F,IE_;— (- 5}?."

Definition 210:

In Koordinaten berechnet sich das Vektorprodukt als:

(L (. ayb, — a:by
dxb=[ay| x|by|=|ab—a.b,
il b azby — aybz
oder
e @ b
axb= e, a, b, (2)
e, 3 bs
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Beispiel 270:

1 (2 . [2-1-1-4 2
Fira 2l undb 4 | istdas Kreuzprodukt € = @ x b 1-2-1-1 1
1 1 1-4-2.2 0
Anwendung - Flacheninhalt eines Parallelogramms
Definition 211:
ld@ = E_::| ist der Flacheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms:
& S
; F = Grundseite - Héhe
= f — |a|-h=|dl- b sine

AN

h =
I

= |@x b

A

a

Anwendung - Flacheninhalt eines Dreiecks

Definition 212:

Sind A, B und ' 3-dimensionale Punkte, dann ist der Flicheninhalt des Dreiecks /(A B. (')

1

Fa =1 |AB x €|,

Beispiel 271.:

Gegeben sind die Punkte Py (1|1), P2(2|0) und P3(3|2). Bestimmen Sie den Flicheninhalt des
Dreiecks, das die Punkte in der xy-Ebene aufspannen.

Das Drehmoment

Die physikalische Gleichung 'Drehmoment = Hebelarm - Kraft', ist eine Operation, die den beiden Vektoren
¥ und F den Drehmomentvektor M zuordnet. Das geschieht genau mit dem Vektorprodukt

M=7xF. .
N —~ - (o
Die Richtung von M beschreibt die Achse
um die das Moment wirkt, der Betrag die

GréBe des Moments. Fiir M gilt:

e M 1L 7FundM LF

e Das Moment wirkt in Richtung von
M mathematisch positiv

o |M|=|7-|Fy| =|7-|F| sina
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Definition 213:

i und b sind genau dann kollinear (parallel oder anti-parallel), wenn gilt
ixb=0.

In der Praxis priaft man die Kollinearitat aber in der Regel schneller durch "Hinschauen®, bzw. durch
Testen , ob @ = Ab fiir ein A € R gilt.

Kosinussatz und Sinussatz

Skalar- und Vektorprodukt kénnen dazu benutzt werden, um zwei wichtige Eigenschaften von allgemeinen
Dreiecken herzuleiten

Definition 214:

Kosinussatz:

In einem beliebigen Dreieck gilt e? = a? 4+ b* — 2abcosy

Mit Hilfe des Vektorprodukts zeigt man:
Definition 215:

Sinussatz:

. i . . sinoy  sinfd sinv
In einem beliebigen Dreieck gilt =—= -
0 i i
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Spatprodukt

Fir die Volumenberechnung eines 3D-Objekts geht man dhnlich vor, wie bei der Fla-
chenberechnung.

Verbindet man die Eckpunkte der triangulierten Oberfliche geeignet, dann wird der
Korper in eine Reihen von Tetraedern zerlegt.

Zum Teil wird der Kérper im Innern noch weiter zerlegt um eine gleichmaRige 3D-Tri-
angulierung zu erreichen.

Fir eine moglichst genaue Volumenberechnung wird das Volumen mit sehr vielen Tet-
raedern approximiert, d.h. eine effiziente Methode zur Volumenberechnung ist nétig.

Definition 216:

Unter dem Spatprodukt (oder auch gemischtes Produkt) dreier Vektoren @.b, & versteht man das
Skalarprodukt von @ mit dem Vektorprodukt b = ©

[E.E.E] —d-(Bx¢)=|@||bx &|cosy

Die Berechnung geschieht am einfachsten so:

. . a1 b1 C1
[aﬁé}:za-(ﬁxé): a, b, ¢,,  (SP2)
\ : 83 b3 b3

Bemerkung 55:

e Das Spatprodukt ist eine skalare GroBe

e Der Betrag des Spatprodukts beschreibt das Volumen des
von den Vektoren d, E,E aufgespannten Parallelepipedes p x ¢
(Spat) ~
|V5pat| = |§- (b * E:‘l

e Das Spatprodukt ist genau dann positiv, wenn die Vekto-
ren (qualitativ) ein Rechtssystem bilden (auch wenn sie im
Allgemeinen nicht senkrecht aufeinander stehen)

Definition 217:

Paarweises Vertauschen [ﬁ'ﬂr"] — _|azb Vorzeichen dndert sich

Zyklisches Vertauschen -'a‘_ _;.E*'- — | b, E*'.f'f] = [F'if_;] insb. Vorzeichen bleibt gleich

Beispiel 272:

1) (2 0) 12 0
a=|1/b=-1:¢=1| = V=[556]=1 1 1]=2
\0,* -\11 _1/. O 1 —1
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Geometrische Ergdnzungen

Parameterdarstellung einer Geraden
Definition 218:

Eine raumliche Gerade g wird beschrieben durch einen Fixpunkt Fp mit Ortsvektor py und einen

Richtungsvektor .
Bezeichnet man einen beliebigen Punkt auf der Geraden mit P und den dazugehdrigen Ortsvektor mit
P, dann lasst sich die Gerade wie folgt beschreiben:

e in Vektorform

g: F=pP(\) = fip + A\d mit AR, @0
s mit Koordinaten
T T Ly
g: F=|y|=|w|+A|ay]| mit AeR
20 i,
7 i i

Wird auch als Punkt-Richtung-Form der Geraden bezeichnet.

Beispiel 273:

Ein Fahrzeug soll sich auf einer geradlinigen Bahn bewegen, die durch zwei Punkte P(1|3]2) und
Q (2| —1]3) verlaufen soll.

a) Geben Sie die Bahn in Punkt-Richtungsform an.

b) Befindet sich der Punkt R (4| — 9|13 ) auch auf der Bahnlinie?

Parameterdarstellung einer Ebene
Definition 219:

Eine Ebene £ im Raum wird definiert durch einen Fixpunkt Fy und zwei linear unabhingige Rich-
tungsvektoren i, b

* in Vektorform . .
E: php)=pp+Ad+pub mit ApecR, dxb#£0

» mit Koordinaten

T x(Q [ by
E: lyl=1w]|+Aay|+plb
2 . b.
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Beispiel 274:
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E durch die Punkte A (1|2]3), B(1|3|3)und C'(2]|2]2).

Parameterfreie Darstellung einer Ebene
Definition 220:

Durch drei nicht-kollineare Punkte Pi(zi|yi|z1), Po(za|y2|22) und Psy(za|ya|z3) geht eine
eindeutig bestimmte Ebene E.

P 4

Ist P(x|y|2) ein beliebiger Punkt auf E, dann sind die Vektoren 7 = PP da=PPundb= PP
komplanar. Nach Abschnitt 2.6.1 heifit das, dass das Spatprodukt verschwindet:

Regel 111.3

Mit den Bezeichnungen von oben gilt: Ein Punkt P (2 |y |2 ) liegt genau dann auf der Ebene E durch
die Punkte Py, P> und F5, wenn gilt

ok [755} —0, (111.1)
bzw. mit Hilfe der Determinante (s. Abschnitt 3.3):

E:|vdb|=o0. (111.2)

Definition 221:

Eine Ebene E im Raum ist eindeutig bestimmt durch einen Fixpunkt Fy mit Ortsvektor fip und einen
Mormalenvektor 7i, der senkrecht auf allen Vektoren innerhalb der Ebene steht. Ist 7 der Ortsvektor eines
beliebigen Punktes P innerhalb der Ebene E, dann gilt:

Regel 111.4: Punkt-Normalen-Form einer Ebene

Ein Punkt P mit Ortsvektor 7 liegt genau dann in der Ebenen F, wenn gilt

Mit 7i - jip = ¢ gilt
E:qi-g—c=0 bzw. E: fi-g=r¢ (111.3)

Mit Koordinaten:
E: n.(z— ) +ny(y—w) + n.(2—2) =0

bzw.

E:ngz+ny+nz—c=0 bzw. E: nyr+nuy+nz=c (111.4)

Bemerkung 56:

Die parameterfreie Darstellung einer Ebene E nennt man auch Koordinatenform von E.
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Normalenvektor

Definition 222:

Sind zwei Richtungsvektoren @ und b von E gegeben, dann gilt fir den Normalenvektor

— —

fl=dxh.

Beispiel 275:

Stellen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene durch die Punkte
A(-1]0]12), B(-1|1|19) und C(3|-2]6) auf.

Losung:

Wir nehmen den Orisvektor des ersten Punkis als StOtzvekior. Die Verbindungsvektoren

zwischen 1. und 2. bzw. zwischen 1. und 3. Punkt bilden die beiden Spannvektoren. Die
Parametergleichung der Ebens ist also:

-1 0 4
=10 |+r-|1]|+s-|-2
12 7 —6
Wir berechnen einen Normalenvektor, der senkrecht zu den beiden Spannvekioren steht,
mittels des Krevzprodukies:
. 0 4 1.(—6)-7-(-2) —6—(-14) 8 2 o(010/0)
n=|1|x|-2|=| 740(6 |=| 28—0 |=|[28|=4]-7
7 -6 0-(—2)—14 —0-4 —4 1

Unsere Ebenengleichung in Koordinatenform ist also —2x1 — 722 + 23 = d
Durch Einsefzen des Aufpunktes der Ebene A(—1|0]|12) erhalt man

d=(-2)-(-1)+(-7)-0+1-12
also:
—2zy — Tzo +x3 =14

Die Darstellung der Ebene wird eindeutig, wenn man den Normalenvektor 7 normiert
und dessen Richtung so einstellt, dass die Konstante c (bzw. dann d genannt) positiv
wird.
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Hesse'sche Normalform

Definition 223:

Die Hessesche Mormalform einer Ebene ist definiert als

E:e,-p—d=0 bzw. E:&,-p=d ; d=0.
Dabei ist
fn = :I:i| normierter Mormalenvektor, so dass
d=10 Abstand der Ebene zum Ursprung

Definition 224:

Interessant ist die Hesse’sche Normalenform fiir Abstandsberechnungen von beliebi-
gen Punkten zur Ebene.

Mit unserem normierten Normalenvektor (man sagt auch ,,Normaleneinheitsvektor®)
haben wir gewissermafBen die Moéglichkeit, Abstdande zu ,messen”.

Hierflir setzen wir einfach die Koordinaten des Punktes in die Ebenengleichung ein.

Das, was als Ergebnis rauskommt, ist der gesuchte Abstand. Anmerkung: Ist das Ergeb-
nis Null, so liegt der Punkt natiirlich auf der Ebene.

Beispiel 276:

E: 4%, —4xX, +7x, =36

4 A
Betrag des Normalenvektors: [A|=| -4 | =+16+16+49 =/81=
7

Division der Ebenengleichung durch diesen Betrag 9:

X, —5%X,+Ix;—4=0 Dies ist die Hessesche Normalform (HNF)

(4
Hierin steckt nun der Normaleneinheitsvektor: n° =1/ —4 | und der Abstand
L7
des Ursprungs von E ist d(O;E)=4.
(4
FuBpunkt des Lotesvon Q aufE: OF =f=d-A°=4-1.| 4| = F(L|=8|&).
L7

Ubrigens lohnt es sich, fiir spatere Anwendungen die HNF so zu schreiben:

4%, —4x,+7%x,—-36
9

=0
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Beispiel 277:

Gegeben sei die Gleichung einer Ebene mit 3x - 4y + 2z = 6. Ziel ist es, die Hessesche Normalform
zu ermitteln.

E:3x —4y+22=6

—

ai

71| = /32 + (42 + 2 =29
4 3 2
E:—n | -4 |- (2= 0 ||=0

Aus der Ebenengleichung lesen wir den Normalenvektor "n' ab. Zu dem wahlen wir uns einen

..1
|
—
M.L_cu
Rain

Ortsvektor fiir einen beliebigen Punkt (3-2 -4 -0 + 2-0 = 6 ). Im Anschluss bilden wir den Betrag
des Normalenvektors. Als Letztes bilden wir die Hessesche Normalform.

Beispiel 278:

Berechne den Abstand des Punktes ((4|3|2) zur Ebene
E: 2$1+33€2+$3=2.

2
Fur den Normalenvektor giltn = :: mit |n B otz Bl

Der Abstand des Punktes Q von E ist dann
— 2:4+3.3+1-2-3 __ 8+9+2-2 __ 1T ~ “ : :
d = ¥ wir i 4, 54 Langeneinheiten.
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Achsenabschnittsform

Definition 225:

Schneidet die Ebene die Koordinatenachsen in den Punkten P, (a|0[0), P, (0[b|0) und P.(0|0]c)

(mit a,b,¢ # 0, d.h. keiner der Punkte liegt im Ursprung), dann lasst sich die Ebene in folgender
Form schreiben:

Beispiel 279:

Aufgabe 1: Berechne die Schnittpunkte der Ebene E: 6x, +4x, +3x, =24
mit den Koordinatenachsen.

1. Losung:
Wissen: Die Punkte auf den Koordinatenachsen habe zwei Koordinaten 0:
Punkte auf der x4 —Achse haben diese Koordinaten: P,(x,|0/0)
Punkte auf der xo —Achse haben diese Koordinaten: P,(0|x,|0)
Punkte auf der x; —Achse haben diese Koordinaten: P,(0|0|x,).

Schnittpunkt mit der x,-Achse:  Wir setzen x; = x3 = 0in E ein und erhalten:
6x,=24 = x,=4 = P,(4/|0/0)

Schnittpunkt mit der x>-Achse:  Wir setzen x; = x3 = 0in E ein und erhalten:
4x, =24 = x,=6 = P,(0/6/0)

Schnittpunkt mit der xs-Achse:  Wir setzen x; = x2 = 0 in E ein und erhalten:
3x;=24 = x,=8 = P,(0/0]8).

2. Lésung: Wir dividieren die Ebenengleichung durch 24, so daf? rechts 1 steht:
6, +4x, +3x, =24 |:24
ﬁ + & + ﬁ =1
4 6
Wenn wir jetzt die Nenner ansehen, dann entdecken wir dort genau die Koordinaten

der Schnittstellen: Die x1-Achse wird bei 4 geschnitten, die xo-Achse bei 6, und die
X3-Achse bei 8.

Bemerkung 57:

Die Achsenabschnittsform in obiger Form existiert nicht, wenn die Ebene durch den
Ursprung geht, bzw. wenn die Ebene parallel zu einer der Koordinatenachsen verlauft.
Die Punkte Py, Py und P, nennt man die Spurpunkte von E.
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Geometrische Grundaufgaben

Abstand Punkt-Punkt

Definition 226:

Der Abstand h zweier Punkte P und () mit Ortsvektoren 7 und 7 ist

h=|PQ| = |7 7

Beispiel 280:

Setze die beiden Punkte in die Formeld = +/(xz — x1)(y2 — y1)(z2 — z1) ein.

V3610 +4—+/40 -7

Abstand Punkt-Gerade
Definition 227:

Der Abstand h eines Punktes () mit dem Ortsvektor § von einer Geraden g : p(A) = gy + Ad ist

_|d@x (7 o) (
i

Beispiel 281:

Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q von der Geraden g.

Gegeben sei eine Gerade g in Parameterform und ein Punkt P = (3|3|3) mit

2
+t- | -1
~1

L]
5l

I
=
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Abstand Punkt-Ebene
Definition 228:

Der Abstand | eines Punktes () zur Ebene E' : fi-f— ¢ = 0 ist

|fi-7—e¢

A S

|7

==

Ist £ in HNF gegeben, dann ist
h*=én-g—d

der gerichtete Abstand hi* des Punktes () von der Ebene ' : €, -7 —d = 0. Es gilt h = |h*|

Bemerkung 58:

Geometrische Bedeutung des Abstandes:

h >0 Punkt ¢) und der Nullpunkt liegen auf verschiedenen Seiten von E

h <0 Punkt ¢ und der Nullpunkt liegen auf der gleichen Seite von E

Beispiel 282:
Berechnen Sie den Abstand des Punktes Q von der Ebene E.
E:3x; + 4x, = 4;Q(1]4|0)

Losung:
Der Abstand von P{ 1] 4| 0)zu der Ebene
E:3x+4x; =4

lasst sich errechnen durch

3-1+4-4-4] |15|

|
d{P; E) =
(F ) V32 + 42 4 2 5

=3

Beispiel 283:

Bestimme den Abstand der Punkte A(8,10,—5), B(0,4, —4) und C(3,1, —6) von der Ebene E : 12z, + bx3 = 6.

LOosung:

12:84+0-10+5-(=5) — 6| |65

d(A;E):‘ =5) ‘:|_:5
V122 + 0% + 52 13
12:0+0-4+5-(—4)—6] [—26

d(B;E)=‘ b |-2
vizZ+o02+5 | |13
12:340-1+5-(-=6)—6| |0

d(C;E) = o) ’: —|=0
V122 + 02 + 52 13

Punkt C liegt sogar in der Ebene, da der errechnete Abstand O betragt.
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Abstand Ebene-Ebene

Der Abstand zweier paralleler Ebenen E1 und E; berechnet sich einfach durch Wahl ei-
nes beliebigen Punktes auf E1 oder E..

Definition 229:

Der Abstand h eines Punktes ) zur Ebene E' : 7i-j— ¢ =0 ist
b |7i - {‘— ;
i

Der Abstand h eines Punktes () zur Ebene E @ 7i-f— ¢ = 0 ist

—

Tt -

h=|
|

""'l ""-’l

Beispiel 284:

Bestimme den Abstand von A(8,10, —5) zur Ebene E : 12z; + 5zq = 6.

Losung:
8 12 x3; = 8+ 12r
1. h:f—ﬁ+r-ﬁ—(10)+r-(0):>x2 = 10+ Or
_5 5 x3 == _5+5'f‘
2. gNE:12:-(84+12r)+0:-(104+0r)+5:-(-5+5r) =6
T 5
"TT13
. (8) 5 (12) (44/13) 44 90
OL =] 10 —|—(——)- 0 |= 10 :>L(—|10|——)
= 13 - —90/13 168 13
L —60/13
3.AL—OLOA=( 0 )
—25/13
= 60\ 2 2 SexZ
a. d(A;E) = |AL| = (_E) o)) +(_E) S
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Abstand Gerade-Gerade
Abstand zweier paralleler Geraden

Definition 230:

Fir den kiirzesten Abstand zwischen zwei parallelen Geraden wird der Abstand eines
beliebigen Punktes der ersten Geraden zur anderen Geraden berechnet.

Der Abstand h eines Punktes () mit dem Ortsvektor ¢ von einer Geraden g @ f(A) = py + Ad ist

Beispiel 285:

Berechne den Abstand d der parallelen Geraden

2 —4
g:z=10) +A-} 1
1 1
0 —8
gr T={5] +u 2
6 2
Losung:
h— |3 x (4 —po)l
El
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Abstand zweier windschiefer Geraden

Definition 231:

Fiir den Abstand zweier windschiefer Geraden
g1: A =pg+ Ad und go: F(pu) =7+ ;15

gilt mit 7 = dxb

L Go—m) -7
B 7] '
Beispiel 286:
Gegeben sind zwei windschiefe Geraden:
-5 3 12 3
g: X =|-7|+t|lo]|.teRk; und h: X=]0 |+s|2].s€R
0 1 1 2

Gesucht ist der Abstand zwischen ¢ und h.

Losung:

* Schritt 1: Stelle eine Hilfsebene H aus g und dem Richtungsvektor von i auf und wandle diese in Koordinatenfom um:

h

= H: -2x;-3x+6x; =31

= Schritt 2: Berechne den Abstand zwischen H und Stitzpunkt P(12 | 0 | 1)von Gerade f:

[-2-12-3.0+6-1-31] _ 49

d(g; h) = d[P; H) =
G T e

=1.

Der Abstand zwischen g und h betragt 7 Langeneinheiten.
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Schnitt von zwei Geraden

Definition 232:

—

Der Schnitt von zwei Geraden g; : p(A) = pg + Ady und g : Flp) = 7y + pds wird
folgendermaBen bestimmt:

(1) Gleichsetzen der Geradengleichungen in Parameterform ergibt LGS for A und p:

P(A) =7(p) = Po+ Ady = p + pda

(2) Losen des Gleichungssystems

e eindeutige Losung —+ Geraden haben einen Schnittpunkt
e unendlich viele Lésungen — Geraden sind identisch
e keine Lésung —+ Geraden sind parallel oder windschief

(3) Berechnung des Schnittwinkels

=0
=11

9]

.-
1l

mit 0 = 90° (111.13)

[
h
|4

2| =

cosy =

=11
=N

5

Bemerkung 59:

Allgemein kann die Lage der beiden Geraden zueinander folgendermaBen klassifiziert werden:

Abstand h =0 Abstand b £ 0

iy || do Geraden sind identisch Geraden sind parallel

d1 }f d2 || Geraden schneiden sich in einem Punkt | Geraden sind windschief
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Beispiel 287:

Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden

-1 [2

g: Xx=|-2|+t|2],.tek
6 \-1
1 {0

h: x=131+s|1].sck.
1 \2

Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.
Schritte

* Setze Geradengleichungen gleich und Iése das LGS:

-1 2 1 0

2|+t]l2|=]3]+s|1

6 -1 11 2
+2t= 1

= =2+2t= 3+ s
6 - t=11+2s

2t =2 — t= 1
= 2t- §s=25 — 5= -3
-t-25=25 =% 5= -3

Mathematik |

* Setze einen gewonnenen Parameter in die Geradengleichung ein und lies den Schnittpunkt S ab:

-1 2 1
S=\|-2]+1-]12]|=1]0
6 -1 3

Damit ist der Schnittpunkt S( 1| 0| 5) gefunden.
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Beispiel 288:

Bestimme den Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden.

a 2 3 1
g1 X 2 Fr- 1 und g»: X 0 br- 2
3 1 1 2

Losung:

Setze die Richtungsvektoren der Geraden ein. Berechne das Skalarprodukt und die
Betrage der Vektoren.

2 1
1 2
g 1 2
cos ()
|—a> | v ‘ 2 1
1 . 2
1 2
2—2-2
N
=2
3-\.—"‘5

Verwende die Umkehrfunktion des Cosinus.
) =2 @
(@ = arccos (a-v’E) 105,8

Dies ist augenscheinlich der gréRere der beiden Schnittwinkel. Der gesuchte (klei-
nere) Schnittwinkel ist also 180° — 105.8° = 74.2°.

Mathematik |
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Schnitt einer Geraden mit einer Ebene

Definition 233:

Mégliche Lagen einer Geraden zu einer Ebene sind

(1) Gerade liegt in der Ebene

Bedingung: 1. Richtungsvektor Gerade | Normalenvektor Ebene a-i=0
2. fiir den Abstand Gerade/Ebene gilt h=0
(2) Gerade ist parallel zur Ebene
Bedingung: 1. Richtungsvektor Gerade | Normalenvektor Ebene a-n=0
2. fiir den Abstand Gerade/Ebene gilt h#£0
(3) Gerade schneidet Ebene
Bedingung: 1. Richtungsvektor Gerade £ Normalenvektor Ebene a-i#0

Fiir die Berechnung des Schnitts setzt man den Orts-
vektor eines allgemeinen Geradenpunktes

g:F(A) =g+ @
in die Koordinatenform der Ebene
E:fi-(F—pn)=0

ein. Dies ergibt eine Bestimmungsgleichung fiir den
Parameter Ag des (méglichen) Schnittpunktes.

Definition 234:

Im Falle eines echten Schnitts (Fall 3), lasst sich der Schnittpunkt zwischen einer Geraden und einer
Ebene wie folgt berechnen:

Fir den Schnittwinkel gilt
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Beispiel 289:

Bestimme jeweils die Schnittmenge von Ebene und Gerade.

1
5
Ei: g +x —2-%5 3 und g: X 41 4r- |1
9 3
Losung:
Ei: X1+ x3—2-x3 3
. 3 1
N
g: X 41 +r 1
9 3

B+r-1)+(4+r-1)—2-(9+r-3) 3
Vereinfache soweit wie moglich und 16se nach r auf.
4.r—-11 3

- r 2

Da fur r ein reeller Wert rauskommt, schneidet die Gerade die Ebene in einem

Punkt.

Setze r in g ein um den Schnittpunkt zu erhalten.

3 1 1
S=|a]+(-2-(1 2
9 3 3

> Die Gerade schneidet die Ebene im Punkt 5 (1/2|3)

Eyng=5(12)3)

Mathematik |
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Beispiel 290:

Bestimme den Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene.

9 4 3
g:f 41 +r-1 0 und E: 1 JoX+6=0
20 6 1
Losung:
4 3
0 =] 1
_}
aob 6 1
cos (¢) : :
d 1

TG

4-34+0-1+(-6)-(-1)
VB2 07+ (—6)2- /3 412 + (1)

1246
V16 +0+36-49+1+1

18 18
V2411 2-4/143

Verwende die Umkehrfunktion des Cosinus um den Winkel ¢ zu bestimmen.

18
o = arccos 41.18°
v (2 -4/ 143)

Berechne nun den gesuchten Schnittwinkel mit a = 907 — ¢.

a — 90.00° — 41.18" — 48.82°

Mathematik |
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Schnitt zweier Ebenen

Definition 235:

Mégliche Lagen zweier Ebenen zueinander

(1) Ebenen sind identisch

Bedingung: 1. Normalenvektor Ebene 1 || Normalenvektor Ebene 2 fiy % fla =0
2. fir den Abstand Ebene 1/Ebene 2 gilt h=0
(2) Ebenen sind parallel
Bedingung: 1. Normalenvektor Ebene 1 || Normalenvektor Ebene 2 iy X flg =0
2. fiir den Abstand Ebene 1/Ebene 2 gilt h#0
(3) Ebenen schneiden sich
Bedingung: 1. Normalenvektor Ebene 1 £ Normalenvektor Ebene 2 fiy % fla £ 0

Der mégliche Schnitt zwischen den Ebenen Ey und E3 kann z.B.
bestimmt werden, indem man die beiden Ebenegleichungen

Ei:njx+ nyyy+n.2 =0

Ey i ng,m +ngyy +no2z = o

als zwei Gleichungen eines linearen Gleichungssystems fir die
Variablen x, y, z auffasst. Das Lésen des LGS filhrt zu einem der Fille

(1). (2) oder (3).

Definition 236:

Im Falle eines echten Schnitts (Fall 3) gilt fiir die Richtung @ der Schnittgeraden

Fir den Schnittwinkel gilt
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Beispiel 291:

Untersuche die gegenseitige Lage der gegebenen Ebenen in Koordinatenform. Be-
stimme die Schnittgerade, falls sich die Ebenen schneiden.

Ey: —x 42 % +x3 =1
E-: xi+4-%4+3-x3=7

Losung:
(l) X1 i 2- X2 t X3 1
(1) X1 + d-x3 + 3-x3 7

Lose eine der beiden Gleichungen nach einer der Variablen auf,
z.B. die erste Gleichung nach x3.

(l) X1 2X2 F X3 1 | Fx1 2)(2

(Ij) X3 1+ x; —2x

Setze dies in die Gleichung (Il) ein.

(1) in (I1):

(”) X1+ 4x> + 3x3 T

l Setze x3 = 1 + x1 — 2x; ein.
xp+4x+ 3 (14 x—2x) =7
i Multipliziere die Klammer aus.

X1+ 4x2 + 34+ 3x; — 6x2 7
l Fasse zusammen.

dx; —2x; 43 = 7 | -3

Vereinfache die Gleichung, indem du die kon-
i stanten Terme auf dieselbe Seite bringst und
zusammenrechnest.

Ax, —2x; — 4 | —4x,

Lose diese Gleichung jetzt nach einer der Va-
l« riablen auf, zum Beispiel nach x3.

2%y = 4 — 4x, |- (—2)

(r) X 24+ 2x
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Setze dies wiederum in (I') ein.
() in (1'):

() x3=1+4x—2x
l Setze x» 2+ 2xy ein.
X3 = 14 x;—2-(—2+ 2x)
l Lose die Klammer auf.
X3 1+xi+4—4x
l Fasse zusammen.

X3 5 3X1

Das ist die neue Gleichung, die du statt Gleichung (I') nun erhalten hast.

> “") X3 h—3x,
Da das Gleichungssytem zwar drei Unbekannte enthalt, aber nur aus zwei Glei-
chungen besteht, ist es unterbestimmt. Das heil3t, es wird keine eindeutig be-
stimmte Losung dazu geben.
Du hast jedoch mit den Gleichungen (II') und (I") das Gleichungssystem so umge-

formt, dass du x» und x3 in Abhangigkeit von x; dargestellt hast.

(”’) X2 2 t 2)(1
(l”) X3 5 3X1

Betrachte nun x; als Parameter, der einen beliebigen reellen Wert annehmen kann,
und wahle dafur geeigneter Weise irgendeinen fur Parameter "ublichen" Buchsta-

ben als Bezeichnung.

Setze t — xi. Dadurch kannst du x3, x; und x3 in Abhangigkeit von t ausdricken.

X1 t
X2 242t
X3 5—3t

Damit kannst du die Lésungsmenge angeben.

L={(t|-2+2t[5-3t)| t € R}

Gleichung der Schnittgerade angeben

Mit Vektoren geschrieben, sieht die Losungsmenge folgendermaRen aus:

[0
1)
]
~
[§]

Mathematik |
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Lineare Abbildungen

Was ist eine Abbildung?

Wir haben die Struktur der Vektorraume kennengelernt und verschiedene Eigenschaf-
ten von ihnen untersucht.

Nun wollen wir Vektorrdaume nicht nur isoliert voneinander betrachten, sondern auch
Abbildungen zwischen ihnen.

Manche dieser Abbildungen vertagen sich gut mit der zugrundeliegenden Vektorraum-
struktur und werden deswegen lineare Abbildungen oder Vektorraumhomomorphis-
men genannt.

Dass wir solche strukturerhaltenden Abbildungen untersuchen, ist eine typische Vor-
gehensweise der Algebra.

Fir viele algebraische Strukturen wie Gruppen, Ringe oder Korper untersucht die Al-
gebra die dazugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen zwischen den jeweiligen al-
gebraischen Strukturen — Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen und Koér-
perhomomorphismus.

Bei Vektorraumen sind die strukturerhaltenden Abbildungen die linearen Abbildungen
bzw. die Vektorraumhomomorphismen.

Definition 237:

Seien also V und W zwei Vektorrdaume. Wann ist eine Abbildung
f:Vv-w

strukturerhaltend bzw. vertragt sich gut mit den zugrundeliegenden Vektorraumstru k-
turen in Vund W?

Wiederholen wir hierzu, was die Vektorraumstruktur ausmacht: Vektorraume sind
Strukturen, in denen zwei Operationen moglich sind:

) Addition von Vektoren: Zwei Vektoren kdnnen miteinander addiert werden, wo-
bei die Addition der Addition von Zahlen in ihren Eigenschaften dhnelt.

. Skalare Multiplikation: Vektoren kénnen mit einem Skalierungsfaktor aus einem
Korper skaliert (gestaucht, gestreckt oder gespiegelt) werden.
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Vertraglichkeit der Addition

Diese Gleichung beschreibt die charakteristische Eigenschaft der linearen Abbildung, vertrag-
lich zur Vektoraddition zu sein. Wir kdnnen sie auch gut fiir Abbildungen R? — B2 visualisie-
ren. Eine Abbildung vertragt sich genau dann mit der Addition, wenn das durch die Vektoren vy,
vy und vy = vy +, vo gegebene Dreieck im Definitionsbereich durch die Abbildung erhalten
bleibt. Sprich: Auch die drei Vektoren f (vy), f (v2) und f(v3) = f(vy +, v2) bilden ein
(Additions-)Dreieck:

Wenn f sich nicht mit der Addition vertragt, gibt es Vektoren vy und va mit f (vi +, v2) #
f(v1) +,, f(v2). Das durch vy, vo und vs = vi +, v erzeugte Dreieck bleibt dann nicht erhal-
ten, weil die Dreiecksseite v, -+, vo des Ausgangsdreiecks nicht auf die Dreiecksseite

f(v1) +,, f(v2) des Zieldreiecks abgebildet wird:
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Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation
f(A-,v)=2A-, f(v)

Fur Abbildungen B? — R2 bedeutet dies, dass ein skalierter Vektoren A -, v auf die entspre-

chende Skalierung A -, f(w) des Bildvektors abgebildet wird:

Wenn eine Abbildung nicht vertraglich zur skalaren Multiplikation ist, so gibt es einen Vektor v

und einen Skalierungsfaktor A, sodass f (A -, v) # A -, f(w)ist

Erklarung der Eigenschaften einer linearen Abbildung

Die charakteristischen Gleichungen der linearen Abbildung sind f (vy + v2) = f (v1) + f(v2)
und f(A-v) = A- f(v). Was bedeuten diese beiden Eigenschaften intuitiv? Nach der Additivi-

tatseigenschaft ist es egal, ob man v; und v; zuerst addiert und dann abbildet oder ob man
beide Vektoren erst abbildet und dann addiert. Beide Wege fuhren zum selben Ergebnis:

f(vi+va) f(v1) ' f(v2)
— N S——
Addition Funktionsabbildung  Funktionsabbildung
Funktionsabbildung Addition

Was besagt die Homogenitatseigenschaft? Unabhangig davon ob man zuerst v mit A multipli-
ziert und dann abbildet oder den Vektor erst abbildet und dann mit A multipliziert, ist das Er-

gebnis das Gleiche:

f( Av )= A f(v)

~

skalare Multiplikation Funkti;;::;;ildung

. . —
Funktionsabbildung skalare Multiplikation

Die charakteristischen Eigenschaften der linearen Abbildungen verdeutlichen also, dass die
Reihenfolge der Funktionsabbildung und der Vektorraumoperationen egal ist.

Mathematik |
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Charakterisierung

Definition 238:

Lineare Abbildungen sind genau die Abbildungen, die eine Linearkombination auf eine
Linearkombination abbilden. Dabei missen die beiden oben genannten Eigenschaften
glltig sein.

flvitva) =F(vy)+F(v2)
f(A-v) A-f(v)

Beispiel 292:

Wir kdnnen auf eine Linearkombination wie3 - u +5-w — 2 - z flir Vektoren u,w und z aus V'
die beiden obigen Formeln schrittweise anwenden. So konnen wir diese Linearkombination aus

der Funktion schrittweise ,herausziehen":
f(3-u+5-w-—2-2)
| Additivitat von f
f(3-u)+f(b-w—2-2)
| Additivitat von f
f(3-u)+f(b-w)+Ff(-2-2)
| Homogenitat von f

3-f(u)+5-flw)—2-f(z)

Die Linearkombination3-u + 5 -w — 2 - zwird durch f auf3 - f(u) + 5 f(w) — 2 - f(z) abge-
bildet und bleibt damit in ihrer Struktur erhalten. Ahnlich verhélt es sich bei anderen Linear-
kombinationen. Denn durch die Eigenschaft f (vq + v2) = f(v1) + f(v2) sind Summen und
durch die Eigenschaft f (A -v) = A - f(v) sind skalare Multiplikationen streckbar. Wir erhalten

damit folgende alternative Charakterisierung der linearen Abbildung:
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Beispiel 293:
Streckung in x-Richtung

a b
a-H
=]
A
9 )
: | L fla + B)
{3 |

Allgemein gilt:
Definition 239:

Mathematik |

X*=A-X
A: Abbildungsmatrix

X: Vektor im Originalvektorraum

x*: Bildvektor im Bildvektorraum
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Allgemeine Vorgehensweise

° Allgemeine Matrix bestimmen

. Zu erfillende Gleichungen aufstellen und mit Hilfe eines LGS die Koeffizienten der

Matrix berechnen.

Definition 240:

()= G)

Typ(2,1) = Typ(2,2) - Typ(2,1)

Beispiel 294:
Der Punkt P(1]3) soll auf P'(10|6) und der Punkt Q(2]1) auf den Punkt Q'(5|2) abgebil-
det werden.
Die Matrix soll folgendermallen aussehen:
_(a b
M= (c d)

b () =(9
2 (-0

332-339



'a Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Eigenvektoren und Eigenwerte
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