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Allgemeines
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e Jan van de Craats, Rob Bosch
Grundwissen Mathematik, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010.

e Detlef Wille
Mathematik Vorkurs fir Studienanfanger, Binomi-Verlag Hannover 2010.

e Gerhard Merziger, Michael Holz, Detlef Wille
Repetitorium Elementare Mathematik 1+2, Binomi-Verlag 2010.

e Hans Rudolf Schwarz, Norbert Kockler
Numerische Mathematik, Vieweg+Teubner Verlag, 2011.

e Mathematik Online-Kurs
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Zulassungstest Mathematik

Néheres finden im Relax zu dieser Vorlesung
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Grundlagen

Aussagenlogik und Mengenalgebra
Aufgabe 1:

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenn p und q wahr sind?

pAg
pPAg
(pAq)
p=q

pPVa

A

S
]
p—

\

=i
=l

>
i~

(p=4q)

Losung:

Die Aussagen (d),(e),(f) sind wahr.

Aufgabe 2:

Welche der folgenden Implikationen sind fir beliebige reelle Zahlen a, b, c, d stets

wahr?
(a) (a>b) = (a? > b?)
(b) (a>b>c>0)=(a*>ab>b*>bc>c?)
(¢) ((a—b)?+2ab>a®+b%) = (a® > 12ab)
(d) (a>b)A(c<d)=(a—c>b-d)
() (ab>ed)= (3>5) (bd#0)
Losung:

(a) ist falsch, man nehme z.B. a =0,b = —1 dann folgt a > b= a® > b?.
(b) ist wahr. Sei @ = b+x und b = c+y mit z,y > 0. Dann gilt, dass a* = a-a = a-(b+x) =

ab+azx “Z° 4b und ab = (b+x)(b) = b2+bx "2 und b2 = b-b = b-(e+y) = be+by Po be,

. ye=0
sowie be= (c+y)-c=c+ye > 2.
(c) ist wahr, weil (a — b)? — 2ab = a® + b > a? + b? eine falsche Aussage ist.

c,y>0
(d) ist wahr. Sei a =b+2 und d =c+y mit ,y > 0. Dann gilt a —c=b+ 2 —¢ X

b—y—c=b—d.
(e) ist falsch. Sei @ = b = ¢ = —d = 1, dann gilt zwar ab = 1 > —1 = cd aber es folgt

g=-1l<l=73.

Aufgabe 3:
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Gegeben seien die folgenden Aussagen:
A: Es ist eiskalt
B: Es schneit.
Driicken Sie die nachfolgenden Satze als aussagenlogische Formeln mit Hilfe der Aus-

sagenvariablen A und B aus.

(a) Es ist eiskalt und es schneit.
(b) Es ist eiskalt, aber es schneit nicht.

(c) Es ist nicht eiskalt und es schneit nicht.

)
)

(d) Entweder es schneit oder es ist eiskalt (oder beides).

Aufgabe 4:

Gegeben sind die finf Mengen: A = {3,5,7,12,14,17,19,23},
B = {35,17},

C = {12,14,17,24},

D = {5,7,19},

E = {7,12,19}.

Beurteile die folgenden Aussagen:a)B C Ab)C C Ac)EC Ad)B CCe)ECC

Losung:

a) wahr

b) falsch

c) wahr

d) falsch

e) falsch

Teilaufgabe a)

Diese Aussage ist wahr, da alle Elemente von B auch in A enthalten sind.

Teilaufgabe b)
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Diese Aussage ist falsch, da C die Zahl 24 enthilt, die Menge A enthélt diese aber
nicht. AuRerdem sind die beiden Mengen nicht gleichmachtig, deswegen ist eine
unechte Teilmenge auch nicht moglich.

Teilaufgabe c)

Diese Aussage ist wahr, da alle Elemente von E auch in A enthalten sind.

Teilaufgabe d)

Diese Aussage ist falsch, da B und C nur die 17 als gemeinsames Element haben.

Teilaufgabe e)

Diese Aussage ist falsch, da die beiden Mengen nur die Zahl 12 als gemeinsames
Element haben.

Aufgabe 5:

Schraffieren Sie die gegebene Menge in einem Venn-Diagramm!

(ANB)UC

Losung:

A B

Aufgabe 6:

Schraffieren Sie die gegebene Menge in einem Venn-Diagramm!

(AUC)N(BUC)

Losung:
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Aufgabe 7:

Schraffieren Sie die gegebene Menge in einem Venn-Diagramm!

(ANB)NC

Losung:

A B

C

Aufgabe 8:

Schraffieren Sie die gegebene Menge in einem Venn-Diagramm!

(A\B)UC

Losung:

A B

(G

Aufgabe 9:
Geben Sie die folgenden Aussagen in intervallschreibweise an.
a) Alle Zahlen die grosser als 3 sind

b) Alle Zahlen die kleiner oder gleich groRR wie 5 sind

Losung:

a) {x|x >3}
b) {x|x <5}
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Aufgabe 10:

Geben Sie folgende Aussagen in intervallschreibweise an

a) Offenes Intervall von 3 bis 4

b) Rechts halboffenes Intervall von 9 bis 11

c) Geschlossenes Intervall von 0 bis 8

d) Links halboffenes Intervall von 7 bis 12

e) Das Intervall mit allen Zahlen grésser oder gleich 6

f) Das Intervall mit allen Zahlen kleiner als 1

Losung:

a) (3,4)
b) [9,11)
c) [0,8]
d) (7,12]
e) (6,»)
f) (—oo,1)

Aufgabe 11:

Schraffieren Sie die angegebenen Mengen

(AN B\C AN(BNC) AU (B\0)
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(B\C)\A (B\O)U(C\A) ((ANB)UBNC)UMANCH\(ANBNC)

A A
VA VA
Y NE

CU ((AnB)\O) ((((AUBUCONMANBY\BNCN\ANCHUANBNC)

Losung:

(B\C)U (C\4) ((ANB)UBNC)UMANC)\(ANBNC)

>
CU((ANB)\C) ((((AUBUCO\ANBY\BNC)\NANC)UANBNC)

10-398



B TEC onol Proiect Ensineer
’ Technik International Project Engineering IPB

Summen-, Produktzeichen, Binomialkoeffizient und Fakultat
Aufgabe 12:

Berechnen Sie folgende Summe.

i(i)
i=3

Mathematik |

Losung:

()=3+4+5+6+7=25
3

L

Aufgabe 13:

Berechnen Sie folgende Summe.

6
2@— 3)

7

Losung:

6
(i-3)=2-3)+3-3)+(@4-3)+(5-3)+(6-3)
=2

i=
=-14+0+14+2+3=5
Aufgabe 14:

Berechnen Sie folgende Summe.

Z?):(Hz)2

i=—1
Losung:

3
D+ = (14274 (0427 + (1L +2)2 + 2+ + (3 +2)

i=—1
=14+4+9+19+25=258
Aufgabe 15:

Berechnen Sie folgendes Produkt.
5

[

i=2
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Losung:
5
IIi=23-+5=1w
i=2
Aufgabe 16:

Berechnen Sie folgendes Produkt.
5

n(i + 1)

i=2

Losung:

5
I]a+1y=(z+n2(3+32{4+n2(5+n2

=9-16-25-36 = 309.600
Aufgabe 17:

Berechnen Sie folgendes Produkt.
5

[a-v

i=2

Losung:

5
[[e-v =@-D-6G-D-@a-D-6G-D

=1-2-3-4=24

Mathematik |
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Aufgabe 18:

Berechnen Sie folgendes Produkt.
5

[ [a-27

i=2

Losung:

5
[ [e-27=c-27 -3 -4y (5527

=4-36-144-400 = 8.294.400
Aufgabe 19:

Berechnen Sie die folgende Fakultat.
6!

Losung:
6! =720
Aufgabe 20:

Berechnen Sie folgenden Binomialkoeffizienten.
4
(o)
Losung:

(0)=1
Aufgabe 21:

Berechnen Sie folgenden Binomialkoeffizienten.
7
(2)
Losung:

G-

Mathematik |
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Ausmultiplizieren von Ausdriicken
Aufgabe 22:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

(gx—Z)-(x+3)

Losung:

(2 2)(+3)—22+2 2 6—22 6
3% X =3 X — 2X =3X

Aufgabe 23:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

-9 oes

Losung:
1 5
(3x-3) &+
1 1 5 5
=§x-x+§x-5—§-x—5-5
1,5 5 25
=§x +EX—EX—7
1 25
_EXZ_?
Aufgabe 24:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.
5a(8a — 11b) — b(9a — 5b)

Losung:

5a(8a — 11b) — b(9a — 5b) = 40a? — 55ab — 9ab + 5b? = 40a? — 64ab + 5b?
Aufgabe 25:
Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

20xy — 4y[2x — x(3y + 5x%)]

Losung:

20xy — 4y[2x — x(3y + 5%)]

20xy — 4y[2x — 3xy — 5x?]

= 20xy — 8xy + 12xy? + 20x%y = 12xy + 12xy? + 20x%y
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Aufgabe 26:
Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

56a + 83b — 2(23a — 37b) — (67a — 23b)

Losung:
56a + 83b — 2(23a — 37b) — (67a — 23b) = 56a + 83b — 46a + 74b — 67a + 23b
= —57a+ 180b

Aufgabe 27:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

(=5a) - (10a — 12x) — (3a — 7ax)

Losung:

(=5a) - (10a — 12x) — (3a — 7ax) = —50a? + 60ax — 3a + 7ax = —50a? + 67ax — 3a
Aufgabe 28:
Klammern Sie so viel wie moglich aus.

45pq + 27p?q?

Losung:

45pq + 27p?q* = 9pq(5 + 3pq)
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Aufgabe 29:
Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.
2-x)-Bx—4)—-(x—1)-(2x+3) —5x(2 —%x)

Losung:
2-x)-Bx—4)—(x—1)-(2x+3)—5x(2 —x)
= 6x — 8 — 3x? + 4x — (2x%® + 3x — 2x — 3) — 10x + 5x?
=10x — 8 — 3x? — (2x%? + x — 3) — 10x + 5x?
= 10x — 8 — 3x%? — 2x% — x + 3 — 10x + 5x?
=—-x—-5
Aufgabe 30:
Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

2-3x)-(44+3x)—(x—4)-(6x—2) +5x(5x — 4)

Losung:
2-3x)-(4+3x) —(x—4)-(6x—2) +5x(5x— 4)
=8+ 6x — 12x — 9x? — (6x?% — 2x — 24x + 8) + 25x% — 20x
=8+ 6x — 12x — 9x% — 6x2 + 2x + 24x — 8 + 25x% — 20x
= 10x?

Aufgabe 31:

Klammern Sie so viel wie moglich aus.

443b — 88ac

Losung:
44ab — 88ac = 44a(b — 2¢)
Aufgabe 32:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

2x—y)-(y+3x) —(x+2y)-(6x—y)— (y—13x) 'y

Losung:
(2x—y) - (y+3%) = (x+2y) - (6x—y) = (y = 13x) 'y
= 2xy + 6x% — y? — 3xy — (6x% — xy + 12xy — 2y?) — y? + 13xy
= 2xy + 6x% — y? — 3xy — 6x% + xy — 12xy + 2y? — y? + 13xy
= xy

Avufgabe 33:

16-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und fassen Sie zusammen.

(2a—3b)-(b—2a)—(a+4b)-(3a—b)+ (a+b)-(7a—Db)

Losung:

(2a—3b)-(b—2a)—(a+4b)-(3a—b)+ (a+b)-(7a—Db)

= 2ab — 4a% — 3b? + 6ab — (3a? — ab + 12ab — 4b?) + 7a? — ab + 7ab — b?
= 8ab — 4a%? — 3b? — 3a® + ab — 12ab + 4b? + 7a® — ab + 7ab — b?

= 3ab

Aufgabe 34:
Klammern Sie so viel wie moglich aus.
11ab — 77ac

Losung:

11ab — 77ac = 11a(b — 7¢)
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Bruchrechnung
Aufgabe 35:

Berechnen Sie folgenden Bruch in Dezimaldarstellung um.
4

s

Losung:
74_7-5+4_35+4_39
5 5 5 B

Aufgabe 36:
Berechnen Sie folgende Dezimalzahl in einen Bruch um.

0,84

Mathematik |

Losung:
o= B2 _2_21
’ 100 50 25

Aufgabe 37:
Berechnen Sie folgenden Bruch in Dezimaldarstellung um.
17E

8

Losung

p3_17:8 3 136 3 139

8 8 8 8 8 8

Aufgabe 38:
Vergleichen Sie die folgenden Briiche ihrer GroBe nach und schreiben es als a<b, a>b
oder a=b.
12
2’5

Losung:

12 5 4

2’5 "10° 10
Avufgabe 39:
Addieren Sie folgende Briiche und kiirzen Sie wenn es geht.
1.5
2 8
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Losung:

1+5
2 8

Aufgabe 40:

16

8+10 18

16

International Project Engineering IPB

9
8

Mathematik |

Subtrahieren Sie folgende Briiche und kiirzen das Ergebnis, wenn es moglich ist. Schrei-

ben Sie das Ergebnis als Bruch und als gemischten Bruch.

71 31
2 4

Losung
1

2

4

115

2

4

13 30

4

4

13 17

4

1
4
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Avufgabe 41:

Multiplizieren Sie folgende Briiche und kiirzen das Ergebnis, wenn es moglich ist.

)

Losung
5 15 5
(‘ 6) T T 9773
Aufgabe 42:

Dividieren Sie folgende Briiche und kiirzen das Ergebnis, wenn es moglich ist.

3—:—
4 4
Losung
11 13 1 13 4
o= =— = =13
44 4 4 4 1
Aufgabe 43:

Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie moglich.

3 -2 4 1 5
(D) 5

47 \3)721°7 12
Losung:
3 -2 4 1 5 3 2 4 7 5 3 2 4 5
Z+(?)+ﬁ:?_ﬁzl_§+ﬁ'1_ﬁzr§+§_ﬁ
3,2 5 _9+8-5 12
4 3 12 12 12
Aufgabe 44:
Berechnen Sie folgende Aufgabe und Kiirzen Sie moglich.
2 1 1 1
(25-3):(-15+3)
Losung
2 1 1 1 8 1 4 1 7 3 7
(25-3):(-13+3)=(G-3):(-3+3) =5 (-3) =3
Aufgabe 45:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie moglich.

11_113 (62 54)
3°715 3 15

20-398



Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
Losung
1 113 (62 c 4)_4 28 (20 79) 4 15 (100—79)
3°715 3 15 3'15 \3 15 3 28 15
5 (21) 15
7 \15) 15
Aufgabe 46:
Berechnen Sie folgenden Doppelbruch und kiirzen Sie moéglich.
3
4
5
3
Losung
3
z 33 9
5 45 20
3
Aufgabe 47:
Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie moglich.
P]S—OJS(————H 1,6 +0,4
Losung:
[275 025( )] 1,6+ 04 = [ 1<14_15> 0,2
’ ’ 12 8 4 4 24 10 10

11 1, 1y 16 4 11 12416 4 3516 4
:[T_Z:(_ﬁ)]'ToJrTo: 21Tl 0 07 010
28 4 140+4 144 72
=2t 10 " 10 3
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Aufgabe 48:

Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie moglich.
5 1 15 7 9 3
8 2 7 4 14°7

Losung:
51 57 9 3 127 9 7 10 84 3

5 2
8217 T 7TE 1T T I T3 s w2

_70+168—84_154 77 11
a 56 56 28 4
Aufgabe 49:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und Kirzen Sie moglich.

6,1+ L (12'1+01>] 10
10 5

Losung:

6,1+ 1 (12-1+01>] 10 = |6,1 + L (12 5+1)] 10
10 g B 10 \10 1 ' 10

l61 110 (ié)” ___] 10=110=1

Aufgabe 50:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie méglich.

Losung
gl.g7 _35.,3_3.43 3227 129 36_129 |, _129-9% 33
2 12 9 8 212 9 8 8 3 8 8 8
Aufgabe 51:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie moglich.

(25-17):(13+25)
3 6/ \" 4 2

(5-19):(15+29) = G-3):(G+2) - o))
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9\ /34 9 8 3 4 6
-3)E) -6 -6 -5
Aufgabe 52:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie moglich.

1 3 5 13
335D

7 4\"'8 16
Losung
71_51(2 E_E)=5_°_§:(E_E>=5_0_§:(§_E>=5_0_§,<l)
7 4 8 16 7 4 \8 16 7 4 \16 16 7 4 \16
50 3 /16 50 12 38
=7_Z'<7>=7_7=7
Aufgabe 53:
Berechnen Sie folgende Dezimalzahl in einen Bruch um.
0,125
Losung
0125 = > = > _1
’ 1000 40 8
Aufgabe 54:

Subtrahieren Sie folgende Briiche und kiirzen das Ergebnis, wenn es moglich ist. Schrei-
ben Sie das Ergebnis als Bruch und als gemischten Bruch.

41 35 12

9 6 3
Losung
41 35 12_37 23 5_74 69 30_ 25_ 7
9 6 3 9 6 3 18 18 18 18 18
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Avufgabe 55:
Dividieren Sie folgende Briiche und kiirzen das Ergebnis, wenn es moglich ist.
4:-53:1E
6 9
Losung
f2,12_2 10 _29 9 29 3 8
6 9 6 9 6 11 2 11 22
Aufgabe 56:

Berechnen Sie folgende Aufgabe und kiirzen Sie moglich.

19 3 5 1 1
2 (55+15) +5743
Losung:
E:<5§+ 1i)+1. 1=2<§ E)J,E.E:E:(%“g) 13
21 7 14/ 5 3 21 \7 14/ 5 3 21 14 15
s B DU B 2 B 15
21°14 15 21 95 15 15 15 15
Avufgabe 57:
Berechnen Sie folgenden Doppelbruch und kiirzen Sie méglich.
5
6
1
3
Losung
5
6_23_>
1 61 2
3
Aufgabe 58:
Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie moglich.
3 5 5
3-(5-5+257)
Losung:
3_(5_54_23):3_(2_%_’_&): _1332189_133=§=§
7 9 21 63 63 63 63 63 63 63 9
Aufgabe 59:

Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie moglich.
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14 (3 1) <1+2>
9 4 2 3 9

Losung:
1_4_(3—2)_(3”)_2_1_5_2_1_1_1_5
9 4 9 9 4 9 9 4 4 4
Aufgabe 60:
Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie moéglich.
12 15\ 27
2+ 25) 3
Losung:
12 15\ 27 12-5 15-6\ 27 7
<ﬁ+ﬁ):£:<m+zo-6) 36 (120 12 )_6
150\ 27 150 36 150-36 5-36 5-4 5
:<Fo):%:<ﬁ>ﬁ 120-27 4-27 4-3 3

Aufgabe 61:

Berechnen Sie das Ergebnis und kiirzen so weit wie méglich.

8 12 3
Losung
3 11 1 59 107 28 59 107 28-4 59 107 112
5 Be%)=5- (35 (m 335 (& )
59 107 112 59 107 — 112 59 5 59 5
_§_<E_E>=§_<—1z ) E‘( E)=§+E
59-3 5-2 177 10 177+10 187
=83-I_122 24+24 24 24
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Potenzen
Aufgabe 62:
Schreiben Sie die folgenden Aufgaben als Potenz mit moglichst kleiner Basis:
a)9
b) 8

c) 1000
1

d) —
1000
e) 1 000 000 000

f) 1024

Losung:
a)9 =32
b) 8 = 23
c) 1000 = 10°®
d) —=—=1073
e) 1 000 000 000 = 10°
f) 1024 =210
Aufgabe 63:
Berechnen Sie folgenden Summenterm.

2x2 + 4xy + 2y? — 3x% — 6xy — 3y?

Losung:
—x% — 2xy — y?
Aufgabe 64:

Schreiben Sie als Produkt von Potenzen
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n+5 —_ N .5
) X =x"-x

ij+1 _ 4P+1-(2p+2) — y4p+1-2p—2 _ 4 2p—1 _ y2p . y~1
x2P+2
Aufgabe 65:
Vereinfachen Sie folgenden Term.
a2:a*
Losung:
-2
a
atat=— = a 279 = g2
a
Aufgabe 66:

Berechnen Sie folgenden Summenterm.

a?+b3+c3+Db%+c?+b?

Losung:

a’ +b%*+c*+b* +c® +b*=a*+2b* +b> +c* +c?
=a’?+b%-2+b)+c*-(1+0)

Mathematik |
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Aufgabe 67:

Vereinfachen Sie folgenden Term.

4a=3p%\ 2
( x?y~1 >

Losung:

4a=3p%\ 2 abx*
— - -2 \—2 — 4—2,644y,—2

<—x2y‘1 > = (4a=3b%%x2y) 72 = 4723%x*y % = 657

Aufgabe 68:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
18a°b7\ [12a°b3
35x3y2 | "\ 21x%y®

Losung:

97 513 97 4,6
18a”b” 12a’b _ 18a’b .21X y° _ ia9_5b7_3x4_3
35x3y2 " 21x*y® 35x3yZ 12a°b3 10
Aufgabe 69:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
a3 . b7
a2 - b

6-2 _

y

Losung:

a3 _b7

az.b4 =a3—2_b7—4 =a-b3
Avufgabe 70:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
475 - 8y’
2y6 - 23

Losung:

475 - 8y’
— 5-3 .76 — 2

W =16z y = 16y2

Aufgabe 71:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

15x°y®  2x3y?

21a’7b5 "35al0h®

9
10

Mathematik |
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Losung:
5,8 3,2 5,8 10},6 5,8 . 101,6
15x°y : 2x°y =15x y .35a b =15X y®-35a""b =§x5‘3y8‘2a10‘7b6‘5
21a’b% " 35al%b® 21a’b> 2x3y? 21a7b5 - 2x3y? 2
25
=7X2y6a3b

Aufgabe 72:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

zD . ym-n

Zm

Aufgabe 73:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

2x3y2 \* [ x2-2y \°
3a?-2b3) "\2a%-3b2

Losung:

2x3y? 2_ x2 - 2y 3_ 2x3y2 \° [2a?-3b%\°
3a2-2b3) "\2a2-3b2)  \3a2-2b3 x2 - 2y

6,4 6. 6
_ ( 4x°y ) (83 27b > = 336~ 4h6-6x6-6y4-3 = 332y

9a4- . 4b6 X6 . 8y3
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Aufgabe 74:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
7a?b3c* n_ 21a%b2c*\"
8x5y7z7 ) ~\16x6y7z8
Losung:
7a%bc*\"  (21a%b2c*\"  (7a?b3c*\" (16x°y7zf\"
8x5y7z7 ] " \16x°y7z8)  \8x5y’z’ 21a%b2c*

213 .4, 6+,7,8\1
_ 7a’b3c* - 16x°y7z _ Ea2‘2b3‘2c4_4x6_5 7-7,8-7
8x5y7z7 . 21a2b2c4 3 y

2 n
=(30x7)
Aufgabe 75:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
x° - y® * /x y
2b3 ) ‘\33 b5

Losung:

X5 -y 5. X -y 5_ x5 -y 5 /3.ps 5_ x5 - y6 a3 - bS 5
a2bh3 ] "\a3-p5/ ~ \ a2p3 X 'y “\ 22p3 - cy
_ (X5—1y6—1a5—2b5—3)5 — (x4y5ab2)5 — aswazoyzs
Aufgabe 76:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

n

5

x6 + x5
x* +x3

Losung:
x¢+x5 3Bx3+x%) xF+x?) xX(xx+1)

2
x*+x3  x3(x+1) x+1) x+1) X

Aufgabe 77:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

aSn—l . b1+5n -a- b5+n

Losung:
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5n—1,[1+5n, 4. ph5+n — g5n-1+1, [1+5n+5+n — 550, [6n+6

Aufgabe 78:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
22x°y% — 121x*y° + 77x%y’

11x3y*

Losung:
22x°y° — 121x*y° + 77x%7  11x*y® - (2xy — 11 + 7x%y?)
11x3y* 11x3y*
=x-y-(2xy — 11 + 7x%y?)
Aufgabe 79:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

(r6 _ rS) . r.n—4

Losung:

(r® — 15) - rN% = p6+n—4 _ [5-n—4
Aufgabe 80:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
15x7 - 225y°
5x6 - 25by®

Losung:

15x”-225y°  27x°7%y°7%  27x%y?

5x6 - 25by® b b

Mathematik |
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Avufgabe 81:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

y3n+1 _ 2y3n + y3n—1
y2n+1 — y2n—1

Losung:
y3n+1 _ 2y3n + y3n—1 B y3n(y1 -2+ y—l) B yn . (yl -2+ y—l)
y2n+1 _ y2n—1 - y2n(y1 _ y—1) - (yl _ y—1)
Aufgabe 82:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

x2—4 x—-1 2x°
20+l y2n-1  y2n+4

Losung:

X! =4 x-1 2x* x*-4)x-x(x-1)-2x

2N+1 | g2n-1  y2n+a < 2n+a

X0 =4 —xC+x® - 2% —4x® —x® X*(—4-%x°) —4-x*  x’+4

X2n+4 X2n+4 X2r1+4 X2n+1 X2n+1

33

)

Aufgabe 83:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
8aty2\? [9a2x72\’ [a 2\’
(27a5b> ( 4yb ) '<x3b3>

Losung:

8a*y2\® [9a2x72\’ [a2\’

(27a5b> ( 4yb ) -<x3b3>

8aty2\? [9a2x72\° [x3b%\’
() (o) ()

82 . a8y* . 93 . 6576 . X616  26.a8y4.36. 3656 . x6[)6 aly*athS
272310p2 - 43y3p3 . g4 T 36310p2. 26y3b3 - a4 - al0b2y3p3 - a4
= gB+6-10+4p6-2-3y4-3 — 48hy
Aufgabe 84:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
12¢5 - 15d7
36d* - 5¢°
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Losung:

12¢5-15d”
36d4 - 5c°
Aufgabe 85:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.
7ab3c* n. 21a%b%c*\"
8x5y7z7 | "~ \16x6y7z8
Losung:
7a?b3c* n‘ 21a%b?c* n_ 7a?b3c*\" [16x6y7z8\"
8x5y7z7 ] \16x6y7z8) ~ \8xSy’z’ 21a%b?c*

213 4 | 6y,7,8\1
_ 7a“b’c* - 16x°y’z _ Eaz—zb3—zc4—4xe—5 7-7,8=7 !
8x5y7z7 - 21a%b?c* 3 Y

— zb "
- (30-x-2)
Aufgabe 86:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

22x°y% — 121x*y> + 77x%y7

— C5—5d7—4- — d3

11x3y*
Losung:
22x5y°® — 121x*y® + 77x%7  11x*y® - (2xy — 11 + 7x%y?)
11x3y* B 11x3y*

=x-y-(2xy — 11 + 7x%y?)

Mathematik |
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Avufgabe 87:

Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

2n+1 , (,3n+1

X y
y3n . X2n—1

Losung:

X2n+1 . y3n+1
— X2n+1—(2r1—1) . y3r1+1—3n — X2r1+1—2n+1 ,yl — X2 ‘y
y3n .XZn—l

Aufgabe 88:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

(rﬁ _ rS) . r.n—5

Losung:

(F6 _ r5) . r.n—5 = p6tn—-4 _ r.5—n—4 —
Aufgabe 89:
Vereinfachen Sie folgenden Term mit Hilfe der Potenzgesetze.

16a° - 15b°
433 - 3b5

Losung:
16a° - 15b°
433 - 3b5
Aufgabe 90:

Vereinfachen Sie soweit wie moglich.

= 20a°73b®> = 20a%b

15x°y®  2x3y?2
21a’b® " 35a™b°

Losung:
15X5y8 . 2X3y2 15X5y8‘35a10b6 25 10-71.6-5.,5-3
715 " 006 715 =—-a 'bX
21a’b® 35ab 2l1a'b’-2x3y2 2
Aufgabe 91:

Vereinfachen Sie soweit wie moglich.

8-2 _

y ? a’bx?y®

6p°q* . 3p’g’
rze® = or’td

Losung:
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6p°q” . 3p°q? _6pq’-r't _6 o
raa® or't® ra®.3p*g? 3
Aufgabe 92:
Vereinfachen Sie soweit wie moglich.

(3 Xn+4 _ 9X2n—4 + 12Xn+5) : 3X2

4-2,.7-2,5-3
rt

— 2pq2r5t2

Losung:
3Xn+4 9X2n+4 12Xn+5
3 —— 3 > + 3 > — Xn+4—2 _ 3X2n+4—2 + 4Xn+5—2 — Xn+2 _ 3X2n—6 + 4Xn+3
X X X
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Wurzeln
Aufgabe 93:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

V24

Losung:

V24=3Y3-8=2-V3

Aufgabe 94:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

v/ 9a3b?

Losung:
V9a3b2 =+/9a%-a-b2 =3ab-+a
Aufgabe 95:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

2ava + 5vab — 3va + 2y/a3 — 2vab

Losung:
2ava + 5vVab — 3va + 24/a3 — 2vab
= 2ava + 5vVab — 3+/a + 2ava — 2vab
= 4aya+ 3vab — 3+a

Aufgabe 96:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

3ab - Vv6bc: 4cd - V8de

Losung:

3ab-v6bc:4cd - V8de
= 12abcd - V48bcde
= 12abcd - 2V 12bcde

= 24abcd - V12bcde = 48abcd - V3bcde
Aufgabe 97:

Dividieren Sie folgende Wurzeln.

Mathematik |
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N
Jz b

Losung:

*/a3b5 a3b5 e b
= =4/a = a
Va-b3 qa-b?

Aufgabe 98:

Berechnen Sie folgende Wurzeln:

8 |9
292, [=. |2
a a
Losung
8 (9 8 9
2a%- |—- |-= |2a%®-—-—=12
a .a a a
Aufgabe 99:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

V45ax:/2a

Losung:
V45ax 45ax
V45ax:V2a = NoP = P 5

5-9x
=3

5x

2

Mathematik |
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Aufgabe 100:

Fassen Sie folgenden Ausdruck durch teilweises Wurzelziehen zusammen.

V63 + V112

Losung:
V63 +V112 =V9-7+V16 -7 =3V7 + 47 = 7V7
Aufgabe 101:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und vereinfachen sie ihn. Ziehen Sie, falls
moglich, teilweise die Wurzel! Bestimmen Sie den Wurzelwert, wenn er eine Rationale
Zahl ist!

(2v6 + 3v3)(2V6 — 4V3)

Losung:
(2vV6 + 3v3)(2v6 — 4v/3)
=2-2-V6-V6—-2-4-vV6-vV3+3-2-V3-Y6-3-4-V3-3
24 —8-V18 +6-V18 —36 = —12 —2-/18

Aufgabe 102:

Dividieren Sie folgende Wurzeln.
Vatbt
Vazc?

Losung:

Vatb*  [a*b* a’b? B ab?
Vazc? ~Ja%cz ac ¢
Aufgabe 103:

Fassen Sie folgenden Ausdruck durch teilweises Wurzelziehen zusammen.

V45 + /20

Losung:

V45 +v20 =V5:9 +V5-4 = 3V5 + 25 = 55
Aufgabe 104:
Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

3

Va
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Losung:
[z =a

Aufgabe 105:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

V45ax:/2a

Losung:

Vv45ax 45ax 5-9x
V45ax:\2a = = = =

2a 2

V2a
Aufgabe 106:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.
k

ik
Losung:
3
31 2
;zk_j:k(§_§):k§: k2
K o

35X
2

Mathematik |
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Aufgabe 107:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

(V3X — VIZR): V&

Losung:

(V3% — VIZR): VX

J@—@)_m_mzﬁ_ EX A

Vx X WX X
=V3-2-V3=—3
Aufgabe 108:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

(V5)" +3V5% — (4V5)” ++5 -5

Losung:
(V5)’ +3y52 — (4V5)" + V5 - /52
=5V54+3:5-16-5+55=5V5—-40

Aufgabe 109:

Multiplizieren Sie folgenden Ausdruck aus und vereinfachen sie ihn. Ziehen Sie, falls
moglich, teilweise die Wurzel! Bestimmen Sie den Wurzelwert, wenn er eine Rationale
Zahl ist!

V5(+/5 — 3v20)

Losung:
V5(V5-3v20) =V5-V5-V5:3V20 =5-v5-3V4-5=5-v5-3-2V'5
=5-30=-25

Aufgabe 110:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

V3 +(2v3)" + (VF) - 5v3-F

Losung:
=32416-32+33-5:32=9+16-9+ 27 —45=135
Aufgabe 111:
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Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

4uv
(u=v)- 1+m

Losung:

(u—v)- / —(u v) \/(u—(v)z-l)—éluv

u? — 2uv + v? + 4uv u? + 2uv + v? J(u+v)?
_(u—V) :(U—V)' _ B

(u—v)2 (u—-v)2 (U —v)2

=(u+v)
Aufgabe 112:

Vereinfachen sie folgenden Ausdruck

12b%c v30ac

a
24b?c

Losung:

/ 5a 5a 12b%c [5a
2. . . — 2. . ) — . .
12b“c S Ab7c v30ac = 12b“c cab%c v30a b e 30ac

/Sa ’150;:12
= 6bc- o 30ac = 6bc- e ‘- 6bc -4/ 25a% = 30abc
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Aufgabe 113:

Berechnen Sie folgende Potenzen ohne Taschenrechner:
1 4
a(3)
b) (=2)73
4
c)(\/f)
2
d)(—\/§)
e)

1000

Losung:

1) = () =i
1 1 1

-3 _ - = _Z
b)(=2)" T (- 2)3 (-2)(-2)(-2) -8 8

c)(\/i)4 = (25)4 —rt=22-4
d)(—\/§)2 = (-1)?-(V3) =1 (3%)2 =3:2=31=3

e) -
1000 103 10

Aufgabe 114:

Vereinfachen Sie weit wie moglich.

Vu- Vu3
Vu
Losung:
. 1 3
Vu-Vud  uz-us 1 31 1 2 1 1 (11)
. = T— =u2-ut t=uz-ut = wz-uz =u\2'2) =y
Vu ui

Aufgabe 115:

Vereinfachen Sie so weit wie moglich.
Vax?

(%)

Losung:

Mathematik |
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Technik

2)-(59)- (2
=) \Uve )T
SZE:W

] x_g —
x% Vs
Vereinfachen Sie die folgenden Wurzeln.

(2-v3)(1+V3)

1
— 43

Losung:

(2-V3)(2+V3)=2-1+2-V3-+V3:1-V3:V3=2+2-V/3-V3-3

=-1+3

Aufgabe 117:
Vereinfachen Sie die folgenden Wurzeln.

\/ 8x2 +;\/§

Losung:

X b X 5
VBX2 +oV2 =2 4 x? 4o V2 =20 V2452 =22
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Binomische Formeln

Aufgabe 118:

Bilden Sie aus dem folgenden Ausdruck eine Binomische Formel.

16 — 8t + t?

Losung:
16 —8t+1t%2 = (4 —1t)?
Aufgabe 119:
Wenden Sie die entsprechende Binomische Formel an.

(2x — 1)?

Losung:
(2x—1)?=4x* —4x+1
Aufgabe 120:
Bilden Sie aus dem folgenden Ausdruck eine Binomische Formel.

4p? — 16pq* + 16q°®

Losung:
4p? — 16p*q* + 16q° = (2p — 4q*)?
Aufgabe 121:
Berechnen Sie nach der dritten binomischen Formel.

(2r+4)(2r—4)

Losung:
(2r+4)(2r—4) = 4r*> — 16
Aufgabe 122:
Bilden Sie aus dem folgenden Ausdruck eine Binomische Formel.

1 —r?

Losung:
1-r’=0+r1-r
Aufgabe 123:
Fillen Sie die Lucken aus.
(8b—_ )%= __—32bc+ 4c?
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Losung:

(8b — 2¢)? = 64b? — 32bc + 4c?

Aufgabe 124:
Fillen Sie die Liucken aus.

(__—-3)*=__-36a+9

Losung:

(6a—3)? =36a%—36a+9

Aufgabe 125:
Berechnen Sie nach der dritten binomischen Formel.
x+3)x—3)

Losung:

x+3)(x—-3)=x*>-9
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Aufgabe 126:

Multiplizieren Sie folgende Terme aus und fassen Sie anschlieBend zusammen.

Ly, 2 2
(a- 2b) + (3b+3a)

Losung:
v, (L 2_ .2 Lo, L9 2
(a-zb) + (§b+3a )>=a%-ab+ Zb + gb + 2ab + 9a
= 10a2 + ab + —2p2= 10a2 + ab + —b?
36 36
Aufgabe 127:

Berechnen Sie den folgenden Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formeln.

(3y +7)?

Losung:
(3y+7)2=9y2+42y + 49
Aufgabe 128:
Multiplizieren Sie folgende Terme aus und fassen Sie anschlieBend zusammen.

(5s + 4r)? - (4s-3r)(4s + 3r)

Losung:
(5s + 4r)? - ( 4s-3r)( 4s + 3r)
= 25s% + 40sr + 16r2— 16s? - 9r2 = 9s2 + 40sr + 25r2
Aufgabe 129:
Berechnen Sie den folgenden Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formeln.

(4c+5)(4c-5)

Losung:
(4c+5)(4c-5)=16c?-25
Aufgabe 130:
Bilden Sie aus dem folgenden Ausdruck eine Binomische Formel.

x? —25

Losung:
x?—25=(x+5)(x—5)
Aufgabe 131:

Fillen Sie die Lucken aus.
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d+_ ) =d*+__+f?

Losung:
(d+ f )2=d?+ 2df +f?
Aufgabe 132:
Berechnen Sie den folgenden Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formeln.

(6y-5)?

Losung:

(6y - 5)%2 =36y?- 60y + 25
Aufgabe 133:
Fillen Sie die Lucken aus.
(_—-22%=d>-4d+__

Losung:

(d—2)2=d?>—4d+4
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Logarithmen
Aufgabe 134:

Formen Sie folgende Gleichung in Logarithmusschreibweise um.

2X =16

Losung:
2*=16 - log,16 =x
Aufgabe 135:

Formen Sie folgende Gleichung in Logarithmusschreibweise um.

5% =125

Losung:

5*=125 - logs 125 =x

Aufgabe 136:

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner.

log, 8
Losung:
In (8)
logs8 =1y = 1°

Aufgabe 137:

Fassen Sie folgenden Ausdruck zusammen.

log10(2) +1logy0(13)

Losung:
10g10(2) +10810(13) = log;o(2 - 13) = logy1,(26)
Aufgabe 138:

Fassen Sie folgenden Ausdruck zusammen.

logg(a) + logg(a?)

Losung:
logg(a) +logg(a®) = logg(a-a*) = logg(a®)
Aufgabe 139:

Schreiben Sie folgenden Term als einzelne Terme.

Mathematik |
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log, (2kx)

Losung:
log, (2kx) = log,(2Kk) + log,(x)
Aufgabe 140:

Formen Sie den folgenden Ausdruck mit den Logarithmengesetzen um.

log11(8)

Losung:

logy1;(8) = log;1(2*) = 3 -log;1(2)
Aufgabe 141:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

logz(a) — log,(b)
Losung:

a
log, (a) — log, (b) = log; ()
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Aufgabe 142:

Schreiben Sie folgenden Term als einzelne Terme.

log; ()

Losung:

logs (tx) = logz(t) + logs(x)
Aufgabe 143:

Formen Sie den folgenden Ausdruck mit Logarithmengesetzen um.

log;,(8)

Losung:

log;1(8) = l0gy1(2°) = 3 -logy1(2)
Aufgabe 144:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

log;(x +y) — logs x

Losung:

log;(x +y) —logs x

logs (X : y) = logs (1 + g)

Aufgabe 145:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

) 1
log, (x*) + log, (x_z)

Losung:

) 1
log,(x%) + log, (x_z)

= 2-log,(x) + log,(x72)
= 2-log,(x) — 2 -log,(x)
=0

Aufgabe 146:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

1
510810(4) + 3+ logy10(6) — 2 -log1o(3 - 2%)

Mathematik |
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Losung:

1
510g10(4) + 3+ 1log10(6) — 2 - log19(3 - 2%)

1
= Elogm(zz) +3-logyo (2-3) —2-logy(3) — 2 -logy(22)

2
= Elogm(z) + 3 -logyo (2) +3 - logy(3) — 2-log;(3) — 4 -logy0(2)
= log;0(3)
Aufgabe 147:

Vereinfachen Sie folgenden Ausdruck.

1
2-logs(x) + Elogs(x“) — logs (x?)

Losung:
1
2+ logs(x) + Elogs(x“) — logs (x?)

4
=2-logs(x) + Elogs(x) — 2 -logs(x)

= 2logs(x)
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Trigonometrie und Winkelgesetze

Aufgabe 148:

Rechnen Sie die gegebenen Winkel entweder in die Einheit Grad oder Radiant um:

a) o = 30° b) a==1
2
c) a = 60° d) a=27.8°
e) 21 f) o= 2T
a=—
3
Losung:
_I b = 90°

a) o= & )] o=

Q) a= g d)  a=0485

e) o= 120° f) o= 114.6°

Aufgabe 149:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck. Bestimmen Sie die fehlenden GroRen:

a=+11 a = 33,56° B = 56,44°

Aufgabe 150:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck. Berechnen Sie aus den gegebenen GroRen die
fehlende GroRe mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen.

Hypotenuse
I fi| Gegenkathete
a
o .

b
Ankathete
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a) a=5 b=2 a=? b) b=2 c=3 a=?
c) a=4 c=6 =7 d) b=1¢c=15 f=?
e) c=5 a=20° a=? f) a=42 =78 b=

Losung:

a) a = 68.2° b) a = 48.2°

c) a = 41.8° d) B =41.8°

e) a=171 f) b=19.76
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Aufgabe 151:

Ein Korper legt auf einer Kreisbahn mit dem Radius r den Weg s (Bogenldange) zuriick
und Uberstreicht dabei den Winkel a (Bogenmal}, Einheit Grad oder Radiant).

Berechnen Sie aus den gegebenen GrofRen die fehlende GrolRRe:

a) r=10cm a = 30° b) s=08m wa=15
c) r=5dm s=2m d) a=379" s=86cm
e) r=17m a=227° ) r=075m s=0564km
Losung:
a) 5=524cm b) r=053m
c) a=4 (229.2°) d) r=13cm
8) s=674m f)  a=752 (43086.4°)

Aufgabe 152:

Berechnen Sie den Flacheninhalt des unten aufgefiihrten Dreiecks. (A = % -g-h)

48m

Losung:
Im rechten Dreieck die fehlende Strecke berechnen (Héhe des Gesamtdreiecks):

60? = 482 + h?

h? = 602 — 482

h =602 — 482

h =36

Im linken Dreieck die fehlende Strecke berechnen (Teilstlick der Grundseite):
452 = 362 + x?

x? = 45% — 362
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X = +/45% — 362
x =27
1 1
A=—g-h=--(27+48)-36
2" 2
A = 1.350 m?

Aufgabe 153:

Berechnen Sie die Lange der Strecke x.

]
X 6

418
|y 25 -
. 13 A

Losung:

4,82 = 2,5% 4+ h?

h? = 4,8%2 — 2,52

h = /4,82 — 2,52
h=41

x* = h* + (13 - 2,5)*
x? =4,1%+ (13 — 2,5)?
x =+/4,12 + (13 — 2,5)2
x = 11,27
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Aufgabe 154:

Einem Quadrat ABCD ist ein Rechteck mit den Seitenlangen 10cm und 4cm einbeschrie-
ben. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Quadrates.

A C
B
Losung:
N
A2 °
5 5
A= C
. B

ARechteck = 10 cm - 4 cm = 40 cm?

1
AA1=§-5cm-5cm=12,5cm2

Apy =§-2cm-2cm=2cm2

Agesamt = ARrechteck T 4 " Aa1 + 4 - Apz
Agesamt = 40 cm? + 4+ 12,5 cm? + 4 - 2 cm?
Agesamt = 98 cm?

Aufgabe 155:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck mit p=4cm und g=3cm. Bestimmen Sie die H6he
h.

Losung:
Nach dem Hohensatz gilt:
h*=p-q
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h=yp-q
h=+v4-3
h = 3,46

Aufgabe 156:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck mit p=2cm und ¢= 5cm. Bestimmen Sie die Stre-
cken a und b.

Losung:

Nach dem Kathetensatz gilt:

a’=p-c
a=,p-c
a=v2-5
a=3,16
b2=q-c

Aufgabe 157:

Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist bekannt, dass die Hohe 5cm lang ist und der
Hypothenusenabschnitt p=6,1cm lang ist und p um 2cm langer ist als der Hypothenu-
senabschnitt g. Berechnen Sie alle fehlenden Seitenlangen des Dreiecks ABC und be-
rechnen aulerdem den Flacheninhalt des Dreiecks.

Losung:

Berechnung der Seite c:
c=p+q=61+4,1
c=10,2

Berechnung der Seite b:
b? = 5% + 6,17

b= V61

b= 7,89

Berechnung der Seite a:

a? = 5% + 4,17
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b =+/52% + 4,12
a=647
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Aufgabe 158:

Welches der folgenden Dreiecke von A bis D hat eine Héhe von V8 ?
A:

2 4
B: D:
k|
[}
|
3 a 6 2
Losung:

Nach dem Hohensatz gilt:

A:
h*=p-q
h=\ra
=V2-4
=2,83
B:
h*=p-q
h=\ra
h=+8-8
h=8
C
h*=p-q
h=\p-q

59-398



e TEC R |
Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

h=+V4-4
h=4

D:
h*=p-q
h=pq
h=+6-2
h=4

Losung: Dreieck A
Aufgabe 159:
Gegeben ist ein Trapez durch a=9cm, c=3cm, h=5cm und a = 42°

Berechnen Sie alle Strecken und Winkel im Trapez (siehe Zeichnung).

D C o
SVZIN
d
h P
o B
A " E F ¥./B
S
=]
Losung:
Im Teildreieck AED folgt:
) _ h
sina = 7
_ h
~ sina
=—F=17,47
sin(42°)
h
tana = —
X
_h
tana
= > = 5,55
" tan(42°)
Als weiteres gilt:
a+ 4§ =180°
6 =180° -«
§ = 180° — 42°
6 =138°
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Fir die Strecke AB gilt:
AB=x+c+y

y=AB—x—c
y=9—-555-3
y = 0,45

Damit kénnen wir im Dreieck FBC folgendes berechnen:

b=——+——=5,02
sin (84,86°)

Daraus folgt:

y =180°—
y = 180° — 84,86°
y =95,14°

Aufgabe 160:

Von einem Turmfenster in 12m Hohe sieht man die Spitze eines Schornsteins unter dem
Hohenwinkel (Erhebungswinkel) o = 42° und den FuBBpunkt unter dem Tiefenwinkel
(Senkungswinkel) B = 32°

Wie weit ist der Schornstein vom Turm entfernt und wie hoch ist er?

Losung:
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Im Dreieck ABS gilt folgendes:
tan(a) = -
e

h, = e - tan(a)

Im Dreieck ABF gilt folgendes:

tan(g) = =
~ tan(B)

Die Gesamthohe ergibt sich aus:

h=h; +h, =h; +e-tan(a) =h - tan(a)

h,
tan(p)
_ hy -tan(B) + h, - tan(a)

tan(f)
. tan(B) + tan(a)
! tan(pB)
B .tan(B) +tan(a) _tan(32°) + tan(42°)
h=h, tan(B) N tan(32°) =29,29m
h =29,29m

Mathematik |
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Aufgabe 161:

Gegeben sind in einem beliebigen Dreieck die Seite ¢c=18cm und die Winkel y = 118°
und f = 35° Berechnen Sie die Seiten a und b sowie den Winkel a.

Losung:
Die Summe der Winkel in einem beliebigen Dreieck ist 190°.
Daraus folgt fir unsere Aufgabe:

a=180°—-p —y=180°—35°—118° = 27°

a=27°

Mit dem Sinussatz konnen wir folgendes berechnen:
b c

sin (B) ~ sin )

b= in(B) = — ™ 6in(35%) = 11,69
 sin (Y) sin(B) = sin (118°) s - LT
c a

sin (y)  sin (a)

C

= .5j = ———-5sin(27°) = 9,26

a ) sin(a) SIn(118%) sin(27°) cm

Aufgabe 162:

Gegeben sind die GroRRen a=7,5cm, c=8,2cm und [ = 85° in einem beliebigen Dreieck.
Berechnen Sie die Seite b und die Winkel a und y.

Losung:

Hier lasst sich kein Sinussatz anwenden.
Hier wird der Kosinussatz angewendet:
b? = a2 + ¢? — 2ac - cos (B)

b = \/a% + ¢2 — 2ac - cos (B)

b= \/7,5cm2 + 8,2cm? — 2+ 7,5cm - 8,2cm - cos(85°) = 10,62 cm

Zu der Seite b haben wir auch den Gegenwinkel, also kdnnen wir jetzt den Sinussatz

verwenden:
sin () _ sin (B)
a b

sin(B) sin(85°)

b a = m ' 7,5cm = 0,7035

sin(a) =

a = 44,71°
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Der Winkel y lasst sich wieder liber die Winkelsumme berechnen:
y =180° — o — 3 = 180° — 44,71° — 85° = 50,29°
y = 50,29°

Aufgabe 163:

Uber einen Fluss mit der Breit b=13m fiihrt eine Zugbriicke. Das Gelenk A der Briicke
liegt h=3,7m lber dem Wasserspiegel. Die Briicke lasst sich hochstens so weit 6ffnen,
dass die beiden Briickenhalften unter dem Winkel a = 31° gegen die horizontale ge-
neigt sind.

a) Wie hoch liegen die Punkte P und Q lGiber dem Wasserspiegel, wenn die Briicke so
weit wie moglich geoffnet ist? Wie weit sind sie auseinander?

b) Das Deck eines Schiffes ist 6m breit und ragt 4,5m aus dem Wasser. Das Schiff fahrt
genau in der Mitte des Flusses. Entscheiden Sie per Rechnung, ob das Schiff durchfah-
ren kann, wenn die Zugbriicke soweit wie moglich gedffnet ist.

Losung:

a)

Als erstes berechnen wir die Hohe des Punktes P(Q) von der Wasseroberflache.
In Dreieck AWP gilt folgendes:

_ PW
sin(a) = i

- 1 1
PW = AP ' sin(a) = 5 b -sin(31°) = 5 13m - sin(31°) = 3,35 m

PW =3,35m

Die Hohe der Punkte ergibt sich aus:
FP=h+PW=37m+335m=7,05m
FP =7,05m

Wie weit sind die beiden Punkte auseinander:
AW

CoS() = —

(o) 5

. 1 1
AW = AP - cos(a) = ch b cos(x) = 5 13m - cos(31°) = 5,57 m
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AW =557 m

Fir den Abstand gilt:
PQ=b—-2-AW=13m—2:557m = 1,86 m
PQ=1,86m

b)
Das Schiff, welches unter der Zugbricke durchfahren soll hat eine Breite von x=6m.

Wenn das Schiff genau in der Mitte fahrt, bleibt rechts und links vom Schiff der
gleiche Abstand frei:

1 1
szz(b—x)=§(13m—6m)=3,5m
s=35m

Nun missen wir ausrechnen, wie hoch das Schiff am linken (oder auch am rechten)
Rand sein darf, damit es unter der Briicke durchfahren kann:

HH'"‘H B

A

Also, wie hoch der Punkt S Gber der Wasserflache liegen kann:

AR = 3,5m

o= 31°

tan(a) = i
AR

SR = AR - tan(a) = 3,5m - tan(31°) = 2,10 m

Fir die zuldassige Hohe des Schiffes ergibt sich folgendes:

ST=h+SR=3,70m+ 2,10m = 5,80 m

Da das Schiff nur 4,50 m aus dem Wasser ragt, kann das Schiff die Briicke passieren.
Aufgabe 164:

Auf einer horizontalen Ebene stehen zwei senkrechte Sendemasten AB und CD, die
180m voneinander entfernt sind. Auf der Verbindungsstrecke ihrer FuBpunkte A und C
befindet sich eine Verankerung F, von der aus Halteseile zu den Mastspitzen fliihren.
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Von F aus erscheint der 48m hohe Mast AB unter dem Winkel o« = 36,5°, der Sendemast
CD unter f = 29°.

a) Wie weit ist die Verankerung F von den FuBpunkten A und C der beiden Sendemasten
entfernt.

b) Wie hoch ist der Sendemast CD?

c) Zwischen den beiden Mastspitzen ist ein Antennendraht gezogen. Wie lang ist dieser
Draht, wenn er wegen seines Durchhangs um 15% langer ist als der Abstand der Mast-
spitzen?

Losung:
B
— =L
T 7 ~ =
== = T, T -
B_—7 .~ —
USSR “—--E T e
- -7 —-.-'"-' I EI H""\--\-.
- ’.___-’ x\"h
o
.-"F-
h| h,
|'r/-; .'.I_/E'\ |I|I
A x F ¥ c
a)

In dem Dreieck mit dem rechten Winkel AFB gilt folgendes:

h,
tan(a) = "

~hy  48m
x= tan(a) tan(36,5°)

= 64,87 m

Damit ergibt sich fiir die Strecke vy:
y=e—x=180m — 64,87m = 115,13 m
y = 115,13 m

b)
In dem rechtwinkligen Dreieck FCD gilt folgendes:
h

)
tan(B) = y
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h, = y-tan(f) = 115,13m - tan(29°) = 63,82m
h2 = 63,82m

c)
In dem rechtwinkligen Dreieck BED gilt folgendes:
z h;—hy 6382m—48m

t = - = = 0,088
an(y) e e 180m
y =5,03°
Daraus folgt:
AC
cos(y) = )
- AC 180m
BD = = 180,70 m

cos(y) - cos(5,03°)

Das Seil ist um 15% langer:

L=BD-1,15=180,70m - 1,15 = 207,81 m
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Aufgabe 165:

Auf den Bild sieht man ein Pendel, das 1,20m zur Seite ausgelenkt wurde. Wie viel Zen-
timeter hat das Pendel an Hohe h gewonnen?

o

Losung:

22 =x% 41,22
x?=2%-1,2%
X =4/2%2—-1,22
x=1,6

Aufgabe 166:

Fir den Bau einer pyramidenférmigen Lautsprecherbox sind vier gleichschenklige Drei-
ecksflachen aus Spanplatten gesdgt worden. Die Hohe der Dreiecke betrdagt h, = 90cm.
Welche Hohe hat die fertige Box bei einer quadratischen Grundflache der Lange
a=45cm?

Losung

ht=ht+(3)

=i - ()

h= |hZ- (%)2 — /902 — 22,57 = 87,14 cm

Aufgabe 167:
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Ein 90m hoher Funkmast wird bei gseiner Hohe durch 4 Spannseile befestigt. Die Be-

festigungspunkte der Spannseile am Boden sind jeweils 5m vom FuR des Mastes ent-
fernt und bilden ein Quadrat.

a) Wie lang sind die 4 Seile zusammen?

b) Wenn man sie Flache um die Befestigungspunkte herum einzdunen wiirde, wie Lang
ware der Zaun?

Losung:

a)

Die Lange eines Seiles ergibt sich aus:
x? =72% 452

X =+/7224+52=72,17m

Die Langer von vier Seilen:

L=4-72,17m = 288,68 m
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Lineare, quadratische und kubische Gleichungen
Aufgabe 168:

Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge, im Anschluss |6sen Sie diese Gleichung und
geben die Losungsmenge an.

3(2x +5) — 4 = 18 — 2(6 — 3x)

Losung:
D=R
3(2x+5)—4=18—-2(6 —3x)
6x+15—4=18—-12 + 6x
6x+11=6x+6
11=6
Hier haben wir einen Widerspruch, deshalb ist die Losungsmenge leer.
L={}
Aufgabe 169:

Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge, im Anschluss |6sen Sie diese Gleichung und
geben die Losungsmenge an.

3 52 (3+5)
g T2~ g~

Losung:

D =R
3 52 (3+5)
g T~ g~

B C5=2-3_2x |42
g T2~ g* | tg*

x—5=-1 |+5
X =4
L = {4}
Aufgabe 170:
Bestimmen Sie Losung der folgenden Gleichung.

X2 4+2x+1=0

Losung:

X2 +2x+1=0

70-398



F‘TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
_—bi\/bz—4ac_—2i\/22—4-1-1_—2_
X127 2a - 2-1 -2
L={-1}

Aufgabe 171:

Bestimmen Sie Losung der folgenden Gleichung.

X2 +4x=0

Losung:
x2+4x=0
x(x+4)=0
x; =0
X, = —4
L = {—4;0}
Aufgabe 172:
Bestimmen Sie flr folgende Gleichung die Definitionsmenge und die Lésungsmenge.
x+1 x—-1_  x°
x—1 x+1 x2-1

Losung:

x+1 x—-1_  x°

x—1 x+1 x?2-1

D = R\{-1; 1}

Hauptnenner: (x+ 1)(x—1)

x+1)-x+1) x-1D-x-1)  x°
-1 x+1) G+1D)-x—-1) x*-1)
x+1D) - x+1D)—-(x-1)-(x—1) =x?

X2 +2x+1-x*4+2x—1=x% | —x?

- HN

—x?2+4x=0
x(—x+4)=0
X, =0

X, =4

L = {4;0}

Aufgabe 173:
Bestimmen Sie fiir folgende Gleichung die Definitionsmenge und die Losungsmenge.

X—Z_ X+ 2
X2 —4 x2+44x+4
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Losung:

X—2 X+ 2
X2—4 x2+4x+4
D = R\{-2; 2}

x—2) _ (x+2)
x—-2)x+2) (x+2)2
Hauptnenner: (x + 2)%(x — 2)
x—2)(x+2) (x+2)(x—2)
x—-2)x+2) (x+2)?
x=2)x+2)=x+2)x—-2)
0=0
L = R\{-2;2}

| - HN

Mathematik |

72-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Aufgabe 174:

Bestimmen Sie fiir folgende Gleichung die Definitionsmenge und die Losungsmenge.

2 1
2 ‘T a2
Losung
2 1
2 ‘T a2
D = R\{2}
2 1
x—2 T 2(x-2)
Hauptnenner: —2(x — 2)
2-(-2) _2-(—2)-(x—2): 1 I HN
—2(x—2) —2(x—2) —2(x—2)
—4+4x—-8=1
4x—12=1 |+ 12
4x =13 |:4
13
T

L= {13}
4
Aufgabe 175:

Bestimmen Sie Losungsmenge der folgenden Gleichung.

3x3 —10x?+7x—12=0

Losung:

Es muss als erstes eine ganzzahlige Losung gefunden werden. Dies geschieht durch
einsetzen verschiedener x-Werte in die Gleichung.

x=3->3-33-10-3%2+7-3—12 = 0 - wahre Aussage

(3x3—10x2+7x—12):(x—3) =3x*>—x+4

—(3x3 — 9x2)
—x? 4 7x
—(—x% +3x)
4x — 13
—(4x —12)
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32 —x+4=0
_—b+Vb?—4ac 1+V12-4-3-1
2a 2-1

Keine weiteren Losungen mehr: x; = 3

L={3}
Aufgabe 176:
Bestimmen Sie Losungsmenge der folgenden Gleichung.

x3—-2x2-11x+12=0

X

Losung:
x3—-2x2—-11x+12=0

Es muss als erstes eine ganzzahlige Losung gefunden werden. Dies geschieht durch
einsetzen verschiedener x-Werte in die Gleichung.

x=1-13-2-12-11-1+ 12 = 0 > wahre Aussage

(x3—-2x2—11x+12):(x—1) =x*> —x— 12

—(x3 = x?)
—x? —11x
—(=x* + x)
—12x+ 12
—(=12x+12)
x?—x—12=0
X_—biﬁ??ZE_1iJ04V—44:@4@_1i7
2a 2-1 2
Weiteren Losungen:
1+7
Xp=—5— =
1-7
Xg = ——= -3
L={-3;1;4}

Aufgabe 177:
Bestimmen Sie Losungsmenge der folgenden Gleichung.

2x3 —6x>+8=0

Losung:
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Es muss als erstes eine ganzzahlige Losung gefunden werden. Dies geschieht durch
einsetzen verschiedener x-Werte in die Gleichung.

x=2-2-23-6-2%2+8 =0 — wahre Aussage

(2x3—6x2+8):(x—2)=2x2—-2x—4
—(2x3 — 4x?)
—2x? + 8
—(—=2x* + 4 x)
—4x +8
—(=4x +8)

2x%> —2x—4 =0
_ —btvbZ—4ac 2+./(-2)2-4-2-(—4) 2+6

* 2a 2-2 4
Weiteren Lésungen:
2+6
T T
2—6
X3 = — - -1
L={-1;2}
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Wourzelgleichungen
Aufgabe 178:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

E¥6=3

Losung:
Vx+6=3 |( )?
x+6=9 |—-6
X =3
Probe:
V3+6=3
Wahre Aussage
L={3}
Aufgabe 179:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx+4=8

Losung:
Vx+4=8 |( )?
x+4=64 |—4
x =60

Probe:

V60 +4 =8

Wahre Aussage

L = {60}
Aufgabe 180:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

3-VYx—1=3x+ 207

Losung:
3-Vx—1=7Vx+207 |( )3
27(x—1) = x+ 207

27x =27 =x+ 207 |—x

76-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
26x—9 =207 |+ 27
26x = 234 |:26
x=9
Probe:
3-Vx—1=Vx+207
3-39—1=139+207
Wahre Aussage
L = {9}
Aufgabe 181:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

4Vx -7 =Vx+8

Losung:
Wx—7=vx+8 |( )?
16(x—7)=x+38
16x—112=x+8 | —X
15x - 112 =8 |+ 112
15x =120 [:15

x=8

Probe:

4Vx—7=vVx+38

4N8—-7=v8+38

Wahre Aussage

L = {8}
Aufgabe 182:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx—5—-Vx+7=-2

Losung:

VX—5-Vx+7=-2 |+Vx+7
Vx—5=-24+Vx+7 |( )?
X—5=(—2+\/X-I-_7)2
X—5=4—4Vx+7+x+7
X—5=x+11—-4Vx+7 |—x
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—5=11-4Vx+7 |-11
—16 = —4Vx+7 |( )?

256 = 16(x + 7)

256 =16x+ 112 | —112

16x = 144 |:16
x=9

Probe:

Vx—5—-Vx+7=-2

V9—-5-V9+7=-

Wahre Aussage
L= {9}
Aufgabe 183:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

VX+5—3=vx+32

Losung:

2

Vx+5-3=vx+32 |( )?
(Vx+5-3) =x+32
X+5-6Vx+5+9=x+32 |—x
14—6Vx+5=32 |—14
—6Vx+5=18 |:(—6)

Vx+5=-3 |( )
x+5=9 |-5

x =4

Probe:
VX¥5-3=vxT32
V4+5-3=vV4+32
0=6

Probe stimmt nicht

L={}

Mathematik |
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Aufgabe 184:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx—6—2=+x+10

Losung:

Vx—6-2=vx+10 |( )?
(Vx=6-2) =x+10
X—6—4Vx—6+4=x+10 |—x
—2—4Vx—6=10 |+2
—4x—6=12 |:(—4)
Vx—6=-3 |( )

1=
Probe stimmt nicht
L={ }

Aufgabe 185:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx—1-vx+6=12

Losung:
VX—1-Vx+6 =12

JE=1)-x+6)=12
Vx2+5x—-6=12 |( )?

x2+5x—6=144 | — 144

x% + 5x— 150 = 0

_—b+vbZ-4ac -5+./52—-4-1-(-150) —5+25
B 2a B 2-1 2
_ —5%25

X = ———=10

X
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_ —5-25

X2 - 2 _15

Probe:
Vx—1-Vx+6=12
x; =10

V10 —1-vV10+ 6 =12
3:4=12

Wahre Aussage

Probe:
Vx—1-Vx+6=12
X, = 15
V=15—-1-V-15+6 = 12
Wurzel negativ, ergibt keine wahre Aussage
L = {10}
Aufgabe 186:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx—5-¥x+2=2

Losung:

Vx—5-Vx+2=2

VE=5)-(x+2)=2

Vx?=3x-10=2 |( )?

x?-3x—10=8 |—8

x?—3x—18=0

_ —b+vbZ—4ac +3+./(—-3)2-4-1-(-18)

X

2a 2-1
_+3+9_6
X, = > =
_+3—9_ 3
Xz— 2 =
Probe:
X1:6

Vx—5-Yx+2=2
V6-5-¥6+2=2
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2=2
Die Aussage ist wahr.
X, = —3
Vx—5-Yx+2=2
V=3-5-Y-3+2=2
Wurzel negativ, ergibt keine wahre Aussage
L = {6}
Aufgabe 187:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

V5x +29 =vVx+ 9+ 2vV/x— 3

Losung:
VEx+29 =Vx+9+2Vx—3 |( )?
5+ 29 =x+9+4Vx+9-Vx—3+4(x—3)

5x + 29 = 5% — 3 + 4y/x% + 6x — 27 | — 5x
+29 = =3 + 4/x% + 6x— 27 | +3
32 = 4/x2 + 6x— 27 |:4
8=1/x2+6x—27 |( )
64 =x%+6x—27 |— 64
x> +6x—91=0
_—btvbZ—4ac —6+V6Z—-4-1-91 —6+20
¥1/2 = 2a - 2-1 -T2

Probe:

X, =7

V5x +29 = Vx+ 9 + 2Vx — 3
V5:7+29=vV7+9+2V7-3
8=4+4

8=28

Wahre Aussage

Xy = —13
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V5x+29 =vVx+9 + 2Vx — 3
J5:(-13) +29 =V-13+9+2V-13-3
Wurzel negativ, ergibt keine wahre Aussage
L= {7}

Aufgabe 188:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

X+Vx—2=2

Losung:

/x+\/x—2=2 |( )?

X+Vx—2=4 |—x
Vx=2=4-x |( )
x—2=(4—x)2
x—2=16—-8x+x? |—x
x2—=9x+16=-2 |+2
x2—-9x+18 =0

_—b++vbZ—4ac 9+.(-9)?-4-1-18

X1/2 = 2a 21
_9+3_

Xy = 5 =

_9—3_3

Xy = 5=

Probe

X1:6

X+Vx—2=2

6+Vv6—2=2

V8 =2
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3+V3-2=2
2=2
Wahre Aussage
L = {3}
Aufgabe 189:

International Project Engineering IPB

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

/2x+\/7x+4=\/3x+2

Losung:

/Zx+\/7x+4=\/3x+2 |( )2

2x +V7x+4 =3x+2 |- 2x
Vix+4=x+2 |( )2
7X+ 4 = (x + 2)?
7x+4=x*4+4x+4 |—7x
4=x>-3x+4 |—4

x?—=3x=0

Probe:

/2x+\/7x+4=\/3x+2

X, =0

\/2-O+\/7-0+4=\/3-0+2
V2 =42

Wahre Aussage

/Zx+\/7x+4=\/3x+2

X2=3

\/2-3+\/7-3+4=«/3-3+2

Mathematik |
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Wahre Aussage
L = {0;3}
Aufgabe 190:

International Project Engineering IPB

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Wurzelgleichung.

Vx+2="V4x+8

Losung:

Vx+2=%V4x+8 |( )8
(x+2)2=4x+8
x?+4x+4=4x+8 | —4x
x2+4=8 |—8
x2—4=0
x+2)x—2)=0

X1:2

X2=_2

Probe:

Vx+2=%4x+8
Xy =2
V2+2=Y4-2+8
V2 = V16
Va=14a

Wahre Aussage

Vx+2=4"4x+38

X2:_2
V—2+2=%/4-(-2)+8
0=0

Wahre Aussage
L ={+2}

Mathematik |
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Ungleichungen
Aufgabe 191:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

3x+4 <5(2—-x)+ 18x

Losung:

3x +4 <52 —x)+18x
3x +4 <10 —5x + 18x
3x +4 <10+ 13x | —13x
—10x+4<10 |—4
—10x < 6 |:(—10)

6
x>—E
6
I[.={x|x>—ﬁ}

Aufgabe 192:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

810x — 13 + 45(34 — 18x) < 1354

Losung:

810x — 13 + 45(34 — 18x) < 1354
810x — 13 + 1530 — 810x < 1354
1517 < 1354

Diese Bedingung stimmt nicht, es handelt sich um eine Ungleichung fiir die es keine
Losung gibt.

L={}
Aufgabe 193:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

x2—3x+11<0

Losung:
x?—3x+11<0
Losen der linken Seite durch Faktorisierung.

_—b++vb?—4ac 3+./(-3)2-4-1-11
B 2a B 2-1

X
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Die Wurzel ist negativ, es gibt keine Losung fir diese quadratische Gleichung und
man findet keinen Wert, mit dem man die Gleichung gliltig machen kdnnte.

L={}
Aufgabe 194:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

2x2 4+2x+5>0

Losung:
2x%>+2x+5>0

Die drei Faktoren auf der linken Seite sind auf jeden Fall immer positiv, damit ist
diese Ungleichung fiir alle Werte erfillt.

L=R
Aufgabe 195:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

x2—-3x>0

Losung:
x?—3x>0
x(x—=3)=0
L ={] — ;0] U[3:c0[}
Aufgabe 196:
Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

X2 —2x—4>0

Losung:
X2 —=2x—4>0
Losen der linken Seite durch Faktorisierung.
~b+vbZ—4ac 2+./(-2)2-4-1-(-4) 2120
= = = =1++5
2a 2-1 2
X2 —=2x—4>0

]L:{]—oo;l—\/g]U[l-I-\/gtoo[}

X
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Aufgabe 197:

Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

X—2>0
x—5"7

Losung:

Xx—2 >0
x—5"
Hier muss eine Fallunterscheidung gemacht werden.

1. Fall:

Der Nenner ist positiv.

x—5>0

x>5
X250 |- x=5)
x—5
x—2201|+2
X2

Mit x > 5 und x > 2 ergibt sich x > 5.

2. Fall:

Der Nenner ist negativ.

x—5<0

x<5
X250 |- —x—5)
x—5

Xx—2<0 |+2
x<2

Mit x < 5 und x < 2 ergibt sich x < 5.
L={xx<2uUx>5}
Aufgabe 198:

Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.
1 1

x+1 x~
Losung:
1 1 0
x+1 x~

Mathematik |
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Hier muss eine Fallunterscheidung gemacht werden.
1. Fall:

Fir x < —1 sind beide Nenner negativ.

1 1
—=—<0 |+-

x+1 x

1 <1
x+17 x "X

X >x
x+17 x [x

X >1 +1
x+1" [ (x+ 1)

- >1 +1
x+1" -+ D)
x<(x+1) |—x
0<1
Dies ist eine wahre Bedingung, also gilt fiir diesen Fall:
x<-1€lL
2. Fall:

Fir —1 < x < 0 ist nur der zweite Nenner negativ.

1 <1

x+17 x |- x
>1 |- 1

x+1— [+ 1)

x=>x+1) |—x

0>1

Dies ist eine falsche Bedingung, alsoist —1 <x<0 &€ LL

3. Fall:

Fir x > 0 sind beide Nenner positiv.

1 <1
x+1 X [ x

< .
—5 <11 G+

x<(x+1) |—x
0<1
x>0€l
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L={x|x<—-1uUx>0}
Aufgabe 199:

Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.
X

<1
x—1

Losung:

<1
x—1

1. Fall:
x—1>0
x>1

X<1 1
—= <1 [ (x-1D

x<(x—1) |—x
0< -1

Dies ist eine falsche Bedingung, alsoist x> 1 ¢ L

2. Fall:
x—1<0
x<1

<1 |-(x—-1
—— <1 |-x-1)

x>x—-1)|—x
0>-1
Dies ist eine wahre Bedingung, also gilt fiir diesen Fall:

x < 1istin der L6sungsmenge enthalten.

L= {x|x <1}
Aufgabe 200:

Geben sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung an.

4x+1>
3x—2

Losung:
4x + 1
3x—2 >
1. Fall:

Mathematik |
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3x—2>0
2
X > §
4x+ 1
3x—2>5 |- (3x—2)

4x+1>53x—2)
4x+1>15x—10 | — 15x
—11x+1>-10 | -1
—11x > =11 |:(—11)
x<1

621
X]3'[

2. Fall:

3x—2<0
2

<_
XS3

4x+1
3x—2
4x+1 < 503x—2)

4x+ 1< 15x—10 | —15x
-11x+1<-10 | -1
—11x < —-11 |:(—11)
x>1

>5 |- (3x—2)

Keine weiteren Lésungen.

L= e
- X|X ]3’ [
Aufgabe 201:

Geben sie die Lésungsmenge der folgenden Ungleichung an.

3 2
<
4x—4 " x—6

Losung:
3 2
<
4x—4 " x—6
1. Fall:

Fir x < 1 beide sind negativ.
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> < |- (x—6)
4x—4 7 x—6
370 S o 1 x— 4
4x —4 —

3x —18 < 2(4x—4)
3x—18<8x—8 | —8x
—5x—-18< -8 |+ 18
—5x <10 |:(=5)
X=-2

X € [-2;1]

2. Fall:

Fir 1 < x < 6ist nur der zweite Nenner negativ.

< . —
4x—4 " x—6 | x=6)
3(x—6)>2 4 A
—1 2 |- (4x —4)

3x —18 > 2(4x — 4)
3x—18>8x—8 | —8x
—5x—18> -8 |+ 18
—5x>10 |:(-=5)

X< -2

Fir x ergibt sich ein Widerspruch.

3. Fall:

Fir x > 6 sind beide Nenner positiv.

3
< . —
4x—4 " x—6 " x=6)
3()(—6)<2 4 4
— = |- (4x —4)

3x —18 < 2(4x—4)
3x—18<8x—8 | —8x
—5x—-18< -8 |+ 18
—5x <10 |:(-5)
X=>—2

X €]6; +oo[
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L = {x|x € [-2; 1[U]6; + o[}
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Aufgabe 202:

TEC

Technik
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Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

x| =11

Losung:
Fall 1:
+(x) =11
x=11

Fall 2:
—(x) =11
x=-11
L ={£11}

Aufgabe 203:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

lx — 12| = 12

Losung:

|x — 12| =12
Fall 1:
+(x—12) =12
x—12 =12

x =24

Fall 2:
—(x—12) =12
-x+12 =12
x=0

L = {0; 24}

Aufgabe 204:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

|x + 6| =2

Losung:

Mathematik |
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x +6]=2
Fall 1:
+(x+6) =2
xX+6=2

x=—4

Fall 2:

—(x+6)=2

—Xx—6=2

—-x =28

x=-8

L ={—4;-8}
Aufgabe 205:

International Project Engineering IPB

Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

|x + 15| = 25

Losung

|x + 15| = 25
Fall 1:

+(x + 15) = 25
x+15=25

x =10

Fall 2:

—(x+15) =25

—x—15=125

—x =40

x = —40

L = {—40; 10}
Aufgabe 206:

Ermitteln Sie die LOosung dieser Betragsgleichung.

2x —|3—x| =18

Losung
2x —|3—x| =18

Mathematik |
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Fall 1:
2x — (+(3—x)) =18
2x—3+x=18
3x —3=18

x=7

Fall 2:
2x —(—(3—x)) =18
2x+3—x=18

x+3=18
x =15
L = {7; 15}

Aufgabe 207:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

2x + |2x + 4| = —4

Losung

2x + |2x + 4| = -4
Fall 1:

2x + (+(2x+4)) =18
2x+2x+4=-4

4x +4 =—4

x=-2

Fall 2:

2x + (—(2x+4)) = —4

2x —2x —4 =—-48

0=0

Ist immer giltig, wenn

2x+4)<0

2x < —4

x <=2

Daraus ergibt sich folgende Losung:

L={xx< -2}
Aufgabe 208:
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Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

[3x + 6] —2x = =5

Losung

|3x + 6] — 2x = =5
Fall 1:
(+(Bx+6)) —2x = =5
3x+6—2x =—-4
X+6=-5

x=-11

Die Losung ergibt im Betrag keine positive Zahl deshalb keine Lésung.

Fall 2:

(-(3x+6)) —2x = -5
—3x—6—2x =-5
—5x—6=-5

1
Y= 75

Ist immer glltig, wenn

(2x+4)<o0

2x < —4

x <=2

Die Losung ergibt im Betrag keine negative Zahl deshalb keine Lésung.

L={}
Aufgabe 209:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.
|x? + 3x| = 4

Losung:

|x? + 3x| = 4

Fall 1:

+(x?>+3x) =4

x2+3x =4

x2+3x—4=0
—3+/32—-4-1-(-4) -345

2-1 2

X1,2 =
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—-3-5
X1 =

Fall 2:
—(x>+3x)=4
—x?—-3x =4

—x?—-3x—4=0
+34+./32—4-(-1) (-4
£y DD, p

X =

Lz 2-1
Keine weiteren Losungen
L={-4;1}
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Aufgabe 210:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

|x? +4x — 33| =12

Losung:

|x? + 4x — 33| =12

Fall 1:

+(x? + 4x —33) = 12

x2+4x—-45=0

_ —4+/42—4-(+1)-(—45) —4+14

*12 = 21 2
—4 4+ 14

X, = > =5
—4 - 14

Xp = ——F— =

Fall 2:

—(x*+4x—33) =12
—x% —4x +33 =12
—x%—4x+21=0
44t (-2 —4-(-1)-(21) +4+10

$12 = 2-(=D) =2
+4+10

X ==
+4—10

Xy == =3

L={-9;-7;3;5}
Aufgabe 211:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

|x? + 10x — 27| = 48

Losung:

|x? + +10x — 27| = 48
Fall 1:

+(x? + 10x — 27) = 48
x2+10x—75=0

—10 £ /102 —4- (+1) - (=75) —10+ 20
2-1 2

X1,2 =

98-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
—-10—-20
X, = — = -15
—-10+ 20
X, = — =5
Fall 2:

—(x? +10x — 27) = 48
—x? —10x + 27 = 48
—x2—-10x—-21=0
10 £,/(100)2 -4 (-1)- (-21) _10+4

Y2 = 2- (=1 2
10 + 4

xl = _2 = —
10— 4

x2 - _2 - _3

L = {-15;-7;-3;5}
Aufgabe 212:
Ermitteln Sie die Losung dieser Betragsgleichung.

|x + 1| + 5 = |2x — 4]

Losung:
Es missen vier Falle unterschieden werden:

Im Fall 1 sind die Terme in den Betragszeichen beide nicht-negativ (groBer oder
gleich Null).

|x + 1| +5 = |2x — 4]
+(x+1)+5=4+2x—4)
x+1+5=2x—4

—x =—10

x =10

Im Fall 2 ist der Term im ersten Betragszeichen nicht-negativ, im zweiten aber ne-
gativ.

|x + 1| +5 = |2x — 4]
+(x+1)+5=—-2x—-4)
x+1+5=-2x+4

3x =-=2

X=—§
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Im Fall 3 ist der Term im ersten Betragszeichen negativ, im zweiten aber nicht-ne-
gativ.

|x + 1| +5 = |2x — 4|
—-(x+1)+5=+2x—-4)
—x—1+5=2x—-4
—3x = —8

8

x=+§

Erfullt nicht die Bedingung, dass das erste Betragszeichen negativ sein soll, also
keine LOsung.

Im Fall 4 sind die Terme in den Betragszeichen beide negativ
|x + 1| +5 = |2x — 4]

—(x+1)+5=—-2x—-4)

—x—1+5=-2x+4

x=0

Erfullt nicht die Bedingung, dass das erste Betragszeichen negativ sein soll, also
keine Losung.

]L—{ - 10}
=3
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Betragsungleichungen
Aufgabe 213:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

x| < 20

Losung:
|x| < 20
Fall 1:
x=0

x < 20

Fall 2:
x<0
—x < 20
x > —20
L = {x € ]-20;20[}
Aufgabe 214:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

|x — 20| <6

Losung:

|x —20] <6

Fall 1:
x—20=>0
+(x—20) <6
x—20<6

x <26

Fall 2:
x—20<0
—(x—20)<6
—x+20<6
—-x < —14
x> 14
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L = {x € ]14; 26[}

Aufgabe 215:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

|x — 6] <20

Losung:

|x — 6] <20

Fall 1:
x—6=>0
+(x—6) <20
x—6<20

x <26

Fall 2:

x—6<0
—(x—6) <20
—x+6<20

—x < +14
x=—14

L ={x € [-14;26]}

Aufgabe 216:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

|x —4] <3

Losung:

|x —4| <3

Fall 1:
x—4=>0
+(x—4)<3
x—4<3

x <7

Fall 2:

Mathematik |
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x—4<0
—(x—4)<3
—x+4<3
—x < -1
x>1
L={x€]1;7[}
Aufgabe 217:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.
|3x + 2] < 26

Losung:

|3x + 2] < 26
Fall 1:
3Ix+2=0
+(3x+2) <26
3Ix+2<26

x<8

Fall 2:
3x+2<0
—(Bx+2)<26
—3x—2<126
—3x <28

_ 28
=773

e[ 2]

Aufgabe 218:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

|x + 6] < 20

Losung:

|x + 6] < 20

Fall 1:
x+6=>0
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+(x+6) <20
x+6<20
x < 14

Fall 2:

x+6<0
—(x+6)<?20
—x—6<20
—x < 26

x> =26

L ={x € ]-26;14[}

Aufgabe 219:

Losen Sie folgende Betragsungleichung.

2+ |x+3]<3

Losung:

2+ |x+3|<3
Fall 1:
x+3=0

2+ (x+3)<3
2+x+3<3
x <=2

Fall 2;

x+3<0
2—-(x+3)<3
2—-x—3<3

—-x <4

x>—4
L={xe]-4;,-2[}

Aufgabe 220:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

2-lx—1|>8

Losung:

Mathematik |

104-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
2-|x—1|>8
Fall 1:
x—1>0
2(x—1)>38
2x —2>8
2x > 10
x>5

Fall 2:
—2(x—1)>8
—2x+2>8
—2x>6

x< -3
L={x<-3Vvx>D5}
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Aufgabe 221:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

|x + 1] — |2x — 6] < 10

Losung:
Es mussen vier Falle unterschieden werden:

Im Fall 1 sind die Terme in den Betragszeichen beide nicht-negativ (groBer oder
gleich Null).

x+ 1] —|2x— 6] <10
+(x+1)—(2x—-6) <10
x+1-2x+6<10

—x <3

x=-3

Im Fall 2 ist der Term im ersten Betragszeichen nicht-negativ, im zweiten aber ne-
gativ.

x+ 1] — [2x— 6] <10
+(x+1)+2x—6) <10
x+1+2x—-6<10

3x <15

x<5

Im Fall 3 ist der Term im ersten Betragszeichen negativ, im zweiten aber nicht-ne-
gativ.

Ix+ 1] — [2x— 6] <10
—(x+1)+@2x—-6)<10
—-x—1-2x+6<10

3
X =75

Erfullt nicht die Bedingung, dass das erste Betragszeichen negativ sein soll, also
keine Losung.

Im Fall 4 sind die Terme in den Betragszeichen beide negativ

x+ 1] —|2x—6] <10

—(x+1)—-(02x—-6)<10

—-x—1+2x-6<10

x <17

x> -5

106-398



i

TEC

Technik

International Project Engineering IPB

Die verschiedenen Losungen ergeben die reellen Zahlen.

[x + 1]

L=R

Aufgabe 222:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.

[x?2 —4x +2| <2

Losung:
[x?2 —4x +2| <2
Fall 1:
x2—4x+22=0
x2—4x+2<2

x> —4x<0
x(x—4)<0
L = {[0; 4]}

Aufgabe 223:

Losen Sie folgende Betragsungleichung.

2x

Losung:

2x > 1
[x+ 1] —

D = R\{-1}

Fall 2:
x+1<0

—(x+ 1)21

Mathematik |
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2x< —x—1

x< -1

L={x>1vx<-1}

Aufgabe 224:
Losen Sie folgende Betragsungleichung.
x+3

—<2
|2x — 1]

Losung:
x+3

— <
|2x — 1]

o-n)

2

Fall 1:
2x—1>0
x+3
—<
|2x — 1]
x+3<22x-1)
x+3<4x -2
—3x < -5

2

ol

> =
*=3

Fall 2:

2x—1<0
x+3 <2
|2x — 1] —
x+3
mﬁz
x+3< —4x+2
S5x < —1

1

< __
X=75

L={rs-—gvez2]
=X < S x_3

Mathematik |
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Trigonometrische Gleichungen
Aufgabe 225:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(x) = E\/E

im Bereich von =27 < x < 4.

Losung:
1
sin(x) = E\/E
Laut der Formelsammlung:
1
sin(45°) = E\/E

Daraus ergibt sich eine erste Losung:

1
X, = Zn
Im zweiten Feld ergibt sich eine weitere Losung:
1 3
X, =T — ZT[ = Zn
Im Definitionsbereich von —2m < x < 4m ergeben sich weitere Lésungen:
1
X3 —x1—2n=Zn—2n=——n
3
x4—x2—2n=zn—2n=——n
1 9
x5=x1+2n=1n+2n=1n
3 11
x6=x2+2n=zn+2n=zn

Y P B S ML
4 4 4 74 4 4

Aufgabe 226:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1

sin(x) = — 3

im Bereich von 0 < x < 2m.

Losung:

Aus
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] 1
sin(x) = -3
folgt
! o 1
x' =30°= gn
Da der Sinus nur im 3. und 4. Feld negativ ist, ergeben sich folgende Losungen:
1 7
Xp=m+ Eﬂ = ET[
1 11
X, = 2 — ET[ = ?n
7 11
L={gm 5|

Aufgabe 227:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,3

im Bereich von —m < x < +m.

Losung:
Der Taschenrechner liefert fUr das erste Feld:

x; = 1.266

Der Bereich geht von
—T<x<+m
Daraus ergibt sich die zweite Losung:

x, =0—1,266 = —1,266

L ={+1,266}
Aufgabe 228:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) = —0,5

im Bereich von =27 < x < +2m.

Losung:

Laut der Tabelle aus der Formelsammlung ergibt sich flir die Gleichung eine erste

Losung:
2

X, ==T
173
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Da der Kosinus im zweiten und im dritten Feld negativ ist:
1 4

X =MT+-T=5T
z 3 3

Da der Bereich von —2m < x < +2m geht, existieren auch die entsprechenden ne-
gativen Losungen.

]L—{+2 L4 }
— T3 E3"

Aufgabe 229:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
3-sin(x) = 4

im Bereich von —m < x < +m.

Losung:

3-sin(x) = 4
] 4

sin(x) = 3

Diese Gleichung hat keine Losung, weil alle Sinuswerte in dem Intervall [—1; 1] lie-
gen.

L={}
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Aufgabe 230:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:

Der Kosinus ist laut Formelsammlung bei

1

X1 = ET[

und periodisch wieder bei
3

Xy = ET[

im vorgegebenen Bereich Null.

IL—{l _3 }
2T a"

Aufgabe 231:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
cos(x) =0,8

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:

Erste LOsung mit dem Taschenrechner berechnet:
x; = 0,644

Diese Losung befindet sich im ersten Feld,

und periodisch wieder bei

X, = 2m — 0,644 = 5,639

L = {0,644; 5,639}
Aufgabe 232:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos(x) = —%\/5

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:
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Erste LOsung mit dem Taschenrechner berechnet:
x; = 2,186
Diese Losung befindet sich im zweiten Feld,
und periodisch wieder bei
x'=m—2,186 = 0,956
x, =1+ 0,956 = 4,096

L = {0,956; 4,096}
Aufgabe 233:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
tan(x) = —V3

im Bereich von —m < x < +2m.

Losung:
Aus der Formelsammlung der gibt sich die erste Losung:
2

X1 :§T[

Geht man eine Periode zuriick, so erhdlt man eine weiter Losung:
2 1

X2:§T[—T[:—§T[

Geht man von der x1-Losung eine Periode vorwarts, so erhdlt man eine weitere Lo-
sung:

X3=§1I+1T=—1I

]L—{ 1 2 5}
— 17 3™3™3"

Aufgabe 234:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

cos (gx) = %\/5

im Bereich von =3 <x < 12.

Losung:

Substitution:
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T
u=—-x
6

damit ergibt sich:

cos(u) = %\/5

Aus der Formelsammlung ergibt sich eine erste Losung:

1
u; = ET[
Riucksubstitution:
i
u= EX
1 T
gT[ = gX
x; =1

Der Kosinus ist im vierten Feld positiv, also ergibt sich eine weitere Losung:

1 11
u2=2‘l'[—g‘l'[=?‘l'[

Ricksubstitution:

Tt
u:gX
11 T
?T[:gx
X, =11

Im positiven Bereich keine weiteren Losungen mehr.

Im negativen Bereich ergibt sich eine weitere Losung:

1 1
uz; =0-— gT="35"
Ricksubstitution:

i1

ung

Im negativen Bereich auch keine weiteren Losungen mehr.

L={-1;1;11}
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Aufgabe 235:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

sm@_9=_l

im Bereich von —1t < x < +4T.
Losung:

Substitution:

X T
U=3"3
damit ergibt sich:
] 1
sin(u) = —3
Aus der Tabelle ergibt sich:
, 1
u = gn

Negative Werte nimmt der Sinus im dritten und vierten Feld an. Daraus ergeben
sich die ersten Losungen:

B +1 7
Uy =TT =

Ricksubstitution:

Die zweite Losung:

1 11
u, = 21 — Eﬂ = ?n
Ricksubstitution:
X T
—2 4
11 X T
6" 2 4
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I
|

A

+
I

Keine gliltige Losung, da aulBerhalb des definierten Bereiches.

Weitere Losung:
uz; =0——m
3 6
1

U3 = _ET[

Ricksubstitution:

X T
U=37%

1 X T
T2 2
X 1 1
§=_ET[+ZT[
x =243
2- 12

1
Xz_gT[

1 17
:{6“‘?“}

Mathematik |
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Aufgabe 236:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
8
tan (X - 5) =2

im Bereich von —m<x < +21.

Losung:

Substitution:

T
u=x—-
2

damit ergibt sich:
tan(u) = 2

Mit Hilfe des Taschenrechners ergibt sich eine erste Losung:
u; = 1,107

Ricksubstitution:

_ TT
u=x >
1,107 = T

) =X 2

1
X = 1,107 + ET[

X, = 2,678

Eine Periode in den positiven Bereich:

u, = 1,107 + m = 4,249

Ricksubstitution:
T
u=x——
2

4249 = x — =
) =X 2

1
X = 4,249 + ET[

X, = 5,820

Eine Periode in den negativen Bereich:

u, = 1,107 — T = —2,035
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Ricksubstitution:

T
u=x—-
2

2,035 = z
) =X 2

1
x = —2,035 +§T[

X3 = —0,464

L = {-0,464; 2,678; 5,820}
Aufgabe 237:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung
1
sin(3x) = Z\/g

im Bereich von 0 < x < +2m.

Losung:
Substitution:

u = 3x

sin(u) = %\/E

Mit dem Taschenrechner erhalten wir eine erste Losung:
u; = 0,593

Ricksubstitution:

u = 3x
0,593 = 3x
x, = 0,198

Im zweiten Feld haben wir eine weitere Losung:
u, = m— 0,593 = 2,549

Ricksubstitution:

u = 3x
2,549 = 3x
x, = 0,850
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Da es sich im Original um eine gestauchte Funktion handelt, miissen wir hier unbe-
dingt weitere Werte lGberprifen:

u; =uy +2n = 0,593 + 2n = 6,876

Ricksubstitution:

u = 3x
6,876 = 3x
X3 = 2,292

U, = U, + 21 = 2,549 + 21t = 8,832
Ricksubstitution:

u = 3x

8,832 = 3x

X4 = 2,944

Uz = uy +4m = 0,593 + 4t = 13,159

Ricksubstitution:

u = 3x
13,159 = 3x
x, = 4,386

Ug = Uy + 41 = 2,549 + 4m = 15,115

Ricksubstitution:

u = 3x
15,115 = 3x
x5 = 5,038

Us = u; + 61 = 0,593 + 6 = 19,443

Ricksubstitution:

u = 3x
19,443 = 3x
Xg = 6,481

Liegt nicht mehr im vorgegebenen Bereich, also auch keine Lé6sung mehr.

L = {0,198; 0,850; 2,292; 2,944; 4,386; 5,038}
Aufgabe 238:
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

n(39=-3
sm3x— )

im Bereich von 0 < x < +3m.

Losung:

Substitution:

Aus der Formelsammlung erhadlt man den positiven Wert:

2
u= §X
. 1
sin(u) = —3
, 1
u = g‘l’[

Der Sinus ist im dritten und vierten Feld negativ, also ergeben sich folgende Lésun-

gen:
1

7

Gy =TM+-TT==-T

6

6

Ricksubstitution:

2
u=§x
7 2
g‘l’[zgx

21
Xlzﬁﬂ

7
X1=ZT[

1 11

u1=2n—gn=?n

Ricksubstitution:

2
u:§X
11 2
63"

33
X2 =ET[

11
X9 =IT[
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Im Bereich von 2 bis 31 gibt es keine weiteren Lésungen, da der Sinus dort positiv
ist.

]L—{7 11}
= ZT[,TT[

Aufgabe 239:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

1
- 1) ==
cos(x — 1) 2

im Bereich von —m < x < +21.

Losung:
Substitution:

u=x-—1

1
cos(u) = I

Mit Hilfe des Taschenrechners erhalt man:
u; = 1,318

Ricksubstitution:

u=x-—1

1,318 =x—-1

x; = 1,318+ 1 = 2,318
X, = 2,318

Die ndachste Losung in positiver Richtung ergibt sich aus:
u, = 2m — 1,318 = 4,965

Ricksubstitution:

u=x-—1

4,965 =x—1

x, = 4,965 + 1 = 5,965
x, = 5,965

Im negativen Bereich ergibt sich eine weitere Losung:
uz; =0-1,318 = -1,318

Ricksubstitution:
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u=x-—1
-1,318=x-1
x3 =-1318+1=-0,318
x3 = —0,318

L = {-0,318; 2,318; 5,965}
Aufgabe 240:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden trigonometrischen Gleichung

5 1
cos (x +€”) = —E\/g

im Bereich von —m < x < +2m.

Losung:

Substitution:

cos(u) = — %\/5

Aus der Formelsammlung konnen wir den positiven Wert ablesen:

, 1
u—611

Der Kosinus ist im zweiten und dritten Bereich negativ, daraus ergeben sich fol-
gende LOsungen:

1 5
u; =T — gn = gn
Ricksubstitution:

5

u =x+gn
5 5
gn =x+€1'[
X, =0

1 7
u, =T+ gT[ = gﬂ

Ricksubstitution:
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5
u, =x+ En
7 5
En =X+ ET[
1
Xy = §T[

Weiter in positiver Richtung:

=uy +2m = + 2 U
Uz = Uy + 21 = o+ 21 = o

Ricksubstitution:

5
uz—x+gn
17 5
?n=x+gn

12
X3—?T[=2T[
X3 = 2T

In positiver Richtung gibt es keine weiteren Losungen.

In negativer Richtung finden wir eine weitere L6sung:

1 5
u4=—n+gﬂ=—gﬂ
1
Uy = —gT[
Ricksubstitution:
5
Uy =x+gn
5 5
—gnz X+gT[
10
X4 = —?n

Liegt nicht mehr im gultigen Bereich, also keine Losung.
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Exponentialgleichungen
Aufgabe 241:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

5% =125

Losung:
5% =125
5% =53

x=3

Probe:

5% =125
x=3

53 =125
Wahre Aussage

L={3}
Aufgabe 242:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

25%t2 =125

Losung:
25%t2 =125
(52)X+2 — 125

52x+4 — 53

2x+4=3 |—4

2x=—-1 |:2
1
=2
Probe:
25%t2 =125
1
T2
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1
2572%% = 125
125 =125

Wahre Aussage

L={ !
-3
Aufgabe 243:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

2x710 =3.125

Losung:
2%710=3125 |In( ))
In (2¥71%) = 1n (3.125)
(x—10)-In(2) =1In(3.125) |:In(2))
_ In(3.125)
In(2)
_ In(3.125)
In(2)
x = 21,61

| + 10

10

Probe:
2%710 = 3125
B In(3.125)
In(2)

In(3.125)
2 m@ 07— 3125

In(3.125)
2 In(@ =3125

3.125 = 3.125
Wahre Aussage

In(3.125)
L= {W + 10}

Aufgabe 244:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

100%*t1 = 128
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Losung:
100**1 =128 |1n (9)
In (100**1) = 1n (128)
(x+ 1) -In(100) = In(128) |:In(100))

_ In(128)
"~ In(100)
_ In(128)
X = In(100)
x = 0,054
Probe:
100%+1 = 128
_ In(128)
X = In(100)
In(128)
100m100 " = 128
In(128)
1001n(100) = 128
128 = 128

Wahre Aussage

L In(128) "
~ |In(100)
Aufgabe 245:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

102X+30 — 1006X

Losung:

102x+30 — 1006X
102%+30 = (102)6%
102%+30 — 10012x
2x+30=12x |—2x
10x =30 |:10

x=3

Probe:

102X+30 — 1006X
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x=3
102'3+30 — 1006'3
103 = 10018
1036 = 103°

Wahre Aussage

L = {3}
Aufgabe 246

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.
9X+2 — 27X—1

Losung:

gx+2 — p7x-1

(32)%+2 = (33)x1
32x+4 — 33x-3
2x+4=3x—3 |—2x
4=x—-3 |+3

x=7

Probe:

9X+2 — 27X—1
x=7

97+2 — 277—1
9% = 276

318 — 318

Wahre Aussage

L={7}
Aufgabe 247:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.
32X+1 — 16X—1

Losung:
32X+1 — 16X—1
(25)x+1 — (24))(—1
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25X+5 — 24X—4

5x+5=4x—4 | —4x
Xx+5=—-4 | -5

x=-9

Probe:

32X+1 — 16X—1
x=-9

32—9+1 — 16—9—1
3278 =161

2—4-0 — 2—4-0

Wahre Aussage

L={-9}
Aufgabe 248:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.
8- 4X+3 — 16X+1 . 8X+2

Losung:

8. 4x+3 — 16X+1. gx+2

23. (22)x+3 — (24)x+1 . (23)x+2
23 . 92x+6 _ 24x+4 , 93x+6

22X+9 — 27X+10

2x+9=7x+10 |—7x
—5x+9=10 | -9

—5x=1 |:(=5)

X = —g

Probe:

8- 4X+3 — 16X+1 . 8X+2
_ 1

*=T5

4 4 9
8-45 =165 -85

Wahre Aussage
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Aufgabe 249:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.
5% —30:5%4+125=0

Losung:
5% —30-52%4+125=0
Substitution:
u = 52x
u? —30u+125=0
—b+vbZ—4ac 30 +./(-30)2—4-1-125 30420

Y172 = 2a 21 2
_ 30+ 20 Y
u; = > =
_ 30 —20 _c
u, = > =
Ricksubstitution:
u = 5%
u; =25
52X = 25
Xl = 1
u=5%
u, =5
52X =5
_ 1
Xy = >
Probe:

54 —30-5%+125=0
X =1

541 -30-5%214125=0
625—-750+125=0
Wahre Aussage

5% —30-5%+125=0

1
X2:_
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1
5%2—30-5°24+125 =0
52-30:-5'+125=0
Wahre Ausage

L=z
=13
Aufgabe 250:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.
24X — 22X+6 4 1024 =0

Losung:

24% —22X%6 4 1024 =0
24X —22X.26 41024 =0
Substitution:

u = 2%

u? — 64u + 1024 =0

—b++vVbZ—4ac 64+.,(—64)2—4-1-1024 64
Y1/ = 2a - 21 =5 =32

u=32

Ricksubstitution:

Probe:

24% — 22X+6 4 1024 =0

X==

2
42 2346
2°2—-2°2""4+1024=0
210 - 211 11024 =0
Wahre Aussage
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-

Aufgabe 251:

Mathematik |

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

16X — 512 - 2% + 65536 = 0

Losung:
16X — 512 22X 4+ 65536 = 0

(2%)% — 512 - 22X 4 65536 = 0

24X — 512 22X 4+ 65536 =0
Substitution:
u = 2%

u? —512u + 65536 = 0

—b++vb?—4ac 512 +,/(-512)2 —4-1-65536 512

Uy = o
u=256

Ricksubstitution:

16X — 512 - 22X + 65536 = 0
X =4

16* — 512+ 2%* + 65536 = 0
0=0

Wahre Aussage

L = {4}
Aufgabe 252:

2-1

2

= 256

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Exponentialgleichungen.

2510 — 2. 510x+2 4 625 =0
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Losung:
2510% — 2. 510%%2 4 625 =0
(52)10x — 2.510x. 52 4 625 =0
520 — 50 519% 4 625 =0
Substitution:
510x — )

u? —50u+625=0

_—bi\/b2—4ac_50i\/(—50)2—4-1-625_50_25
Uiz = 0a = 2.1 2

u=25
Ricksubstitution:
u=25
510x =u

510% = 25

1
X=3

Probe:
2510x _ 2. 510x+2 4 625 =

X=2

25195 _ 251952 4 625 = 0
252 —-2-5%*+625=0
0=0

Wahre Aussage
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Logarithmusgleichungen
Aufgabe 253:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

5-logs(x) = 15

Losung:

5-logs(x) =15 |:5
log;(x) =3

x =33

x =27

Probe:

5-log;(27) = 15

15=15

Wahre Aussage

L = {27}
Aufgabe 254:

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

2
2 logy () = 5

Losung:
2
2-logy,(x) = 3 |: 2

1
log,,(x) = §

2
2-logy,(3) = §

2 2

373

Wahre Aussage:
L={3}

Aufgabe 255:
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Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

logs(15x — 10) = logs(10x + 35)

Losung:

logs(15x — 10) = logs(10x + 35)

Beide Basen sind gleich, also kann der Numerus direkt verglichen werden:
15x — 10 = 10x + 35 | — 10x

5 —10=35 |+ 10

5x =45 |:5

x=9

Probe:

logs(15x — 10) = logs(10x + 35)
x=9

logs(15+-9 — 10) = logs(10-9 + 35)
logs(125) = logs(125)
Wahre Aussage
L = {9}
Aufgabe 256:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

2-log,(x—1) =log,(3x+ 1)

Losung:
2-log,(x—1) =log,(3x+ 1)
log,(x — 1)? = log,(3x+ 1)

Die beiden Logarithmen besitzen die gleiche Basis, als kann der Numerus gleichge-
setzt werden.

x—1)2=3x+1
x?—2x+1=3x+1 |—3x
x2—-5x+1=1 |—1

x?—5x=0
x(x—=5)=0
X, =0
X, =
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Probe:
2-log,(x—1) =log,(3x + 1)
x; =0

2-log,(0—1) =log,(3-0+1)

Keine wahre Aussage

2-log,(x—1) =log,(3x + 1)
X, =5

2-log,(5—-1) =log,(3-5+1)
2 -log,(4) =log,(16)

log,(4%) = log,(16)

log,(16) = log,(16)

Wahre Aussage

L = {5}
Aufgabe 257:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

log,(20x2 + 10x) = log;,(50x)

Losung:
log10(20x2 + 10x) = log;((50x)

Die beiden Logarithmen besitzen die gleiche Basis, als kann der Numerus gleichge-
setzt werden.

20x% + 10x = 50x | — 50x
20x? —40x =0
x(20x —40) =0

X, =0
X, =2
Probe:

log,0(20x2 + 10x) = log;,(50x)
X, =0
10g10(20 ) 02 + 10 - O) = 10g10(50 . O)

Keine wahre Aussage
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log,0(20x2 + 10x) = log;,(50x)
X, =2
log,0(20 22 +10-2) = log;,(50-2)
log10(100) = log,((100)
Wahre Aussage

L = {2}
Aufgabe 258:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

log; (x% + x + 15) = log;(2x? + 2x + 3)

Losung:
log; (x% + x + 15) = log;(2x? + 2x + 3)

Die beiden Logarithmen besitzen die gleiche Basis, als kann der Numerus gleichge-
setzt werden.

x> +x+15=2x*>+2x+3 | —x?
x+15=x*+2x+3 |—x
15=x*+x+3 |—15

x2+x—12=0

—b+vb?—4ac -1+ 12-4-1-(-12) -1+7

X1/2 = 2a 21 2
_ 17,
X =——F— =
—1-7
Xy = > = —4
Probe:

log;(x? + x + 15) = log;(2x? + 2x + 3)
Xy =3
log3(3% + 3+ 15) = log3(232+2-3+3)

log5(27) = log5(27)
Wahre Aussage

logs(x? + x + 15) = log3(2x? + 2x + 3)
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XZ = _4‘
log;((—4)? — 4+ 15) = log3(2(—4)> +2- (—4) + 3)
logs(27) = logs(27)
Wahre Aussage

L ={—4;3}
Aufgabe 259:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

log,(3x — 1) + log,(x+5) =6

Losung:

log,(3x — 1) +log,(x+5) =6
log2((3x—1)-(x+5)) =6
log,(3x? + 14x—5) = 6

26 =3x2+14x—-5 |—64
3x2+14x—69 =0

—b++vbZ—4ac -14+.,142—4-3-(—69) —14+32

X1/2 = 2a 23 6
_—14+32_

X, = e =

_ -14-32 46 23

T T T T e T T3

Probe:

log,(3x — 1) + logz(x+5) =6

X1:3

log,(3-3—1) +log;(3+5) =6
log,(8) + logs(8) = 6
Wahre Aussage

log,(3x — 1) + logz(x+5) =6
23
3

23 23
log, (3 : (—?) — 1) + logs (—?+ 5) =6

Keine wahre Aussage

Xy =
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L = {3}
Aufgabe 260:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

log,(2x — 2) + log,(x + 1) = log,(4x + 4)

Losung:

log,(2x — 2) +log,(x + 1) = log,(4x + 4)
logz((Zx -2)(x+ 1)) = log,(4x + 4)
log,(2x? — 2) = log,(4x + 4)

Die beiden Logarithmen besitzen die gleiche Basis, als kann der Numerus gleichge-
setzt werden.

2x2 —2=4x+4 | —4x
2x2 —4x—2=4 |—4
2x2 —4x—6=0

—b+vb?—4ac  +4+./(—4)?—4-2-(-6) 4+8

X1/2 = 2a 2.2 4
448

==
4-8

X2=—4 =-1

Probe:

log,(2x — 2) + log,(x + 1) = log,(4x + 4)

Xy =3

log,(2-3—2)+1log,(3+1) =log,(4-3+4)
log,(4) +log,(4) = log,(16)

log,(16) = log,(16)

Wahre Aussage

log,(2x — 2) + log,(x + 1) = log,(4x + 4)
Xz = _1
log,(2-(—=1) —2) +log,(—1+1) =log,(4-(—1) + 4)

Keine wahre Aussage

L= {3}

139-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
Aufgabe 261:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

4-logyo(20x +20) +2
4-log;o(20x +20) —7

10

Losung:

4 -log;0(20x + 20) + 2 _ 10
4 -log,0(20x + 20) — 7
Substitution:

u = log;((20x + 20)
Mzm | - (4u—7)
4-u—-7

4u+2=104u—-7)
4u+2=40u—-70 |—40u
—-36u+2=-70 | -2
—36u=-72 |:(—36)
u=2
Ricksubstitution:

u = log;,(20x + 20)
u=>2

2 =log((20x + 20)
102 =20x+20 | —20
20x =80 |:20

Xx=4

Probe:

4 -log,9(20x + 20) + 2
4-logyo(20x +20) — 7
X =4

4 -logyo(20 - 4 + 20) + 2
4-10g,0(20-4+20)—7
4 -log,0(100) + 2
4-10go(100) — 7

10 = 10

10

Wahre Aussage
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L = {4}
Aufgabe 262:
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden logarithmischen Gleichung.

4 [logo(x +95)]? — 16 - log;o(x + 95) = —16

Losung:

4 - [logyo(x + 95)]* — 16 - logyo(x + 95) = —16
Substitution:

u = log;o(x +95)

4-[u]*—16-u=-16

4u?—16u+16=0

= _:2
H1/2 2a 24 8

u=2

Ricksubstitution:

u = log;o(x + 95)

u=2

2 =log,o(x +95)
102 =x+95
100 =x+95 |—95

x=5

Probe:

4 [logo(x +95)]?> — 16 - log;o(x + 95) = —16
x=05

4 - [log1o(5 + 95)]% — 16 - logy,(5 + 95) = —16
—-16 = —-16

Wahre Aussage

L = {5}
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Lineare Algebra

Matrizen

Aufgabe 263:
Welchen Typ oder Ordnung besitzt die Matrix A und die Matrix B?

a=(0 o ie=(2 )

Losung:
A=Typ(2,3) und B=Typ(2,2)
Aufgabe 264:

Berechnen Sie die Spur der Matrix B.

=35 Zo)

Losung:
-8
Aufgabe 265:
Multiplizieren Sie die Matrix B mit dem Skalar Q=2

=55 Zo)
Losung:
as=0-(2 N)=2:(2 D)=(CH

Aufgabe 266:

Fihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfiihrbar ist.

A= 2 3ie=(C, 2 7Y

Losung:

Eine Matrizenaddition ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen, Spal-
ten) Ubereinstimmt.

ave=(5 2 9+(C 2 H=-0 29

Aufgabe 267:

Transponieren Sie die Matrix A zu AT.
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-2 3 —4
A= 3 -1 8
0 3 7

Losung:

-2 3 0
A= 3 -1 3
—4 8 7

Aufgabe 268:

Fiihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfihrbar ist.

A= 5e=( o)

Losung:

Eine Matrizenaddition ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen, Spal-
ten) Ubereinstimmt.

A+B=(i §)+(—; —_13):(3 —E)
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Aufgabe 269:

Fihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfiihrbar ist.

A=t ;);B:(i 1)

0 0

Losung:
Die Addition A+B ist nicht erlaubt, da beiden nicht den gleichen Typ besitzen.
A: Typ(2,2)
B: Typ(3,2)
Aufgabe 270:

Fihren Sie folgende Matrizensubtraktion A-B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Sub-
traktion Uberhaupt durchfihrbar ist.

a=(t 2 3y po(L -2 -3

8 8 4 -4 -2 -1
Losung:
arp=(0 2N 2 =2 29

Aufgabe 271:

Fiihren Sie folgende Matrizensubtraktion A-B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Sub-
traktion Uberhaupt durchfihrbar ist.

a=(s 5he=( o)

Losung:

avs=(g - 0= 13)
Aufgabe 272:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die
Multiplikation tiberhaupt durchfihrbar ist.

a=(3 9e=( o)

Losung:
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1 -1
2 -10
2 3 -4 -32
4 5 -6 -54

4= 5 50=C6 Zsa)
Aufgabe 273:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die
Multiplikation tiberhaupt durchfihrbar ist.

=0 1 D=0 Y

Losung:

Geht nicht

Typ(2,3)xTyp(2,2)=> geht nicht
Aufgabe 274:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die
Multiplikation GUberhaupt durchfihrbar ist.

A= (5 2 m=(1 2)

0 1
Losung:
3 0
1 2
0 1
1 2 3 5 7
1 1 1 3
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Aufgabe 275:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die
Multiplikation Gberhaupt durchfihrbar ist.

M 1100
A= ; B=10 1 1 0
0 11 1 1 1 1
1 1 1
Losung
1 1 0 ©O
o 1 1 0
1 1 1 1
o 1 o o 1 1 0
1 1 0 1 2 1 0
o 1 1 1 2 2 1
1 1 1 2 3 2 1

Aufgabe 276:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation (A-B) - C durch. Uberpriifen Sie bitte, ob
die Multiplikation Gberhaupt durchfihrbar ist.

1 2 1 0 1 1 1 1 1
A=|10 1 O0 [;B=|1 0 1);C=(0 1 1
1 1 -1 0 1 0 1 10

Losung:

0 1 1

1 0 1

0 1 0

1 2 1 2 2 3
1 0 1 0 1

1 1 -1 1 0 2
1 1 1

0 1 1

1 1 0

2 2 3 5 7 4
1 0 1 2 2 1
1 0 2 3 3 1

Aufgabe 277:

Fiihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - (B - C) durch. Uberpriifen Sie bitte, ob
die Multiplikation Gberhaupt durchfihrbar ist.
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1 2 1 0 1 1 1 1 1
A=(0 1 0 |;B=(1 0 1);C=10 1 1
1 1 -1 0 1 0 1 1 0
Losung:
1 1 1
0 1 1
1 1 0
1 1 1 2 1
1 0 1 2 2 1
1 0 0 1 1
1 2 1
2 2 1
0 1 1
1 2 1 5 7 4
0 1 0 2 2 1
1 1 -1 3 3 1

Aufgabe 278:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.
1 -1 O

A=11 1 2
2 -1 -1

Losung:
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0 1 0 0
2 0 1 0 [{1)mali-1)+(2)
2 -1 -1 0 0 1 (1)mal{-2)+(3)
1 -1 0 1 0 0
1 0 (2)und(3) tauschen
0 1 -1 -2 0 1
1 -1 0 1 0 0 (2)+(1)
-1 1
0 2 2 -1 1 0 (2)mal{-2)+(3)
1 1 0 1
1 - - 0 1
0 0 4 3 1 -2 (3)/4
1 1 0 1 {3)1+1)
1 0 1 {3)+(2}
0 0 1 0,75 0,25 -0.5
1 0 0 -0.25 0,25 0,5
1 0 -1,25 0,25 0,5
0 0 1 0,75 0,25 -05

-0,25 0,25 0,5
Al = <—1,25 0,25 0,5)
0,75 0,25 -0,5
Aufgabe 279:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.
3 2 -1

A=11 0 3
4 4 2

Losung:
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3 2 -1 1 0 0/ (liund (2)tauschen
1 0 3 0 1 0

4 2 0 0 1
1 0 3 0 1 0
3 2 1 1 0 (1)mal{-3)+(2)
4 2 0 0 1 (1)"(-2)#(3)
1 0 3 0 1 0
2 -10 1 -3 0 (2)/2
0 4 -10 0| -4 1 (2)mal(-2)+(3)
1 0 3 0 1 0
0 1 -5 0,5 -15 0
0 D 10 -2 2 1 (3)/10
1 0 3 0 1 0 (3)mal(-3)+(1)
1 -5 0,5 -15 0 (3)mal{5)+(2)
0 0 1 02 02 01
1 0 0 06 04 -03
1 0 05 -05 05
0 0 1 02 02 01

i} »

0,6 0,4 -0,3
ATl = (—0,5 -0,5 0,5)
-0,2 0,2 0,1
Aufgabe 280:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.
0 1 1

A=(1 0 1
1 1 0

Losung:

Mathematik |

149-398



va TEC

Technik

0
1
1

L= =]

L= =]

=R~

=R~

N RN RN -

International Project Engineering IPB

1 0
0 1
o0 0
0 1
1 0
o0 0
0 1
1 0
-1 0 -1
0 1
1 0
-2 -1 -1
0 1
1 0
05 05
0 05 05
0 05 -05
1 05 05
1 1
2 2
1 1
2 2
1 1
2 2

0/ {1jund [2)tauschen
0
1

0
0
1021)7(-1)+(3)

0
0
1 (2)mal{-1)=(3)

0
0
1 (3)/-2

0 (3)mali-1)=(1)
0 (3)mali-1)=(2)

0,5

0,5
0,5
0,5

Mathematik |
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Aufgabe 281:

Berechnen Sie die Inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten-Methode.
4 3

A=
5 7

Losung:

Berechne die Determinante von A:

4 3
det A = det
e e(5 7)

—4.7-5.3=13

Setze deine Berechnungen in die Zielformel ein und bilde anschlielfend die Transponierte:
a . al,\"
A1 1 L1 @19
det(A) (a'gjl a'zjz)

17 =5\7
- 13\-3 4
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Aufgabe 282:

Berechnen Sie die Inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten-Methode.

2 6 10
A=1]5 -1 8
4 —4 3
Losung:
2 6 10
det A=det |5 —1 8
4 -4 3

= —6+192 — 200 + 40 — 90 + 64 =0

Es existiert keine inverse Matrix zu der Matrix A.

Aufgabe 283:

Berechnen Sie die Inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten-Methode.

1 2 3
A=1-2 1 4
3 2 -1

Losung:

Mathematik |
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Berechne die Determinante von A:

1 2 3
detA=det | -2 1 4
3 2 -1

Sarrus

= —1+4+24-12-9-4-8=-10

Berechne alle Eintrage a.,:

1 4
a}, = det (2 71)

=—1-8=-9
-2 4
a’l,2=—det( 3 _1)
=—(2-12)=10
ay 3 = det (_z ;)
=—4-3=-7
ay, = —det (2 _;})
=—(—2-6)=28

Mathematik |
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1 3
a;, = det (3 _1)
=-1-9=-10
1 2
“5,3 = —det (3 2)
=—(2-6)=4
2 3
az, = det (1 4)
=8-3=5
1 3
=—(4+6)=-10
1 2
a3 3 = det (_2 1)
=1+4=5

etze deine Berechnungen in die Zielformel ein und bilde anschlieRend die Transponierte:
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T
05,1 ai,z ai,s
1= L ahy @hy ahg
det(A) a", a", a’,
31 @32 0433
-9 10 -7\7T
= — -1 4
=T 8 0
5 —10 5
1 9 -8 -5
Al= 5| —10 10 10
7T —4 -5

Aufgabe 284:

Berechnen Sie die Inverse Matrix mit Hilfe der Adjunkten-Methode.

Losung:
Berechne die Determinante von A
1 -2 3
det A=det |3 1 -5
2 -3 3
=-10
Berechne alle Eintrége a.:
1 -5
1, =det
= e (73 3)
=—12
3 -5
ajy = — det (2 3 )
=-19

Mathematik |
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3 1
ay 3 = det (2 _3)
=—11
-2 3
ayq = —det (_3 3)
= -3
1 3
ay o = det (2 3)
= -3
1 -2
ay3 = —det (2 _3)
=1
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1 -2
!
as, = det
3,3 (3 1
=7
Setze deine Berechnungen in die Zielformel ein und bilde anschlieRend die Transponierte:

! ! ! T
11 Q1p a3
-1 _ 1 al al a’
- 2,1 2,2 2,3
det(A) ) ) )
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Aufgabe 285:

Zwei Produkte E1 und E; werden mit Hilfe von 4 Baugruppen A1, Az, As und A4 herge-
stellt. Die Beziehungen werden durch den folgenden Graphen dargestellt:

' A '
10
. 8 P
e '\_\I 7 rd
| AZ :I — . | El |
" / o
9
/ - \ A, - \\..
(A ) 1 { E )
\__/ 12 S
. A, .

Ein Kunde bestellt 230 Stiick von E1 und 410 Stiick von E;. Wie viele Baugruppen braucht
er dazu?

Losung
10 8
7 9
Ase =111 ¢
12 8
_ (230
Bes (410)
AB,E'BES
230
410
10 8 5580
7 9 5300
11 0 2530
12 8 6040

Man benotigt 5.580 von A, 5.300 von A3, 2.530 von A3 und 6.400 von Aa.
Aufgabe 286:

Ein Betrieb fertigt zwei verschiedene Endprodukte P1 und P, unter Verwendung von
drei verschiedenen Rohstoffen Ri, Rz und Rs. Der folgende Graph gibt an, wie viele
Mengeneinheiten (ME) Rohstoffe fiir die Produktion von jeweils 1 ME Endprodukten
benodtigt werden.
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Rohstoffe

O Endprodukte

Die auf je 1 ME bezogenen Rohstoffkosten in Euro werden durch den Vektor K=
(5; 34;23) gegeben. Wie groB ist der Gesamtwert einer Bestellung von 6 ME P; und 3
ME P,?

Losung:

1 3
11 2
AR,P=<1 4);A}R=(3 A 3);
2 3

5
BK,R = (5 34 23),‘ BE,K = (34)
A'II;,R : BE,K:

34
23

4 3 220

Cox = (28250)

Ckp = (85 220)

ora= (9

T .
CK,P ) DP,M-

6
3

85 220/ 1170

Der Gesamtwert betragt 1170 Euro.
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Aufgabe 287:

Fihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfiihrbar ist.

1 1 0 2 1 1
A=| 2 1 -5|; B={-1 -1 2
-3 0 1 3 4 5

Losung:

Eine Matrizenaddition ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen, Spal-
ten) Gbereinstimmt.

1 1 0 2 1 1 3 2 1
A+B= ( 2 1 —5)+<—1 -1 2) = (1 0 —3)
-3 0 1 3 4 5 0 4 6

Aufgabe 288:

Transponieren Sie die Matrix A zu AT.
2 3 6

A=|3 1 8
2 6 7

Losung:

2 3 2
A=13 1 6
6 8 7

Aufgabe 289:

Fiihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfiihrbar ist.

4 2 1 2
A=(—1 4 ;B=<3 2
6 5 1 1

Losung:

Eine Matrizenaddition ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen, Spal-
ten) Ubereinstimmt.

4 2 1 2 5 4
A+B=<—1 4)+<3 2)=(2 6)
6 5 1 1 7 6
Aufgabe 290:

Fihren Sie folgende Matrizenaddition A+B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Addition
Uberhaupt durchfiihrbar ist.

A:(—11 i)‘B:G ; 8)
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Losung:
Die Addition A+B ist nicht erlaubt, da beiden nicht den gleichen Typ besitzen.
A: Typ(2,2)
B: Typ(2,3)
Aufgabe 291:

Fiihren Sie folgende Matrizensubtraktion A-B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Sub-
traktion Gberhaupt durchfihrbar ist.

1 1 0 2 1 1
A=| 2 1 -5|; B={-1 -1 2
-3 0 1 3 4 5

Losung:

Eine Matrizensubtraktion ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen,
Spalten) Gbereinstimmt.

1 1 0 2 1 1 -1 0 -1
A—B=< 2 1 —5)—(—1 -1 2>=< 3 2 —7)
-3 0 1 3 4 5 -6 -4 —4

Aufgabe 292:

Fiihren Sie folgende Matrizensubtraktion A-B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Sub-
traktion Uberhaupt durchfihrbar ist.

4 2 1 2
A=<—1 41;B=13 2
6 5 1 1

Losung:

Eine Matrizensubtraktion ist auf jeden Fall durchfiihrbar, wenn der Typ (Zeilen,
Spalten) Gbereinstimmt.

4 2 1 2 3 0
A—B=<—1 4)—(3 2>=(—4 2>
6 5 1 1 5 4
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Aufgabe 293:

Fihren Sie folgende Matrizenmultiplikation A - B durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die
Multiplikation Gberhaupt durchfihrbar ist.

5 1 -3 0 1
A=|2 -2 5 |;B=(2 3
0o 2 7 2 4

Losung:
01
2 3
2 4
5 1-3] -4 -4
2-2 5 6 16
0 2 7| 18 34

—4 —4
A-B=( 6 16)
18 34

Aufgabe 294:

Fiithren Sie folgende Rechenoperation A% mit Matrizen durch. Uberpriifen Sie bitte, ob
die Rechenoperation liberhaupt durchfihrbar ist.

0 1
A=12 3
2 4

Losung:

0 1
A=<2 3)
2 4
0 1 0 1
A2=A-A=<2 3)'(2 3)
2 4 2 4

Uberpriifung der Bedingung:

Typ(3,2) - Typ(3,2)

Kann nicht multipliziert werden.
Aufgabe 295:

Fihren Sie folgende Rechenoperation A% mit Matrizen durch. Uberpriifen Sie bitte, ob
die Rechenoperation tiberhaupt durchfihrbar ist.

1 2 3
A=13 2 1
2 31
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Losung:
1 2 3
A=13 2 1
2 3 1

1 2 3 1 2 3
A2=A-A=(3 2 1)'(3 2 1)
2 31 2 31

Uberpriifung der Bedingung:

Typ(3,3) - Typ(3,3)
Kann multipliziert werden.

1 2 3
3 2 1
2 3 1
1 2 3] 13 15 8
3 2 1] 11 13 12
2 3 1 13 13 10

Aufgabe 296:

Fihren Sie folgende Rechenoperationen (A-B)-C und A-(B-C) mit Matrizen durch.
Uberpriifen Sie bitte, ob die Rechenoperationen tiberhaupt durchfiihrbar sind.

4G D=2 Pe-(3

Losung:

Auch hier muss zuerst die Klammer berechnet werden.

)

am-c=(( (2 2) G

1

12

-2 -1

26 12
-8 -1

54 -90
-22 25

veo=¢ (2 )0 )
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3 -3
-2 -1

-2 1 -8 5
6 2 14 -20

-8 5
14 -20
2 5 54 -90
1 -1 -22 25

Aufgabe 297:
Flhren Sie folgende Rechenoperationen (A+B)-Cund A-C+B-C

mit Matrizen durch. Uberpriifen Sie bitte, ob die Rechenoperationen iiberhaupt durch-
fihrbar sind.

n=C Dw=(2 o=

Losung:
(2 5 -2 1\_(0 6
A+B_(1 —1)+( 6 2)_(7 1)
3 -3
2 4
0 6 -12 -6
7 1 19 -22
A-C
3 -3
204
2 5 -4 -1
1 -1 5 -2
B-C
3 -3
2004
2001 -8 5
6 2 14 -20

acrnc=(Tg H)+ (G 50)=(is 2)
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Aufgabe 298:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.

2 1 0
A=11 1 1
1 0 2

Losung:

1 1
1 0
o 0
0
0
1
1 0
0 0
0 1
1 0
0 1 0
0 1
1 o 0
0 1 0
0 0 1 -1/3
1 o 0 2/3
0 1 -1/3
0 1 -1/3

2 2 1

3 3 3

aio| L 4 2

3 3 3

1 1 1

3 3 3

Aufgabe 299:

Bilden Sie von der Matrix A die Inverse.

1 1 7
6 30 30
a=| Y _1 _1
6 6 6
1 7 11
6 30 30
Losung:

L R =

L R =

1/3

-2/3

4/3
1/3

L R =

0 (1) und (3] tauschen
]
1

1
0 (1)mal (-1}+{2)
0 (1)mal{-2)+3)

1
-1 (2)mal{-1}+(3)
-2

1
1
-1 (3)/(-3)
1 (3)mal(-2)+(1)
-1 (3)+2)

1/3

1/3

-2/3

1/3

Mathematik |
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16" 17307 7/30 1 0 0 (1)mal (30)
1/6 -1/6 -1/ 0 1 0 (2)mal ()
-1/6 -7/3011/30 0 0 1 [3)mal [30)
5 1 7 30 0 0 (1) und (2) tauschen
1 -1 -l 0 6 0
5 -7 11 0 0 30
1 -1 -l 0 6 0
5 1 7 30 0 0 [1)mal{-5)+(2)
5 -7 11 0 0 30 [(1imali5)+(3)
1 -1 -l 0 6 0 [21/6+(1)
5 12 30 -30 0 (2)/6
o -1z & 0 30 30 (2)mali2)+(3)
1 0 1 5 1 0
1 z 5 -5 0
0 0 30 50 -30 30 (3)/30
1 0 1 5 1 0 [3)mali-1)+(1)
5 -5 0 [3)mali-2)+(2)
0 0 1 2 -1 1
1 0 0 3 2 1
0 1 0 1 -3
0 0 1 2 1 1
3 2 -1
Al=1 -3 =2
2 -1 1

Aufgabe 300:

Wie viel Rohstoffe R1 und R, werden bendétigt um 100 Endprodukte E1 und 150 Endpro-
dukte E; herzustellen?
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6 7
BZ,E = 5 4
0 2
Aryz " BzE:
6 7
5 4
0 2

3 0 5 18 31

_ (17 18
CrE = (18 31)
_ (100
Des = (150)
CR,E ) DE,S:
100
150
17 18 4400
18 31 6450

Man bendétigt 4.400 von R1 und 6.450 von Rj.
Aufgabe 301:

In einem Unternehmen mit einem mehrstufigen Fertigungsablauf seien die festen Men-
genbeziehungen zwischen Rohstoffen, Zwischen- und Endprodukten durch folgenden
Graph gegeben:

Es sollen 4 Mengeneinheiten (ME) von E1 und 7 ME von E; produziert werden. Wie viel
Rohstoffe sind notig?
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2 1
BZ,E = 3 2
1 4
Aryz " BzE:
2 1
3 2
1 4
2 1 11 20
3 1 13 11
_ (11 20
Cre = (13 11)
4
Dgs = (7)
Cre ' Dggs
4
7
11 20 184
13 11 129

Man bendotigt 184 von R1 und 129 von Rj.

168-398



e TEC R |
( Technik International Project Engineering IPB Mathematik I

Rang einer Matrix
Aufgabe 302:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

2 10 ]

=12 -1 -1

n o0 -1
Losung:

Bestimmung des Ranges mit Hilfe des Gauf3'schen Eliminationsverfahrens:

2.0 [
2 -1 -1
0o 0 -1/ !
2 0 (
= 0 -1 -1
o o0 -1

Somit ist der Rang der Matrix gleich 3.
Aufgabe 303:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

1 =2 1
3 -2 —4
A=14 ¢ _4
1 3 =2
Losung:
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1 -2 1

3 -2 —4 —3-1
2 6 —4 2.1
1

Aufgabe 304:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

12 —2 0
2 1 —1
A=1o0 1 2
4 4 —2 _3
Losung:
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2 -2 []1
0o 1 2

Bo b
-
|
s

=
|
[
|
W]
H"“-——

Lo o
|
el
="
—
I
%}
—

2 =2 0
-4 7T -1
0 1 2

0 -1 —2) +I11

2 =2 0
-4 7 -1
0 1 2
0 0 0

Somit hat die Matrix einen Rang von 3.

Aufgabe 305:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

Losung:

0
1

= =] LI 2

Mathematik |
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1 1 0 2
4 0 1 3 —4 . f
6 2 1 7 —6- 7
k 1 0 0 1 ) —1
11 0o 2
o 0 —4 1 =5
0 —4 1 =5 —I1
0 —1 0 —1 —2 11
1 1 0o 2
o 0 —4 1 =5
o o0 0 0
k 0 0 0 -: }

Somit ist Rang({A) = 3.
Aufgabe 306:

Gegeben sei folgende Matrix

Bestimmen Sie ¢ € R, so dass gilt: Rang(B)=2

Losung:

Mathematik |
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Bestimmung von «:

B=1| -1 2
4 0 ¢

1 03
1 .ee R

Da die ersten beiden Spaltenvektoren offensichtlich linear unabhangig sind,
hat die Matrix © mindestens den Rang(3) = 2.

Um diesen auch beizubehalten, kann man das Uber die Determinanie der Ma-
trix machen.

Berechnung der Determinanten mit Hilfe der Regel von Sarrus:

1 0 3

det (B) =det | —1 2 1

4 0 ¢
=2c+04+0-24-0-10

=2c— 24

Prafung auf lineare Abhangigkeit:

det (B) = 0
= Qe —24 =) | +24 |:2
= = 12

Somit ist Rang(3) = 2 mit = = 12.
Aufgabe 307:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.

1 -1 2 1 3
4 -2 2 0 4 -6
]l -1 1 2 5 -3

0 1 3 =5 1
Losung:
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( 1 -1 2 1 3 )
-2 2 0 4 =0
5
-1 1 -3 2

—_
[ I
I
[y |
= -
\H."‘_—

_|_
oy

[JCR S S

Vertauschung der 2. und 4. Zeile:

1 -1 2 1 3
- ( o 1 3 =51 )
o 0 4 6 0
kn 0 4 6 []} —1I11i
1 -1 2 1
- o 1 3 =51
o 0 4 6 0

0 0

-
—
—

Somit ist Rang(A) = 3.

Aufgabe 308:

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix.
-3 2 1
A= ( —4 0 =2 )

Losung:

Somit ist Rang(A) = 2.
Aufgabe 309:

Es seien folgende Matrizen gegeben

Mathematik |
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[ [] 1 - 0 2
A=10 e4+1 0 |, B= 0 —c 0
1 r ] 1 e 0

Fiir welche ¢ € R gilt: Rang(A)=Rang(B)

Losung:
e ( 1 - 02
0 ec+1 0 M 0 —c 0
1 s [ 1 e 0

Vertauschung der 1. und 3. Zeile:

1 £ ] 1 o0
|1 0 e+1 0 M, 0 —e 0
£ ( 1 —c - f —c 02 +e- 7
1 r ] 1 ¢ 0
1 0 e«+1 0 M, 0 —ec 0
0 —2 1 0 2 2

Vertauschung der 2. und 3. Zeile:

1 r () 1 = 0
= 0 —2 1 A 0 = 2
0 e4+1 0 0 —e 0

Damit hatten die Matrizen den gleichen Rang, wenn

cH1l 40 | —1
= #+ —1

und

—c # 0 | -(—=1)

Se #E0
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Determinanten
Aufgabe 310:

Berechnen Sie folgende Determinante.

o5 3

Losung:
11 3| _q.c_9.2__
D_|2 f=15-23=-1

Aufgabe 311:
Berechnen Sie folgende Determinante.

-3

D=|j 8

Losung:
b= |_1 _3| =C-D-(-8)-(-1D-(-3)=8-3=5
-1 -8
Aufgabe 312:

Berechnen Sie folgende Determinante.

2 3 4
1 6 3
9 4 -3

D=

Losung:

2 3 4
1 6 3
9 4 -3

23
16
9 4

D =

=26-(—3)+3"39+4-1-4-9:6-4—4-3-2—(=3)-1-3

=-364+814+16—-216—-244+9=-170
Aufgabe 313:

Berechnen Sie folgende Determinante.

1 4 -5
D=|-1 -1 -3
2 2 -1
Losung
1 4 -5 1 4
D=]-1 -1 -3]-1 -1
2 2 =11 2 2
=1- (-1 (D +4-(=3)-2+(=5)- (1) -2

Mathematik |
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—2-(-D-(-5-2-(-3)1-(-D-(-D-4
=4+1-24+10-10+6—-4=-21

Aufgabe 314:

Berechnen Sie folgende Determinante.

2 4 6
D=8 10 8
-2 1 1
Losung:
2 4 6] 2 4
D=] 8 10 8| 8 10
-2 1 11-2 1

=2-10-1+4-8-(-2)+6-8-1
—(—2)-10-6—-1-8:-2—-1-8-4=20—64+48+120—16—-32=176
Aufgabe 315:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierflir an den grau markierten
Stellen Nullen. Berechnen Sie folgende Determinante.

3 -1 2
D=3 -1 1
2 -1 4
Losung:
3 -1 2
D=13 -1 1
2 -1 4
Die zweite Zeile mal (-2) und auf die erste Zeile addieren.
-3 1 0]-3 1
D=3 -1 1] 3 -1
2 -1 41 2 -1

=(=3)-(-1):4+1:1-2+40-3-(-1)
—2:(-1)-0—-(-1)-1-(-3)—4-3-1=12+2+40-0-3—-12=—1
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Aufgabe 316:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierfliir an den grau markierten
Stellen Nullen. Berechnen Sie folgende Determinante.

-3 -3 2
D=| 2 1 0
1 2 1
Losung:
-3 -3 2
D=| 2 1 0
1 2 1
Die zweite Spalte mal (-1) und auf die erste Spalte addieren.
0 -3 2
D=| 1 1 0
-1 2 1
Die zweite Spalte mal (-0,5) und auf die dritte addieren.
0 -3 3,5| 0 -3
D=| 1 1 =05 1 1
-1 2 ol -1 2

=0-1-0+(-3)-(-05)-(-1)+35-1-2
—(-1)-1-35-2-(-05)-0—-0-1--3
=0-15+7+35-0-0=9

Aufgabe 317:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierflir an den grau markierten
Stellen Nullen. Berechnen Sie folgende Determinante.

2 2 2
2 2 2
0 2 1

D=

Losung:

2 2 2
2 2 2
0 2 1

Da zwei Zeilen gleich sind, ist die Determinante gleich Null.
Aufgabe 318:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierflir an den grau markierten
Stellen Nullen. Berechnen Sie folgende Determinante.

D= =0

2 1 3 4
|2 3 2 -2
D=l 4 -1 3
3 5 -2 5
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Losung:
In der ersten Zeile drei Nullen erzeugen. Dazu wird die zweite Spalte festgesetzt.

Die zweite Spalte mal (-2) und auf die erste Spalte addieren.

0 1 3 4
_12-4 3 2 -=2|_
b= 2 4 —1 3_57

3 5 =2 5
Aufgabe 319:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierfiir in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.

2 3 4 5
|16 7 8 7
D_4432

2 3 4 5
Losung:

2 3 4 5
6 7 8 7|_
D_4432_0

2 3 4 5

Da zwei Zeilen gleich sind, ist die Determinante gleich Null.

Aufgabe 320:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierflr in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.

-1 1 2 3
12 4 5 6
D_4 8 -1 0
2 2 -1 7
Losung:
546
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Aufgabe 321:

Berechnen Sie folgende Determinante.

8 4 3
D=|-7 2 4
-3 4 5
Losung:
8 4 3| 84
D=1|-7 2 4(-72
-3 4 51-34

=8:2:54+4-4-(-3)+3-(-7)-4—(-3)-2:3—-4-4-8-5-(-7)-4
=80—-48—-84+18—128 + 140 = —22
Aufgabe 322:

Berechnen Sie folgende Determinante.

-1 2 -1
D=] 6 10 5
-2 3 -2
Losung:
-1 2 -1]-1 2
D=] 6 10 5| 610
-2 3 =21-2 3

=(-2)-10-(-1)+3:5-(-1)+(-2)-6-2

—(-1):10-(=2)—2-5-(=2)—(-1)+6-3

=20—-20—-18-20+15+24=1
Aufgabe 323:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierflir an den grau markierten
Stellen Nullen. Berechnen Sie folgende Determinante.

2 3 5
1 1 7
5 4 -1

D =

Losung:

2 3 5
1 1 711 1
5 4 -1154

=2-1-(-1)+3-7-5+5-1-4-5-1-5-4-7-2—(-1)-1-3
=—-2+4+105+20—-25—-56+3 =45
Aufgabe 324:

23
D=
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Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie hierfiir eine Zeile oder eine Spalte
mit zwei Nullen.

b=l 3

Losung:
Geht nicht, da nicht quadratisch.
Aufgabe 325:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierfiir in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.

1 2 =2 3
4 -1 -2 0
3 3 2 1
-2 2 2 =2

Losung:
1 2 =2 3
4 -1 =2 0
3 3 2 1
-2 2 2 =2
In der vierten Spalte drei Nullen erzeugen. Dazu wird die dritte Zeile festgesetzt.

Die dritte Zeile mal (-3) und auf die erste Zeile addieren.
-8 -7 -8 0
4 -1 =2 0
3 3 2 1
-2 2 2 =2

Die dritte Zeile mal (2) und auf die vierte Zeile addieren.

-8 -7 -8 0
14 -1 =2 0
D_3 3 21
4 8 6 0

Unterdeterminanten bilden: Vierte Spalte festsetzen und jede einzelne Zeile strei-
chen.

4 -1 =2 -8 -7 -8 -8 -7 -8 -8 -7 -8
=-0-1|3 3 2[+0-| 3 3 2[-1-1 4 -1 -21+0-| 4 -1 -2
4 8 6 4 8 6 4 8 6 3 3 2
Alle Unterdeterminanten mit dem Faktor Null werden Null und fallen weg.
-8 -7 -8] -8 -7
=-1- 4 -1 -2 4 -1
4 8 6l 4 8

= —1[(~8) - (1) 6+ (=7) - (=2) -4 + (=8) - 4-8
~4-(=1)-(-8) =8 (~2) - (-8) = 6 4- (=7)]
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= —1[48 + 56 — 256 — 32 — 128 + 168] = 144
Aufgabe 326:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierfilir in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.

2 4 6 8
1 -3 1 4
b 7 3 5 3
-1 -1 -2 2
Losung:
2 4 6 8
1 -3 1 4
b 7 3 5 3
-1 -1 -2 2

In der ersten Spalte drei Nullen erzeugen. Dazu wird die zweite Zeile festgesetzt.

Die zweite Zeile mal (-2) und auf die erste Zeile addieren.

0 10 4 0

1 -3 1 4

b 7 3 5 3
-1 -1 -2 2

Die zweite Zeile mal (-7) und auf die dritte Zeile addieren.

0 10 4 0
1 -3 1 4
0 24 -2 =25
-1 -1 =2 2
Die zweite Zeile mal (1) und auf die vierte Zeile addieren.

0 10 4 0

1 -3 1 4

0 24 -2 =25

0 -4 -1 6
Unterdeterminanten bilden: Erste Spalte festsetzen und jede einzelne Zeile strei-
chen. Unterdeterminanten mit dem Schnittpunktelement Null werden weggelas-
sen. Siehe Aufgabe 9.

D=

10 4 0] 10 4
=—-1(24 -2 -=25| 24 -2
-4 -1 6l —4 —1

= (=1D[10-(=2) " 6+4-(=25)- (—4) + 024 (-1)

—(—=4)-(=2)-0—(=1)-(=25)-10 — 6 - 24 - 4]

= (—1)[-120 + 400 + 0 — 0 — 250 — 576] = 546
Aufgabe 327:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierflr in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.
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3 6 7 3
2 6 8 2
b 5 1 3 —4
2 -3 -1 -1
Losung:
3 6 7 3
D= 2 6 8 2

I5 1 3 -4
2 -3 -1 -1
In der zweiten Spalte drei Nullen erzeugen. Dazu wird die dritte Zeile festgesetzt.

Die dritte Zeile mal (3) und auf die vierte Zeile addieren.

3 6 7 3
12 6 8 2
D‘513—4
17 0 8 -—-13

Die dritte Zeile mal (-6) und auf die zweite Zeile addieren.

3 6 7 3
-28 0 -10 26
51 3 —4
17 0 8 —13

Die dritte Zeile mal (-6) und auf die erste Zeile addieren.

=27 0 -11 27

D= —-28 0 -10 26
51 3 —4
17 0 8 —13

Unterdeterminanten bilden: Zweite Spalte festsetzen und jede einzelne Zeile strei-
chen. Unterdeterminanten mit dem Schnittpunktelement Null werden weggelas-
sen. Siehe Aufgabe 9.

=27 -11 27| =27 -11
—-1-(-28 -10 26 —28 —-10
17 8 —131 17 8

=—1-[(=27)- (=10) - (=13) + (=11)- 26 -17 + 27 - (—28) - 8
—-17-(-10)-27-8-26-(—27) — (—13) - (—28) - (—11)
= —1-[-3.510 — 4.862 — 6.048 + 4.590 + 5.616 + 4004]
=210

Aufgabe 328:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierfiir in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie méglich um Rechenarbeit zu sparen.
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N
I
—_
I
N
N = O W

Losung:
1 2 =2 3
4 -1 =2 0
3 3 2 1
-2 2 2 =2
In der vierten Spalte drei Nullen erzeugen. Dazu wird die dritte Zeile festgesetzt.
Die dritte Zeile mal (-3) und auf die erste Zeile addieren.
-8 -7 -8 0
4 -1 =2 0
3 3 2 1
-2 2 2 =2
Die dritte Zeile mal (2) und auf die vierte Zeile addieren.

-8 -7 -8 0
|4 -1 -2 0
P=13 3 21
4 8 6 0
Unterdeterminanten bilden: Vierte Spalte festsetzen und jede einzelne Zeile strei-
chen.
4 -1 =2 -8 -7 -8 -8 -7 -8 -8 -7 -8
=-0-1|3 3 2(+0-[ 3 3 2(-1-1 4 -1 -2(+0-] 4 -1 -2
4 8 6 4 8 6 4 8 6 3 3 2
Alle Unterdeterminanten mit dem Faktor Null werden Null und fallen weg.
-8 -7 -8 -8 -7
=-114 -1 -2 4 -1
4 8 6l 4 8

=—-1[(-8)-(-1)-6+(-7)-(-2)-4+(-8)-4-8

—4- (1) (~8) =8 (=2) - (-8) = 64+ (-7)]

= —1[48 + 56 — 256 — 32 — 128 + 168] = 144
Aufgabe 329:

Berechnen Sie folgende Determinante. Erzeugen Sie sich hierflr in einer beliebigen
Zeile oder Spalte so viele Nullen wie moéglich um Rechenarbeit zu sparen.

2 4 6 8

1 -3 1 4

D 7 3 5 3

-1 -1 -2 2
Losung:
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2 4 6 8
1 -3 1 4
b 7 3 5 3
-1 -1 -2 2

In der ersten Spalte drei Nullen erzeugen. Dazu wird die zweite Zeile festgesetzt.

Die zweite Zeile mal (-2) und auf die erste Zeile addieren.

0 10 4 0
11 -3 1 4
D‘7353
-1 -1 =2 2

Die zweite Zeile mal (-7) und auf die dritte Zeile addieren.

0 10 4 0
1 -3 1 4
0 24 -2 =25
-1 -1 -2 2
Die zweite Zeile mal (1) und auf die vierte Zeile addieren.

0 10 4 0

1 -3 1 4

0 24 -2 =25

0 —4 -1 6

Unterdeterminanten bilden: Erste Spalte festsetzen und jede einzelne Zeile strei-
chen. Unterdeterminanten mit dem Schnittpunktelement Null werden weggelas-
sen. Siehe Aufgabe 9.

D =

10 4 0l 10 4
=-1|124 -2 -=25| 24 -2
-4 -1 6l —4 -1

=(-D[10-(=2)-6+4-(=25) - (=4) +0-24-(-1)

—(=4)(=2): 0= (=1)- (=25)-10 — 6+ 24 - 4]

= (—1)[-120 + 400 + 0 — 0 — 250 — 576] = 546
Aufgabe 330:

Berechnen Sie folgende Determinante.

l e R ]
31 -6 4 2
el G ] D)
01 0 -1 ]
00 0 -1 0
Losung:
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1 2 7 8 |
i 2 7
31 -6 4 2 s = = 1 7 -1
D,=153 1 0 -2/=-(-1)|- 5  °|=[3 -6 2f=38
01 0 -1 0 i1 i & 5 1 -2
a0 1 1 oD

Entwicklung nach der 4. Zeile
Entwicklung nach der 5. Zeile

Aufgabe 331:

Fir welche x&R ist die folgende Determinante Null?

0 0 4 2
2 3x—5 4 0
—1 0 -3 5
0 x-3 6 0
Losung:
0 3_[}_5 j 3 0 4 2 0 4 2
0o=|° — 2 0 -3 5 _|3x—5 4 0
10 =35 x—3 6 0 |x—3 6 0
0 x-3 6 0
4 2| 4 2| 4 2
— _7 _ Ly _ _
=—2(x 3}‘__3 5‘4—(&1 5) 6 D' (x 3]'4 0‘
— —52(x—3)—12(3x—5)+8(x—3)
12
— _—80x+192 = x=—.

Aufgabe 332:
Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix.
3 =7 0 3
-2 -1 1 2
2 3 0 1
-3 8 2 9
Losung:
3 =70
-2 -1 1
2 30
-3 8 2 9
Zweite Zeile festsetzen.

=N W

Zweite Zeile mal (-2) und auf die vierte Zeile addieren.

3 =7 0 3
-2 -1 1 2
2 3 01
1 10 0 5
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Dritte Spalte festsetzen und nach Laplace entwickeln.

3 =7 3|3 -7
=-1-(2 3 1{2 3=1-(45-7+60—-9-30+70)=-129
1 10 511 10
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Lineare Gleichungssysteme
Aufgabe 333:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Gleichsetzungsverfahren.

5 — 7y = 1
6x + 7y = 32
Losung:
5x — 7y = 1
6x + 7y = 32
Beide Gleichungen addieren.
11x =33 [|: 11
x=23

In die zweite Gleichung einsetzen:
6x+7y=32 |-6y
7y=32-6x=32-6-3=14
7y=14 |:7
y=2
L=(3;2)

Aufgabe 334:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens.

3x + y = 10
x — 3y = -10
Losung:

Die zweite Gleichung nach x auflésen.

x—3y=-10 |+ 3y

x=3y—10
In die erste Gleichung einsetzen.
3x+y =10

33y —10) +y =10

9y —30+y =10 |+ 30
10y =40 |:10

y=4

x berechnen.
x=3y—10=3-4-10=2

X=2
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L={(24)}

Aufgabe 335:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Additionsverfahren.

5x
X

— 6y = 85

+ 3y = 8
Losung:

x + 3y = 8

Beide Gleichungen werden nach x aufgelost.
5x— 6y =85 |+ 6y
5x=8,5+6y [:5
6
x=17+ gy
x=8-—3y

Beide Gleichungen gleichsetzen.

6
1,7+-y=8-3y |-17

5
6 15 15
Ty = 6»3—?}’ |+?Y
21 21
?y = 6,3 |?
y=15

In eine der beiden Ausgangsgleichungen einsetzen.

x=8-3y=8-3-15=35
x=3,5
L=1{(2;4)}

Aufgabe 336:

Aus 80%-iger Essigessenz (80% Essigsdure, 20% Wasser) wurde durch Zusatz von Was-
ser 5%-iger Essig hergestellt. Um die gleiche Menge 4%-igen Essig herzustellen, beno-
tigte man 25 cm? Essenz weniger. Wie viel Essigessenz enthielt die erste Mischung und
wie viel Wasser wurde zugesetzt?

Losung:

Variablen definieren.

x: Die Menge der Essigessenz in der ersten Mischung in cm?

y: Die Menge an Wasser in der ersten Mischung in cm?

Gleichungen aufstellen.

Mathematik |
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80%x + 0%y = 5%(x +y)
80%(x — 25) + 0%(y + 25) = 4%(x +y)
Erste Gleichung ausmultiplizieren.
80%x + 0%y = 5%(x +y)
80%x = 5%x + 5%y | — 5%x
75%x = 5%y |:5%
y = 15x

Zweite Gleichung ausmultiplizieren und y = 15x einsetzen.
80%(x — 25) + 0%(y + 25) = 4%(x +y)

80%(x — 25) + 0%(y + 25) = 4%(x + 15x%)

80%x — 2000% = 64%x | — 64%x

16%x = 2000% |:16

x =125
y = 15x = 15-125 = 1.875
y = 1.875

L = {(125;1.875)}
Aufgabe 337:

Hans und Klara haben sich verabredet. Sie starten beide um 15 Uhr mit ihren Fahrra-
derninihren 14 km voneinander entfernten Heimatorten. Hans schafft in jeder Stunde
12, Klara 16 km. Wie weit von Hans Heimatort entfernt treffen sie sich?

Losung:

Formel fir Geschwindigkeit.
S S

vV=- o>t=-
t \Y

x: Weg fir Hans zum Treffpunkt
y: Weg fir Klara zum Treffpunkt (y=14-x)

Beide sind die gleiche Zeit gefahren, also ist t von Hans gleich t von Klara.
S s

vV
X y

12 16

16x = 12y

Einsetzen von y=14-x.
16x = 12(14 — x)

16x =168 —12x |+ 12x
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28x =168 |:28
X=6

Die beiden treffen sich 6km Hans und 8 km von Klara Heimatort entfernt.
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Aufgabe 338:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren Ihrer Wahl.

5x + 5y + 5z = 30
=X + y - z = -2
2x + y + 5z = 19
Losung:
5 + 5y + 5z = 30
X + y - z = -2
2x + y + 5z = 19
Die erste und die zweite Gleichung vertauschen.
X + y - z = -2
5 + 5y + 5z = 30
2x + y + 5z = 19
Die erste Gleichung mal (5) und auf die zweite addieren.
-X + y — z = -2
+ 10y = 20
2x  + y + 5z = 19
Die erste Gleichung mal (2) und auf die dritte addieren.
-X + y — z = -2
+ 10y = 20
+ 3y + 3z = 15
Die zweite Gleichung mal (3), die dritte Gleichung mal (-10) und addieren.
-x + y - Z = -2
+ 10y = 20
— 30z = =90

Aus der dritten Gleichung ergibt sich:
—30z =-90 |:(—30)
Zz=3

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:
10y =20 |:10

y=2

Aus der ersten Gleichung ergibt sich:

—X+y—z=-2
x=y—z+2=2-3+2=1
x=1
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L= {(1;2;3)}

Aufgabe 339:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

-2x + 3y + z = 3
3x — y + 4z = 21
2xX + z = 8
Losung:
-2x + 3y + z = 3
3x — y + 4z = 21
2x + z = 8
Die erste Gleichung mal (3), die zweite Gleichung mal (2) und addieren.
-2x + 3y + z = 3
+ 7y + 11z = 51
2X + z = 8
Die erste Gleichung und die dritte Gleichung addieren.
—-2x + 3y + z = 3
+ 7y + 11z = 51
+ 3y + 2z = 11
Die zweite Gleichung mal (3), die dritte Gleichung mal (-7) und addieren.
-2x + 3y + z = 3
+ 7y + 11z = 51
+ 19z = 76

Aus der dritten Gleichung ergibt sich:
19z =76 |:19
Zz=4

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:
7y +11z =51 | —11z

7y =51—-11z=51-11-4

7y=7 |7

y=1

Aus der ersten Gleichung ergibt sich:
—2x+3y+z=3
—2x=3—-3y—z=3-3-1—-4
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—2x=—-4 |:(-2)

X=2

L={(214}
Aufgabe 340:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

2x - y + 2z = 2
x + 10y — 3z = 5
-X + y + z = -3
Losung:
2x - y + 2z = 2
x + 10y — 3z = 5
-X + y + z = -3
Die erste Gleichung und die zweite Gleichung tauschen.
x + 10y — 3z = 5
2x - y + 2z = 2
-x + y + z = -3
Die erste Gleichung mal (-2) und auf die zweite Gleichung addieren.
x + 10y — 3z = 5
- 21y + 8z = -8
-x + y + z = -3
Die erste Gleichung und die zweite Gleichung addieren.
x + 10y — 3z = 5
- 21y + 8z = -8
+ 11y - 2z = 2
Die zweite Gleichung mal (11), die dritte Gleichung mal (21) und addieren.
x + 10y — 3z = 5
- 21y + 8z = -8
+ 46z = —46

Aus der dritten Gleichung ergibt sich:
46z = —46 |:46

z=-—1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:
—21ly+8z=-8 | —8z
—2ly=-8-82=-8-8-(-1)=0
y=0
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Aus der ersten Gleichung ergibt sich:
x+10y—3z=5
x=5-10y+3z=5-10-0+3-(-1) =2

X=2

L= {(2;0;-1)}
Aufgabe 341:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

2x — 3y + z =7
X + 2y -— = 6
4x + 3y — 3z = 5
Losung:
2x — 3y + z =7
X + 2y — z = 6
4 + 3y — 3z = 5
Die erste und die zweite Gleichung tauschen.
X + 2y — z = 6
2x — 3y + z =7
4x + 3y — 3z = 5
Die erste Gleichung mal(-2) und auf die zweite Gleichung addieren.
X + 2y — z = 6
- 7y + 3z = -5
4 + 3y — 3z = 5
Die erste Gleichung mal(-4) und auf die zweite Gleichung addieren.
X + 2y — z = 6
- 7y + 3z = =5
- 55 + z = -19
Die zweite Gleichung mal (-5), die dritte Gleichung mal (7) und addieren.
X + 2y — z = 6
- 7y + 3z = =5
— 8z = -108

Aus der dritten Gleichung ergibt sich:
—8z = —-108 |:(—8)
z=13,5

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:

-7y +3z=-5
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—7y=-5-3z=-5-3-(13,5) = 35,5
y = 35,5

Aus der ersten Gleichung ergibt sich:

X+2y—z=6
Xx=6—2y+z=6-—2-355+135
x = —=51,5

L = {(—51,5;35,5;13,5)}
Aufgabe 342:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl.

2x — 3y + z =0
x + 2y — z =0
4x + 3y — 3z = 0
Losung:
2x — 3y + = 0
x + 2y — z =0
4 + 3y — 3z = 0
Die erste und die zweite Gleichung tauschen.
Xx + 2y — z =0
2x — 3y + z =0
4x + 3y — 3z = 0
Die erste Gleichung mal (-2) und auf die zweite Gleichung addieren.
Xx + 2y — z =0
- 7y + 3z = 0
4x + 3y — 3z = 0
Die erste Gleichung mal (-4) und auf die dritte Gleichung addieren.
x + 2y — z =0
- 7y + 3z = 0
- 5 + z =0
Die zweite Gleichung mal (-5), die dritte Gleichung mal (7) und addieren.
x + 2y — z =0
- 7y + 3z = 0
— 82 =0

Aus der dritten Gleichung ergibt sich:
—-8z=0
z=0
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Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:
—7y+3z2=0

y=0

Aus der ersten Gleichung ergibt sich:

x+2y—-z=0
x=0
L ={(0;0;0)}
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Lineare Gleichungssysteme mit Parametern
Aufgabe 343:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl. Bestim-
men Sie folgende Losungen:

a) Fur welche Werte von a hat dieses LGS keine Losung?
b) Fir welche Werte von a hat dieses LGS eine eindeutige Losung?

c) Fur welche Werte von a hat dieses LGS unendlich viele Lésungen?

ax — 2y = -8
—4x + 4y = 5
Losung:
ax — 2y = -8
—4x + 4y = 5
Die erste Gleichung mal (4) und die zweite Gleichung mal (a) und addieren.
ax -— 2y = -8
+ (4a—8)y = (5a—32)

a) Keine Losung wenn:
4a—-8=0 |+8
4a=8 |:4

a=2

b) Fir alle Werte a # 2

c) Unendlich viele Losungen gibt es flr dieses Beispiel nicht.
Aufgabe 344:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl. Bestim-
men Sie folgende Losungen:

a) Fir welche Werte von a hat dieses LGS keine Losung?
b) Fiir welche Werte von a hat dieses LGS eine eindeutige Losung?

c) Fur welche Werte von t hat dieses LGS unendlich viele Lésungen?

X + 2y — z = 2

+ ay + 2z = 2

2x + y + z =1
Losung:

198-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
X + 2y — z = 2
+ ay + 2z = 2
2x + y + z =1
Erste Gleichung mal (-2) und auf die dritte Gleichung addieren.
X + 2y — z = 2
+ ay + 2z = 2
- 3y + 3z = -3
Die zweite Gleichung mal (3), die dritte mal (a) und addieren.
X + 2y - Z = 2
+ ay + 2z = 2
+ ((Ba+6)z = (—3a+6)
a) Keine Losung flr:
a=-2

b) Eine Losung fur a # —2

c)Unendlich viele Losungen:
Diese Losung gibt es hier nicht.
Aufgabe 345:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des

ax + 4y + 5z = a
X + ay — 2z =
2x + 2ay — a’z = a

a) Fur welche Werte von a hat dieses LGS keine Losung?
b) Fir welche Werte von a hat dieses LGS eine eindeutige Losung?

c) Fir welche Werte von a hat dieses LGS unendlich viele Lésungen?

Losung:

ax + 4y + 5z = a
X + ay — 2z =

2x + 2ay — a’z = a

Erste Gleichung und die zweite Gleichung vertauschen.
X + ay — 2z =1

ax + 4y + 5z = a

2x + 2ay — a’z = a

Die erste Gleichung mal (-a) und auf die zweite Gleichung addieren.
X + ay — 2z = 1

(4a—a%)y + (2a+5)z = 0
2x  + 2ay — a’z = a
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Die erste Gleichung mal (-2) und auf die dritte Gleichung addieren.

X + ay -— 2z = 1
(4a—a%)y + (2a+5)z = 0
+ (4—-a¥)z = (a—-2)

a) Keine Losung fir:

a=-2

b) Eine eindeutige Losung fir:
a#+ 412

¢) Unendlich viele Losungen fiir:

a=2
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Aufgabe 346:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des

4ax
X
2X

a)F

+ z = 3+4+2a
+ 2y + az = 0
+ 3y + z = 1

Ur welche Werte von a hat dieses LGS keine Losung?

b) Fiir welche Werte von a hat dieses LGS eine eindeutige Losung?

c)F

Ur welche Werte von a hat dieses LGS unendlich viele Losungen?

Losung:
4ax + z = 3+2a
X + 2y + az = 0
2x + 3y + z = 1
Die erste Gleichung und die zweite Gleichung tauschen.
X + 2y + az = 0
4ax + z = 3+42a
2x + 3y + z = 1
Die erste Gleichung mal (-4a) und auf die zweite Gleichung addieren.
X + 2y + az = 0
— 8 + (1-4a®)z = 3+2a
2x + 3y + z = 1
Die erste Gleichung mal (-2) und auf die dritte Gleichung addieren.
X + 2y + az = 0
— 8 + (1—-4a®)z = 3+2a
-y + (@A-2az = 1
Die dritte Gleichung mal (-8a) und die zweite und dritte Gleichung addieren.
X + 2y + az = 0
- 8a + (1—4a*)z = 3+2a
+ (12a®—-8a+ 1)z = (3—6a)

a) Keine Losung fir:
12a® —8a+1=0

__bi,/bz_4ac_8i\/(—8)2—4-12'1_8i4
= 2a B 2-12 - 24

X

a=g

b) Eine eindeutige Losung fir:

1 pasa
AT N7y
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c) Unendlich viele Losungen fir:

a=§

Aufgabe 347:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem mit einem Verfahren lhrer Wahl. Bestim-
men Sie folgende Losungen:

a) Fur welche Werte von t hat dieses LGS keine Losung?
b) Fir welche Werte von t hat dieses LGS eine eindeutige Losung?

c) Fir welche Werte von t hat dieses LGS unendlich viele Lésungen?

Xx + (t+2)y + tz = 1
tx  + ty = (t+2)
(t+ Dx - 2z = (3t+1)
Losung:
Xx + (t+2)y + tz = 1
tx  + ty = (t+2)
(t+ Dx - 2z = (3t+1)
Die erste Gleichung mal (-t) und zur zweiten Gleichung addieren.
X + t+2)y + tz = 1
+ —tt+y — t* = 2
(t+ Dx - 2z = (3t+1)
Die erste Gleichung mal (-(t+1)) und auf die dritte Gleichung addieren.
X + (t+2)y + tz = 1
— tit+ 1y - t? = 2
- (t+2(+Dy + (—t*—-t—2)z = 2t
Die zweite Gleichung mal (t+2), die dritte Gleichung mal (-t) und addieren.
Xx + (t+2)y + tz = 1
- tt+ 1y - t? = 2
- tt—2)z = -2(t-2)(t+1)
a) Keine Losung fir:
t € {0}
b) Eine eindeutige Losung fir:
t # {0; 2}

¢) Unendlich viele Losungen fiir:

te?2
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Elementare Funktionen

Verschiebung von Funktionen
Aufgabe 348:

Verschieben Sie die Funktion f(x)=x?> um 2 Einheiten in y-Richtung.

Losung:

Es sei f(x) eine Funktion, dann stellt f(x)+b eine Verschiebung von f(x) in y-Richtung
dar. Fir b>0 handelt es sich um eine Verschiebung um b nach oben, fiir b<0 ist es
eine Verschiebung um b nach unten.

f(x)=x2+2
6 '.\ Va

Aufgabe 349:

Verschieben Sie die Funktion f(x)=x?-2x-1 um -2 Einheiten in x-Richtung.

Losung:

Es sei f(x) eine Funktion, dann stellt f(x+a) eine Verschiebung des Graphen von f(x)
in x-Richtung dar. Fiir a>0 handelt es sich um eine Verschiebung um a Einheiten
nach links, fiir a<0 ist es eine Verschiebung um a Einheiten nach rechts.

h(x) = f(x —2)
(x -2 —-2(x-2)—-1
x2 —6x+7

Verschiebung um 2 nach rechts durch
Ersetzen von x durch (x — 2)
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Skalierung von Funktionen
Aufgabe 350:

Skalieren Sie die Funktion f(x)=x? mit dem Faktor 2 und dem Faktor 0,5.

Losung:

Es sei f(x) eine Funktion, dann stellt c-f(x) eine Streckung in y-Richtung dar, falls c>1
bzw. um eine Stauchung, falls O<b<1.

f(x) = x? f(x) = 2x2

v

Spiegelung von Funktionen
Aufgabe 351:

Spiegeln Sie die Funktion f(x)=x? an der x-Achse.

Losung:

Eine Funktion f(x) wird durch Multiplikation mit -1 an der x-Achse gespiegelt. f(x)
wird somit zu -f(x).
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Verandern von Funktionsgraphen

Aufgabe 352:
Gegeben ist die Funktion
—

2x+5

Geben Sie den Term an, der zu derjenigen Funktion gehoért, deren Graph im Vergleich
zum Graphen von f(x)

a) um 1 nach links verschoben ist
b) mit dem Faktor 5 in y-Richtung gestreckt wird

c)um 2 nach oben verschoben ist.

Losung:

a)
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1
FO)= 575

Verschiebe den Graphen um 1 nach links.

g(x) = f(x+a)
Setze flira = 1ein

1
g(x) 2(x+1)+5

Rechne die Klammer aus und fasse zusammen

1 1

8X) = o s X7

Der Term des um 1 nach links verschobenen Graphen lautet
1

2x + 7

g(x)

Der Graph Gf der Ausgangsfunktion f ist rot eingezeichnet und der verschobene
Graph Gg der neuen Funktion g schwarz.

b)
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1
F) =275

Streckungsfaktora — 5

glx) =a-f(x)

Setzea = 5ein

5
2x+5

Der Term lautet g(x)

Im Folgenden ist der Graph Gf der Ausgangsfunktion f rot eingezeichnet und der ge-
streckte Graph Gg der neuen Funktion g schwarz.

i -1

-3
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1
F) = 575

Verschiebung des Graphen um 2 nach oben.

Setzte flra = 2ein

Der Term des um 2 nach oben verschobenen Graphen lautet

1
2
8 = 375

Der Graph Gf der Ausgangsfunktion T ist rot eingezeichnet und der verschobene
Graph Gg der neuen Funktion g schwarz.

-
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5
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Verkettung von Funktionen
Aufgabe 353:

Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit
flz) =2z + 1 und
g(z) = 32 — 2.

Berechne h = fog.

Losungen:
h(z) = f(g(=))
=2(3z> - 2)+1
=6z7—4+1
=6z”—3
‘ »
_4 _3 3 4

Aufgabe 354:

Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit
f(z) =2z +1 und
g(z) = 3z% — 2.

Berechne h =geo f.

Losungen:
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—3(2z+1)2-2
=3(4z’ + 4z +1) — 2
=12z +12¢ +3—2

=122+ 12z + 1

Skizieren von Funktionen
Aufgabe 355:

Skizieren Sie folgende Funktion

flx) =2x>—x3+x

Losung:
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Aufgabe 356:
Skizieren Sie folgende Funktion

fx) =x*+1,5

Losung:

Aufgabe 357:

Skizieren Sie folgende Funktion

() =~
fl) ==
Losung:
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Aufgabe 358:

Skizieren Sie folgende Funktion

Mathematik |
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-6 -5 -4 1 2 4 5
Aufgabe 359:
Skizieren Sie folgende Funktion
flx) = e**?
Losung:
I . I I I I
-6 -5 1 2 4 5

Aufgabe 360:

Mathematik |
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Skizieren Sie folgende Funktion

1
f(x) = e
Losung:

Aufgabe 361:
Skizieren Sie folgende Funktion

f(x) =In (x+ 2)

Losung:

Mathematik |

214-398



v EC

International Project Engineering IPB

Aufgabe 362:

Skizieren Sie folgende Funktion

1
fx) =5In(x)

Losung:

Mathematik |
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Aufgabe 363:

Skizieren Sie folgende Funktion

f(x) =vVx+2

Losung:
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Aufgabe 364:

Skizieren Sie folgende Funktion

fx) =x2

Losung:
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Definitionsbereich und Wertebereich
Aufgabe 365:

Bestimmen Sie den Definitionsbereich und den Wertebereich der folgenden Funktio-

nen.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g
h)
i)

i)

k)

1)

f(x) = x?
f(x)=x*+3
f(x)=3x+1
f(x)=x*+2
f(x) =vx
f(x)=vVx+2
f(x) =vVx+2
f(x)=Vx
fx) ==

f(x) = =
f0) =5
f(x)=x*-3

m) f(x) =sinx

n) f(x) =cosx

o) f(x) =Inx

p) f(x) =e”

q) f(x)=3"
Losung:

Mathematik |
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a) f(x) =x?
b) F(x) ==x*+3
c) flx)=3x+1

d) fizx)=x*+2

e) f(x) =+x

f) flx)=Vx+2
gl f(x)=vVx+2
h) f(x) = Vx

) fx) =<
)@=
W Flx) ==

) f(x)=x*-3

m) f(x) =sinx

n) f(x) =cosx

o] f(x)=Inx
p) f(x)=e"
q) f(x) =37

International Project Engineering IPB

Mathematik |

D=R W=R}
D=R W =[3;0
D=R W=R
D=R W=R
D=R; W=RK]
W =Ry

D=R; W =[200[

D=[-2;0m]

D=R W=R

D = R\{0} w = R\{0}
D =R\{5}] W = R\{0}
D =R\{-1} W = R\{0}
D=R W =[-3;0]
D=R W=[-1;1]
D=R W=[-1;1]
D=R* W=R
D=R W =R*

D=R W=R*
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Symmetrieeigenschaften
Aufgabe 366:

Welche der nachfolgenden Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse bzw. punkt-
symmetrisch zum Ursprung? Bestimmen Sie dies durch Rechnung.

a)  f(x)==x? b) fx)=x*-2x «¢) f)=2x*—-2x2+1 |
d) f(x)=-2x+3x* e) f(x)=x(x*-3) f) f(x)=15x
g) f(xX)=@x-2)x+2) h) fx)=5x+4 i) flO)=x*(x-3)(x+3)

Losung:
a) f(x)=x*
f(=x) = (=x)* = x* = f(x) |  Achsensymmetrie

b) fx)=x*-2x
f(=x) = (—x)* = 2(—x) = —x* + 2x # f(x)

—fl=x)==(=x*+2x) =x% = 2x = f(x) | Punktsymmetrie
c) flx)=2x*-2x*+1

fl=x)=2(-x)*=-2(-x)*+1=2x"-2x2+1=Ff(x) | Achsensymmetrie
d) f(x)=-2x°+3x?

fl=x)= =2(=x)° + 3(=x)* = =2x% + 3x* = f(x) | Achsensymmetrie

e) flx)=x(x*-3)=x%-3x

fl=x) = (=x)° = 3(=x) = =x° + 3x # f(x)

—fl(=x)=x"=3x=f(x) | Punktsymmetrie
f) flx)=15x

f(=x)=15(—x)=—-15x # f(x)

—f(=x) = 15x = f(x) | Punktsymmetrie
g) fD=(x-2)x+2)=x"-4
fl-=x)=(—x)?-4=x*-4=f(x) | Achsensymmetrie

h) flx)=5x*+4
fl=x)=5(-x)*+4=-5x3+4# f(x)

—f(—x)=5x%* -4 = f(x) | Keine Symmetrie
i) flx)=x*(x=3)x+3)=x*—9x?
fl(=x)=(=x)*=9(—x)? = x* = 9x2 = f(x) | Achsensymmetrie

Aufgabe 367:

Zu welcher der angegebenen Funktionen kdnnte der abgebildete Graph gehéren?

filx) =01x* =x* +1 fx)=01x*+x%+1
f2x)=01x3—x2+x+1 falx)=(x+ 1)(x—1)
fo(x) =0,001x* —x% +1 fax) =5x*—x?+1
——— R
05
025 0 0.25
Losung:
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Der abgebildete Graph gehort zur Funktionsgleichung fs.
Monotonie
Aufgabe 368:

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Monotonie.

f(x) = (x—2)*+6

f(x) =2%* — 9%*—24x + 3

f(x) = —4x3 + 30x*—288x + 72
f(x) = x* =123 + 36x2

f(x) = 6x” —35x® — 420%°

f(x) =3x* + 10

mo a0 oW

Losung:

Mathematik |

a. fi(x)=2x -4 f(x) =0 2x—4 < x=2
flo)=—4 f(4)=4

f ist streng monoton fallend fir x < 2, f ist streng monoton steigend fiir x > 2
b. f(x)=6x*—18x —24 f(x)=0<« 6x* —18x —24=0 <> x=—1vx=4

f(—2)=36 f(0)=—-4 f(5)=18

f ist streng monoton fallend fir —1<x < 4,

f ist streng monoton steigend firx< =1 und x> 4
c. f(x)=—12x*+60x —288 f(x) =0 < keine Losung

f(0)= —288<0
f ist immer streng monoton fallend
d. f(x) = 4x® —36x* + 72x f(x) =0 x=0vx=3vx=6

f(—1)=—-112 f(2)=32 f4)=—32 f(7) =112
f ist streng monoton steigend furx € 10; 3[undx>6
f ist streng monoton fallend fur x € |3; 6[ und x<0

e. f(x) =42x® —210x° - 2100x* f(x) =0 < x = 0 (4fache Nullstelle)

f(—1) = —1848 f(2) = —37632
f ist immer streng monoton fallend.
f. f(x)=12x* f(x) =0 < x =0 (3fache Nullstelle)
f'(—1)=—12 f'(1) =12
f ist streng monoton steigend fiir x > 0, fallend fir x<0

Beschranktheit
Aufgabe 3469:

Bestimmen Sie fiir die Funktion f(x) = 0,5x2 + 1 eine untere Schranke.

Losung:

s=0,5
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N2 Gy
N /
1 y=0,5 .
-3 -2 -1 1 2 3 X
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Umkehrfunktion

Aufgabe 370:

Zeigen Sie, dass die Funktion f mit
f(x) = 2 —el™X

eine Umkehrfunktion besitzt.

Losung:

Losung: Ableitung:  f'(x)= €. (-1)=e'"* >0 furalle x<R.

Da der Definitionsbereich D =R zusammenhangend ist, folgt daraus,
dal f streng monoton steigt und somit eine Umkehrfunktion besitzt.

4
=X

Gleichung: y=2-e"™ o e =2y & 1-x=In(2-Y)
x=1-In(2-y)
Vertauschen von x und y: y=9g(x)=1-In(2-x)

Aufgabe 371:

Bilden Sie die Funktionsgleichung der jeweiligen Umkehrfunktion

a) _ﬂx‘,lzéi'x—233+l f) fm:fé_g

b) f(x)=3(x+2"~6 Q) flx)=e?*-5

0) f(x)=plx+2)” ) f(mte

d) flx)=3(x—1]"+2 . : ax+3 |

e) ;x;:ziﬁ—l P IR 1
L .flﬁx?:2‘e§_4—4) -1

Losung:
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2

V2x—242 E),?tﬂ:(1+1)3_3

f) 7(x)=3(x+2)
g) flx)=In(x+5)/2
h) 7(x)=—In(3x)

3.: —] ln( 1 ) 3
I—E I} B ~ X+ E —
f[l]'—f

) flx)=12+3 1n(?|:.'x:]

——
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Grenzwerte von Funktionen
Aufgabe 372:

Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Grenzwerte (Verhalten) im Unendlichen.

2x -1 -2
@ == ® =2 -
© f)= 2+jx @ fx) = 2.\; +2x" +3x+3
x° (x"—x+2)-(x+1)
4x? —1 2x% —1
(e) (x) = (f) (x)=———
S )= 2x-1)-2x+1) / x“—=x+2
2% +3x—1 7x* +3x7 =12
(g) x)= - (h) x)= -
. S x> +2x% = Tx—14 I “3x* +2x? +17x -4
Losung:
(a) 2 (b) 2 (c) 0 (d) 2
(e) | (f + 00 (g) 2/3 (h) 0

Aufgabe 373:

Bestimmen Sie die linksseitigen und die rechtsseitigen Grenzwerte folgender Funktio-
nen.

7x—3 Tx-3

(a 0 =1 b X)=—o: . Xxg =—4
: 2 2x+1° ® S 2x” +8x !
© f(x) = fiir 0<x<3 % =3
x-1 fir x>3
@ (r 2)“+5 fiir —of“<x<23 %, =2
2x+1 fir x>2
~o<x <0
(e) flx)= . X =0
~ fir x=0
(x+ l)
Tx+13 2‘c+b
( =— . = ) X)=——, x,=4
0 2x” +5x ® JO=a s
Losung:
(a) von links: +oo von rechts: +o (Polstelle gerader Ordnung)
(b) von links: —ao von rechts: +@ (Polstelle ungerader Ordnung)
(c) von links: 1 von rechts: 2 (Sprungstelle)
(d) von links: 5 von rechts: 5 (stetig in x=2)
(e) von links: + o0 von rechts: 0 (Sprungstelle)
() von links: 14 von rechts: 4 (stetig in x=-2)
(2) von links: -2 von rechts: -2 (stetig in x=4)

Aufgabe 374:
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Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen an der Stelle Xo.

2x+2 2x+2
@  f(x)= ‘f], X, =1 b f)= f+l, xg = —1
— v“__
P2 x+2
© @)= T2 =0 @ fO)=— x=2
-1) x°+2x+1
7x 4 fir x<1
(e) , Xy =1
( +]) -1 fir x=1
(x+4)* fur x<-2
, Xy =-2
@ { 242x-2 fir x>-2 !
-2x+5 2]
@ fE="2* =0 ) feo=2D
Ccosx l1+x
Losung
(a) + 0 (b) -1 (c) + o0 (d) 4/9
(e) 3 (H von links: -4, vonrechts: -2 (kein Grenzwert, Sprungstelle)
(2) 5 (h) -6
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Stetigkeit
Aufgabe 375:

Bestimmen Sie, ob die gegeben Funktionen stetig sind.

-x—x fir x<-r
@  f()={ sinx fir —r<x< W fw=i, eoxed]
a X)= s x u -—-T5X=7T X)= 2
' (x-1)" fir x=-1
-x+x fir x>
24+ x fir x<-1
l+x fur x<-1
(¢) flx)= (d) flx)=4 1 fir -1<x<1
x—1 fiur x=-1
x+1 fir x>1
] 2
= +4x+4 ox<-2
x+2 2 & fir x<0
@  f()=1 (x+2)] “2<x<l () f@)={y ]
4(x* = x) x+12 fir x=0
+1 x>1
x-1
Losung:
(a) stetigin x, =—7 undin x, = +7
(b) unstetig in x; =—1 (Sprungstelle)
(c) unstetigin x, =—1 (Sprungstelle)
(d) stetig in x;, = —1 und unstetig in x, =1 (Sprungstelle)
(e) stetig in x; =1 und unstetig in x, =—2 (Sprungstelle)

(H) unstetig in x, =0 (Sprungstelle)

Aufgabe 376:

Gegeben ist die Funktion f(x) mit der Gleichung

x+ 3

f(X):XZ+2x—3

Untersuchen Sie diese Funktion auf Stetigkeit.

Losung:

Mathematik |
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Definitionshereich
Da es sich um eine gebrochen-rationale Funktion handelt, untersuchen wir die Nennerfunktion auf Nullstellen. Das fihrt zu folgender Gleichung, die mit Hilfe des Taschenrechners gelést werden kann.

» +2x-3=0

Xg =1

X2 = =3

Damit erhalten wir den Defitionsbereich.
D iXERAXEL1AX* =3

Stetigkeitsuntersuchung

Da der Definitionsbereich Lacken aufweibt, wird die Funktion nicht stetig sein. Um das zu zeigen, muss nun der Grenzwert an diesen Definitionslucken berechnet werden.

Grenzwert fir x — 1
rechtsseitiger Grenzwert f(1+h)
(1+h)+3 a+h

4
lim f(1+h) = lim = lim 3 = lim-= n.d.
] h=0 (14h)2+2(14k) -3 hoD1+2h+h +2+2h-3 h-00
linksseitiger Grenzwert f(1-h)
1-h)+3 4-h

fim f(1 —h)=Hkm ) = lim r} = fimi= nd.
) h=0(1-h)+2(1-k)-3  hs01-2h+h +2-2n-3 A0
Grenzwert fur x — -3
rechtsseitiger Grenzwert f(-3+h)

—3+h)+3 h h
Iim f(=3+h)=lim L ) = lim 5 = lim—
Ao h=O(=3+h)¥+a(-3+h)=3  h-09-6h+K -6+2h-3  h-Di —ap h-0f T4 #
linksseitiger Grenzwert f(-3-h)

—3-h)+3 —h h
lim f( =3 —h)=lim ¢ ) = lim 5 = lim-——=lim -
[ h—0(=3-R) +3(-3-h)=3  h—00+6h+n -6-2n-3  h-s0 k' +an hoo f¥e 4

1 1
=lim—=-=

An der Stelle x5, =1 ist kein Grenzwert definitiert. = Die Funktion ist an dieser Stelle nicht stetig.
An der Stelle x;;=-3 existiert ein Grenzwert g. Der Funktionswert f(xy;) ist jedoch nicht definiert. = Die Funktion ist an dieser Stelle nicht stetig.
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Asymptoten

Aufgabe 377:

Ermitteln Sie alle moglichen Asymptoten (senkrecht, waagrecht oder schief).
x? -8
2x

flx) =

Losung:

x? -8

flx) = T

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x =0

Waagrechte Asymptoten:

x? 8 ;.8
lim X L x? lim x?
x—too Z_X x—+oo z
x? X
1+ % 1
lim X" — _ 5 keine waagrechte Asymptote
X—+400 z 0
X
ol
Xl_i)mOO ZX =3 — keine waagrechte Asymptote
X

Es existieren keine waagrechten Asymptoten

Schiefe Asymptoten:

x2—-8 x* 8 «x 4

e T T Tt R
Schiefe Asymptote bei

1
y= Ex
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[

54

44

Aufgabe 378:

Ermitteln Sie alle moglichen Asymptoten (senkrecht, waagrecht oder schief).
2x?

x%2—4

f&x) =

Losung:

2x?

o) = 5—

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = +2

Waagrechte Asymptoten:

222 )
x: .
xl—l>r-|poo X2 4 N xl—1>rinoo 1 4
x2  x? T x?
li 2 —2—2
xlrflool_i_1
x2
li 2 —2—2
x—1>I—nool_i_1
x2

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:

y=12

Schiefe Asymptoten:

Keine schiefe Asymptoten, da Zdahler- und Nennerpotenz gleich grof$ sind.
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Aufgabe 379:

Bestimmen Sie alle senkrechten, waagrechten und schiefen Asymptoten der folgenden
Funktion.
2

f&x) =

x%2 —4
Losung:
2
fe) ===

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = +2

Waagrechte Asymptoten:

- 1
. x2 .
xl—l}-{_pw X'Z 4- x1—1>r-l_1:1001 4‘
x2  xZ - xZ
li ! 1
x—1>r-|pool 41
x2
li ! ! 1
x—1>r—noo1 _i o 1 o
x2

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:

y=2
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Schiefe Asymptoten:

Mathematik |

Keine schiefe Asymptoten, da Zahler- und Nennerpotenz gleich groR sind.

Aufgabe 380:

Bestimmen Sie alle senkrechten, waagrechten und schiefen Asymptoten der folgenden

Funktion.
() =
fl = (x —2)2
Losung:
x? x?
f(x)_(x—Z)z X2 —4x+4

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = 2

Waagrechte Asymptoten:

X 1
. x2 s
JM T x4 _xll?ool_g+i

x2 xZ " x2 x ' x?

li L1
e 441

X x?
li 1y
oo & 41

X x?

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:
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y=1

Schiefe Asymptoten:

Keine schiefe Asymptoten, da Zahler- und Nennerpotenz gleich grol} sind.

Aufgabe 381:

Bestimmen Sie von der folgenden Funktion f(x) die senkrechte und die waagrechte
Asymptote.

£ )_2x—4
X = x4+ 3
Losung:
f()_ZX—4
X = x+3

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = —3

Waagrechte Asymptoten:

5 4 2x 4
% — “r_x
lim = lim 2—%X= lim = =2
x>t X+ 3 x—>too §+§ x>t 1
X X

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:

y=2
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=0 | =f {=f] =5

Aufgabe 382:

Bestimmen Sie von der folgenden Funktion f(x) die senkrechte und die waagrechte

Asymptote.
4 —x
fGo = x+1
Losung:

4 —x

fGo = x+1

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = —1

Waagrechte Asymptoten:

4 1 x 1
— X _ —
lim = lim %= lim —=-1
x-toXx+1 x-tX n 1 x—+o0 1
X X

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:

y=-1
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Aufgabe 383:

Bestimmen Sie von der folgenden Funktion f(x) die senkrechte und die waagrechte
Asymptote.

x2+x+4
f(x) =———7—
) X2 —4x+4
Losung:

X*+x+4  (x+2)?
X2 —4x+4 (x—2)2

f(x) =

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = 2

Waagrechte Asymptoten:

2
X X 4
. X*+x+4 . 2t . )
sodooxZ —4x + 4 xodeo X2 & & xokel
2 e2tx
X X X

Es existiert eine waagrechte Asymptote bei:

y=1

Aufgabe 384:

Bestimmen Sie von der folgenden Funktion f(x) die senkrechte und die schiefe Asymp-

tote.

x3 —2x% +x
f) ==X TX
) X2 +2x+1

Losung:
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X —2x*+x  x(x—1)?

f(x) = —
() x2+2x+1 (x+1)2

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x = —1

Waagrechte Asymptoten:

Es existiert keine waagrechte Asymptote da der Zdhlergrad groRer als der Nenner-
grad ist.

Schiefe Asymptoten:
(3 =—2x2+x):(x*+2x+1)=x—14
—(x3 4 2x* + x)
—4x?
— (—4x?)
Schiefe Asymptote beiy =x —4
¢ I

51

41

Aufgabe 385:

Bestimmen Sie alle senkrechten, waagrechten und schiefen Asymptoten der folgenden
Funktion.

1
f(x)=x+—4+3

Losung:

1
f(x):x+4

Senkrechte Asymptoten:

+3
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Definitionslicke bei: x = —4

Waagrechte Asymptoten:

lim + 3 = lim
X—too X + x—+00

Waagrechte Asymptote bei y = 3
Schiefe Asymptoten:

Keine schiefe Asymptote da Zahlergrad kleiner als Nennergrad.

Aufgabe 386:

Bestimmen Sie alle senkrechten und waagrechten und Asymptoten der folgenden Funk-
tion.

f(x) =27%

Losung:

Senkrechte Asymptoten:

Keine Definitionsliicke, also auch keine senkrechte Asymptote
Waagrechte Asymptote:

lim 27 — je grofder x wird, desto kleiner wird der Ausdruck

Xx—+oo
y=0
Schiefe Asymptote:

Keine
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Aufgabe 387:

Bestimmen Sie alle senkrechten, waagrechten und schiefen Asymptoten der folgenden
Funktion.

x> +x—6
f(x)z—x_1

Losung:

x2+x—6
==

Senkrechte Asymptoten:

Definitionslicke bei: x =1

Waagrechte Asymptoten:

2
X—1>Ii¥lw 1 _ l o X—1>I-I_¥loo 1 _ l
x?  x? X X2
X1_1)2100 T 2 =3 — keine waagrechte Asymptote
X x2
lim = — — keine waagrechte Asymptote
ol T 10
X X2

Es existieren keine waagrechten Asymptoten

Schiefe Asymptoten:
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Werden durch Polynomdivision ermittelt:

(x2+x—6):(x—1):x+2_i

~(x? — %)
+2x—6
—(2x—-12)
—4

Schiefe Asymptote bei
y=x+2

x—1

Mathematik |
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Differentialrechnung

Ableitungen
Aufgabe 388:

Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.

Ix-5 W2 _8
a) f(x)= b) f(x)=
(@) f(x) o (b) f(x) i
X*—2x*+4 X+ 2)?
@ 0= (o) f =
8x~ X
L6sung:
(a) f)=X=5_3x 5 _3 5,
2X 2x 2x 2 2
5 , 5 | 5 .
f' = +— S f" - 2.2 __
(x) +2)( o (X) 2)(
2 _ 2
b) fo=X-8_x 8 _1, 8,
3x  3x 3 3 3
1 8., 1 8 x*+8
f'(X)=—+—=X"=— — £"(x) =
%) 3+3 3+3X2 3x2 (x)
2 2
() fx)= 20 O gt ge
X X X
2
f'(x)=—4x‘2—27x4:_%_i_jz#
2_
£(x) = 8x3 — 108X~ :%_ 1258 _Bx X5103

X e2x*+4 111,

(d) 1) 8x? 8 4 2
1 L 01 5 1 1 x-8
f'(X)=——2. —X " =—-X " =———=
(x) 8 8 x* 8x

International Project Engineering IPB

Mathematik |
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Xx+2) x*+4x+4
(&) =2l XA g
X X

f(X)=—Xx2-8x" —12x* =————— —_

X X X X
2
fr(x) = 20 + 24x~ 1 48x " = 2 4 22 482X 29X+ 40
X X X X
4x +2 2 -1 1 2
f) f(x)= ==X +—=
(f) 1) 10x° 5 5
\ 2 5 2 2, 5 3 2 [ 1 1 2 X+1
f'iX)=—=X"——=X" =—— (X" + X )= — | —+— |=——
X)=—5%x" "3 ST ) = Tt e )T TR
2 3 4. 2( 2 3) 2 2x+3
f'(X)=—=(-2X7" =-3XT" ) =—=| ——+— | =—-
(%) 5( ) 5lk\x3 x“,| 5 x*
Aufgabe 389:
Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.
3 24 -8 -18
(a) f(x}—4_x (b) f(x) =2 (c) f )_{x+3}2 (d) f(x)= T

Losung:
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(a) f(x) =——=3(4—x)"
4-X
£'(x) = -3(4 - )7 (=1) =ﬁ F0x)=~6(4-x)" (=) 2(4_fo
24 -
(b) f(x)= 72 =24(x? —4)"
(X) = —24(x? —4Y2.2x — 48— % __
f'(x)=—24(x*—4)~ - 2x = 48 a4y
(X2 4P _2(x% . 2 _4)[ (x? —4)-4x?
(Rot: Ableitung des Nenners: v'(x) ).
o XP-4-4x* O -3x’-4 O 3x°+4
f'(x) = _48W__48 C_ay =48 . _4)
_ - _ -2
(c) f(x)= (X: 3] =-8(x+3)
von 5, 16 ron a4 48
f'(x)=16(x+3)" 1= X3P f"(x) = -48(x+3) X1 3)
(d) f(x):_—sz—18{x2—9x}‘2
(x? —9x)°
(x) = 360 — 9x)> . (2% —9) = 362X 9 _
f'(x)=36(x"-9x)™ - (2x-9) =36 X _9x)
(x) = 36 2(x* —9x)* - 3(x? —9x)*(2x - 9)- (2x - 9)

(x? —9x)°

(x% —9x)* |:2(x2 —9x)-3(2x - 9). {2x—9)]
(x? —9x)°

2(x? —9x)-3(2x - 9)? _

£"(x) = 36

2 _4ay_ 2 _ N
362}( 18x —3(4x~ —36x +81)

£'(x) = 36

(XQ _9)(.)4 {X2 _gx}d
#(x) = 36 2%% —18x —12x% +108x — 243 g _10x% + 90x — 243
) (x* —9x)* - (X —9x)"

Aufgabe 390:

Berechnen Sie jeweils zwei Ableitungen.
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16 2 _1
@) f()=—— B) 100 =—— ©) f(x)=2=
2 .2 2% + 3 dx .8
@ fx) =2 (©) =T (6) fx) =2
t2 2 2 3
@ fx)=—— h) 100 =7" () 00=——
X’ 3x® - 3x x° -8
D f(X)—x2+4 (k) 1(x)= x* +4 O f{x}_{X+1}2
Losung:
X oy xX+1N)-1.x 1 2
(a)fu)_x+1 f'(x)= (X 1) _(X+ﬂ2_(x+ﬂ
4 - -3 — 2
P00 =20+ 1=
16X X
®) 1= g =155
fx) =16 X 8-2CX _4q B-XT
(x* +8) (x*+8)

—ox(x? +8) —2(x?+8)2x-(8-x?)

f'(x)=16

{}'<2+ES)‘:1
16(x2+8)[—2x(x2—8)—2.2x-(8—x2)] (g 2X(X+8)-2.2x (8-x7)
(x2~8) (x2~8)
:16—2x3—16x—32x+4x3 :162x3—48x
(x% +8)° (x? +8)°
4 2
Wer tben will:  f"(x)=...=32 —3X _1204"4_128
(x* +8)
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x> —1
f =
(c) f(x) >
fr(x)_ 2)(()(4—2)—1-()(2 —1) _ 2){24—4)(—)(2—1 B ){2+4x_1
- (x+2) O (x+2°  (x+2)7
£1(x) = (2X+4)(x+2) —2(x+2)-(x? +4x +1)
. (x+2)]
iy K 2[@X+A)(x-2) -2 (6 + 4x+ 1)
(x)= (x+2)°
(2% +4)(x+2)-2-(x* +4x+1)  2x*+4x+4x+8-2x*-8x-2 6
- (x+2)° - (x+2)° C(x+2)
x? —a’
(d) f(x)= NP
£1(x) = 2x(x? +a%)—2x(x? —a?) _ 2xi42a’x —2x+ 2a’x _qat X
- (x2+az)2 - (XZ_aZ):Z - {X2+a2)2
Rt ratxx (G +a) (¢ +a’)-4x ]
Fix)=4a (x*+a’)? -4a xC+al)
o @ =3x?
=4a (X2+32f
2X+3
f(x)=
() f(x)=75
£1(x) = 2(x +1)2 = 2(x + )(2x +3)  (x+D[2(x+1)-2(2x+ 3)]
B (x+1)’ ) (x+1)°
_2Ax+1)-2(2x+3)  -2x-4 _ 5 X+2
- (x+1)° (x0T (x+1)
3 2 2 _
f.,(x):_21-(x+1) —3(x+61) (x+2) _ ,(x+1) [(x+1)63(x+2)}
(x+1) (x+1)
:_2{x—1)—3(x+2) _ 5 X+1-3Xx-6 _ 5 —2X-95 5 2X+95
(x+1)° (x+1)* (x+1)* (x+1)*
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4x+8
(f) f(x)=
21t

Fi(x) = 4(x* +1)-2x(4x+8)  4x* +4t-8x" —16x  —4x° —16x+ 4t

- (x? +1)? B (X2 +t)? (X2 +t)?
X+ 4x—t
(X2 +t)
F(x) = 4 (2x+4)(x* +1)* = 2(x” + 1)2x - (X* + 4x - 1)

(x? +1)*

(X2 —t)[(zx—4)(x2 1) = 2.2x - (X2 + 4x —t)]
(x* +1)°

(2x+4)(x +1)—2.2x-(X° +4x —t)

(X2 +1)°
4 2x7 + 4x% + 2tx + 4t — 4x° —16x° + 4tx 4 —2x7 —12x* + 6tx + 4t
(x? +1)? (x? +t)?
x* +6x* —3tx - 2t
()(2 Jr’[)3
2 —x2

(@) f0=——

fl(x)_ _2)(()(_21:)_1'{1:2_)(2) _ —2X2+4TX—'{2+X2 _ —X2+4tx—t2
T Ty (x-ay

(—2X+4t)(x—2t)° - 2(x - 2t) (X + 4tx —t?)
(x) = . il
(x—2t)

(x —2t)] (~2x + 4t)(x —2t) - 2. (—x? +4tx—t2')]
£7(X) = L - -
(x—2t)

(x) - 2x% +4tx + 4tx -8t + 2x* —Btx +2t°  —6t’
B (x —2t)° T (x=2t)°
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2

X
() 1) =507
1) = 2X(x + 1) = 2(x+ 1) X (X—t)[Zx(x—t)—zxz] x(xet)-2C y
. (x+1)° i (x+1) TTetr S xaty
£(x) = 2t 1 (x+1)* =3(x+1)* - x ot (x+t)°[(x +t)—3x] ot ox+t
(x+1)° (x+ 1) X1
i) 100=—
1(x) = 3 (x+2)-1-x>  2x* +6x?
T (x+2  (x+2)
) - 8XT 212000+ 27 - 2x - 202 +6x) | (X 2)[ (6x” +12x)(x +2) - 2(2x° +6x°) |
B (x+2)* - (x+2)°
_(BXT+12X)(x +2)-2(2x° +6x7) _ 6X” +24x% + 24x - 4x” - 12x’
B (x+2) B x=2)
_2x7 —12x% + 24X
S (x=2)
. x>
() f00=——
£1(x) = 3 (x*+4)-2x-x> _ x*+12x?
- (x% + 4)? T4y
() = X+ 2AX00C +4)° 206 +4) 2% (x! +12X7)
- (x2 + 4)°
o _(x2—4)[(4x3+24x)(x2—4)—2.2><.(x“+12x2)]
)= (X2 1 4)
i) - (A F2A0C £ 4) =2 20 (X £12F)  4xC + 2406 +16x° + 9Bx - dx° —48¢°
: (x*+4) ) (C + 4y
oy —B8x +96x x®-12x
f (X)_ (X2—4)3 =-8 (X2—4)3
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3x° —3x 3 x° — X

(k) f(x)=

x* +4 x* +4
? : 3 4 2 4 2
f'(x):3(3x “ DX +4)-2X(X —X) _ 5 3x7+11x7 —4-2x7 +2x
(x* +4) (x? + 4y
fr(x)_a x4+13){2—4
(x? +4)
£(x) = 3 (4%% + 26X)(x2 + 4)F —2(x% = 4). 2x - (x* +13x% —4)
- (x? +4)*
%) 3(x2+4)[(4x3_26x)(x2+4)_2_2X_(x4_13x2_4)]
4 X) =
(x> +4)!
) = 34X 26000+ 4) 2. 2x (X +13x" ~4)
- (x> +4)
) = 3 4%° + 26%° +16X° +104x — 4x° — 52x° + 16X
- (x* +4)
3 3
f'(x)=3 _10"2 ”‘EDX __3pX — =X 2‘12’3‘
(7 +4) (< +2)
x* -8
) f(x)=
0 f00=0—
£(x) = 32(x + 12 - 2(x +1)(x* ~8) _ (x+ D[ 3x*(x+1)-2(x* - 8)]
. (x+1)* ) (x= 1)
fr(x)_ 3X2(X+1)—2(){3 _8::' _ 3}(3 +3X2—2X3 +16 _ X3+3X2+16
(x+1)° (X +1)° (x+1)
£(x) = (3x% +6x)(x +1)° —3(x + 1)*(x* + 3x* + 16)
) (x= 1P
() (x+ 1] (3x* +Bx)(x+ 1) = 3(x’ + 3x* +16) |
rx _
(x+1)°
fr() = X+ BX)(X+ 1 =30 + 3% +16)
) (x+ 1)
(x) = 3x* +9x” +6x—-3x* -9x* 48 6x-48 e X—8
) (x+1)° T Xy
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Ableitungen von Wurzelfunktionen
Aufgabe 391:

Berechnen Sie jeweils die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen.

M) =22 @ (=2
3) ﬂ.x}="‘zf (4) ﬂ_x]=‘/i‘2
(5) f{_x}=4;;/; 8)  f(x)=+4-3x°
(7)  f(x)=+/x>+4x (8)  f(x)=xx*+25
© ()= (1) (=7
(11) f[x]=ﬂ,:ﬁ (12) f(x)= ;xa

"
(13) ()= (14) ﬂx]=%
Losung:
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

x)=2X 3 X _ad
f(x)= NN 3x 2 —x

1 3 1 3+X

T2IX . 2xdx 29X 2xx

3__ 9 1 94X
4x2\x  4xx 4xZx

f(x)= =x%—4x% = f'(x)= x%+2x_%=

] 13%

3 3 3x2-12 . x'-4

f"(x):%x—JZ _3x2

ox=x 11 11 (x) 2t
= =272k 272 T T
. - 3
rx)=-pxt -2
f(X]=&X_2=X_%—2X"1 = f'(x]_—H(;gr 22X =

f(x)= 4_;/; =i?_—i=4x‘2—x_%
X x? XX
f'(x]:—Sx‘3—%x_% L. ~16+3Vx

—_ + =
x* 2x%X 2x°

s, 3_24 15 96-15Vx
' 4x3Jx 4x*

f(x)=v4-3x> = f(

3
I 2 S

f“ A :_3.
) 4-3x2
(4-3x%)-3x* 4_6x2

_ __3
(4-3C)4-3¢  Ja_ax2

f(x)=-3

S R =3
Wx  Jxo axAx axix

: —6X X
X)=—— =-3. T
) 244 —3x? V4 —3x?

Mathematik |
L2 _3x*+4
2 xfx 2xfx

2 —xX+4
+—2_

x2  2x2

-
Zﬁ = Mit w erweitern:
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(8)

(9)

(10)
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f(x)=vx*+4x = f'(x)= 2X+4 _ x+2
WX +4x  AIx?+4x

oy ,x+2
1.4/ +4x—7 x+2
£(x) = zﬁfx + 4dx [x2+4x)—(x+2)2
o X* +4X (x2+4x)-\}x2+4x
f‘i(x:}:{xg+4x}—(x2—4x+4] 4

(x* +4x) V%% +4x } I ax
f(X)=xyx*+25

“425)+x°  2x2 425
=1.4/x*+25 + x- [x ! =
N Z«Jx +25 YX2+25  x*+25
2 2
. \_4)(4/'){ —25—72r T‘+25I[2x +25)_4x{x2—25)—x{2x2—25)
(x)= x?+25 (X +25)%P 425
3_
() =2
X2 +25
F(x) = 24_x:4(2—xr5 = f'(x)=-2(2-x)2 (1) = 213
£(x)=-3.(2-x)F (-1)= 23 ;
—-X
oo et D a(x-2)-(x+1) x5
X—2 2(x-2)vx-2  2J/x-2°
f"(xk}_mszx— '_3./x-2-(x-5)
AT 4[X——2f

denn die Ableitung des Nenner 2/x — ’ =2[><—:2:};3r ist 3 -{x—2)£’ =3Jx-2.

Nun klammert man im Zahler /x-2 aus und klrzt diese Wurzel. Es folgt

2(x-2)-3(x=5) —x+11
4(x-2)? 4JX =2

5 -
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(11)

(12)
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' X ) fxe _2\fx+ 2(x+4)- X+8
f(x)= = f'(x)= = 3
Vx+4 : X +4 2«/x+4\x+44} 2/x+4

1.20x+4 —3Jx=4-(x+8) X+4-(2(x+4)-3(x+8))
4(x+4)’ - 4(x+4)

f'(x)=

:2[)(—4)—3-(}(—8}_ -x-16
4(x+4)? 4x+ 4

denn die Ableitung des Nenners von f' ist

(2\/?] ( x+4]3) (x+4) =3yx+4

4x

™=Ters
iy TR

(x*+8) [x2+8)\/x2—8_ SR

) 3
Fur die 2. Ableitung schreiben wir f'(x)=32(x*+8) *

) _5
F"(x)=—48-(x*+8) 7 . 2x = 96—

VX2 +85

253-398



Bg TEC SR .
Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

(13)  f(x) %4
F1(x) = 1 .1'[)(_4)_1')(_ Vx-4.(-4) -2
(_2.\/L (k=47 2V (x-4) x-Vx-4
X—4

Fur die 2. Ableitung schreiben wir (weil im Z&hler kein x steht:)

f1(x)=—2x 2 (x—4)?

()= (- (-t (Cpix-aE - ;
- Ix J CJxxo
F(x) = (x-4)+3x  4x-4 X —1
RN N e S N e i «fw’
1
( _ﬂ - _2\/; (x+1) 1\/__ x+1 2% 1-x
a9 1= = = (x+1)° (1) 20%  (x1) 2%

Hier muten wir keinem eine zweite Ableitung zu ....
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Ableitungen von Exponentialfunktionen

Aufgabe 392:

Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.

a) f(x)=4e™ b) f(x)=e*"
c) f(x)=e*" d) f(x)=2e""
e) f{x}:x—l—e_%x f) flx)=x"—e™"
Losung:

a) f(x)=4e” f'(x)=4-e*.2=8e*

f'(x)=8-e”.2=16.e*

f"(x)=16-e.2=32.e*

by  f(x)=e&*" flix)=e =f"(x)=f"(x)=...
c) f(x)=e"> f'(x)=-3.">
ful:.le —9. 82—31-:

f"'{x:j —_927. EE—BK
d  f(x)=2e" f'(x)=2e7".(-1)=—-2e7"
f"(x)=2e™" =f(x)

flll{x) — fl{'x‘}
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e) f{_x)=x+e_’}x

Aufgabe 393:
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f'{x)=2x+¢e™
f'"(x)=2—e""
flll{x:} — e—}(

Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.

a) f(x)=x-e™"

c) f(x)=(x+2)-e

e +x

e) f(x)=—75—

d)

h)
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a)

b)

f(x)=x-e™ f'(x)=1e"+x-e™ (-1)=e™(1—x)

f(x) = —e - (1-x) + &7 (- 1) =—e™*(2—x)
(x) =™ (2= x) - (<1 =e*(3-)

Verdacht: U (x)=(=1)""-e* - (n=x)=(=1"-&* (x=n)

Man kann dies durch vollsténdige Induktion beweisen !

f(x)=x-e"~ f'(x)=1-ez"‘+x-ez"‘-_'— )=e"(1-x)=—e">(x—1)
f'(x)=—-e""(1-x)-e (—1_}: e (2—x)=e""(x—2)
f"(x)=—e""(x-2)+e"* =" (—x+3)=—-e""(x-3)

Verdacht: f (x)=(—1)"e*™(x—n)

f(x)=(x+2)-&* f'(x)=e"+(x+2)e"=¢e"(x+3)
f'(x)=e"+(x+3)e* =¢e"(x+4)
f'(x)=e" +(x+4)e* =e*(x+5)

Verdacht: f"(x)=e*(x+n+2)

f(x)=(1-x)-e a

Verdacht: " (x)=(—1] e ¥ (2n+1—x)
Die Koeffizienten sind Potenzen von (—1) und zwar so, daR sie bei

geradem Exponenten positiv sind, bei ungeradem negativ, also stimmt

der Faktor (_—%)”
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e)

e* 1L x ) \
fx)=2 X (e 1 x)e*=e*rxe> I
X
fiix)=—e> +e™ +x.e (-2)=—e™+e > (1-2x) = w
\ N ’ l ) f e

f'(x)=e™* -2 (1-2x)+e > (-2)=e™ - 267> (1-2x +1)

_2(2-2x) e
_ e e (gox) =S 2272 et d 44X

e2x - X
f"(x)—e™ +4e(2-2x)— 267 (-2)= - +-4e > (2—-2x +1)
—e"+4(3-2x) —g* -
= e +4e(3-2x)= e"’[" ) =—° 213 8x

Will man hier eine Formel flr die n-te Ableitung suchen, sollte man zuerst
einmal den Faktor -1 herausziehen, der abwechseln vor € im Zahler steht.
Damit erhalt man folgende Formeln:

()= =2

fix) =S
frix) = S5
() = - =2

jetzt entdeckt man folgende Formel:

) . oan€—a +2"X
fl (K:l:[—’” e2:-c

Die Zahlenfolge a, entsteht bei der Ableitung so (siehe cben):

a,=2-(1+1)=2.2=4

a,=4(2+1=4.-3=12  Entsprechend kann man zeigen
a, =8 (3+1)=84=32

a, =16-(4+1)=16-5=80

Also kann man diese Formel vermuten: a_ =2""-n

Damit lautet die Vermutung fur die n-te Ableitung:

Le¥_n. n=1_, An P nex 2""—1 2% —n
2D ()= (-t S
e ' e

f:|'|: (X] — {_.1)
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H o f(x)=tx.e

ft'[x]zt-e{’x_1+tx-e£“x_1-%=te{’x_1 (1+%x'}=%tei’x_1(x+2)
Ty Ty Ty— 1w .
te?" I(x+2)+%tezx 1=§te'fx 1[x+2—2]=%tezx 1[x+4)

£ (x) = 2te? ! (x4 4) - e 1= 1te? N (x 1 44 2) = 1e? ! (x 1 6)

9 f(x)=4x-e
Hier lasse ich den Faktor 1 als konstanten Faktor unveréndert stehen:

f'(x)=¢-[1e™ +x-e™ (k)| =1 ™ (1—kx)
£(x) = [—ke™ (1—kx)+ ™ (k)| = L(~k)e™ [1—kx + 1] = ™ (2—kx)

f"(x) =ke™ . (2—kx)—e™(—k) = ke™ .[2—kx + 1] = ke ™ (3 —kx)

hy  fi(x)=(x*—t).e”

f'(x)=2x-e™ +(x* —t*)e™ (—1)=e™ (2x—x* + 1’| = e~ (—x* + 2x —t’
=—e7(x* = 2x +t%)

f"(x)=—e (X} +2x—t}) + &7 (-2x +2) =7 (X’ —4x + 2+ %)

f"(X)=—e(x*—4x+2+t°)+e 7 (2x—4)= -7 (X* —4x+ 2+t —2x + 4)
=—e (X’ —6x+6+17)

\ !

Aufgabe 394:

Leiten Sie folgende Funktionen zweimal ab.

a) f(x)z% b)  f(x)= :;1
) f(x)= 1;:‘ d  filx)= &
o f(X)=2- N R-S—
_ ex ) sz—-ﬁl
9 fX)=5—x h)  f(x)="0

Losung:
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a) f(_x)z% Mit der Quotientenregel folgt
e*-x—1e* e'-(x—1)
( ) }(2 XZ
o [e"(x—|—1}—e".1]-x\x~—2)(-e"['x—1'] e* (x? + x+x—2x+2)
f{_x.]: 33 = .. 3 .
X X
e (x* 42|
T
e
b f(x)=
) () X+1
' —e " (x+1)—e™ —e(x+2)
f'(x)= ( 3 = ( 7
(x+1) (X +1)
v X+ 2)(x 1) = (x+ 1)+ 2(x+2)]
f{.x]: 3
(x+1)
e"‘[x2+3x+2—x—1+2x+4] e (x* +4x+5)
(x+1)° (x+1)’
1-e* 1 1-¢"
f(x) = __.
©) %) 2X 2 X
, 1 e x—(1-€") 1 _e*.x—1+e* 1 e (1—-x)—1
=g ol d, -2
X 2 2 X
v (e (=X e (<)) X2 -2 [eX (1-x) 1]
f(x]:z. x A3

1 e [(1-x)x—x—2(1-x)|-2 1 €'

X—X>—x—2+2x|-2

XB

2
1 e"[—x2—|—2x—2]—2
5

2 x>
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e” 1 —(

t—e™ te" -1

d  fi(x)= te —1)”

Durch diese Erweiterung mit e* wird die Aufgabe deutlich einfacher !

' (x) = —(te" —1) " -(te") = t—=—
| b (te* —1)
X [ | & . % ) X X | & (4% rree
_ e (te" —1)" —2(te —1)(te | e*(te —1)" —2(te —1)(te”)
Fx)=t————g— =t
(._te" —1) (ﬂte" —1)
t te? _e* _ 2t2%e?* 1 2te” t te”™ (t—2t°) + e (2t — 2t%)
(te* — 1)13 (te* — 1:)\‘!L3
t’e™ (1-2t) + 2te* (1 1) , e (1-2t)+2e* (11
- _. KE =t . %3
\te* 1) (te* —1)
&)  f(x)=2- & —2 4(e* 1)
3 e?-x_'l " /
) o 2%
f(x)=4(e¥ 1) .28 =8>
S (1)
| 2e2x {-ezx _1-.}”2; —2?8\21TH De2x . a2 92 (ezx —1]—482x-82x
(82):_1) (eEX_,ﬂ
4x 2% Ax Ax 2x Ax 2%
:82e —2e ;34(3 :8—?e —23 :—16'_3 +el3
(\elﬁ _1J Le2x _1) (-e?_x _1)
. er—t
f f(x)=
) t{, ] ex+t
o e(er+t)—eX(e’—t) e(eX4+t—e+t)  er.2t e
f'(x)= L ) :2( J:: — V. )::, — = 2t- 2
(" +t) (e +t) (e" +t) (e +t)
N . . ._
. e (e +t) —2(e%<t) e e (" +1)—2e”
ﬂ"[X]zZ’[- .. i‘s o :z.t .f _.-\3
(& +1) S
2x X 2x X a2x e* rt_e""}
_ot. 8 -.He \328 :zt.t'eiedzzt..tiﬁs
(e” +1) (e +1) (e* +1)
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ex
f(x)=
o) fX)=5—2
' X_}_e"(2—e"j—(—e"j-e*_2ex_ezx_ezx__ o2
| (2—8"}2 (:Z—e")2 {2—@")2
x x‘\g' f xy f X\ X ¢ \
f"( ] 292 {2—6 J —2ML—E J-62 2822 Lz_ex)_l_ze:ix
X)=— - )
| (2—e )’ (2—e)*’
e —4
h f(x)=
) ="

Da der Nenner keine Summe enthélt zerlegt man in zwei Briiche:

f(x) =e" —4e™*

2x
f'{X):ex+4e_x:ex—|—ix:e ‘|’4
' e €

X

f'(x)=e*—4e™ =f(x)
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Ableitungen von Logarithmusfunktionen
Aufgabe 395:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

a) f(x)=In(x-2) b) f(x)=In(2—x)

c) f(x)=x+Inx d) f(x)=In(4x)

e) f(x)=Inz f) f(x)=4-In(1x)

a) f(x)=In(2x)—1x h) f(x)=x*—In(1—4x)
Losung:

a) f(x)=In(x-2)

X—2 1

() == =~
b)  f(x)=In(2—x)

f'[x)ziz—ﬁ—x] 1

(x)=(2-X) (—1]={2:1K_]
c)  f(x)=x+Inx

f'(:a\-:1=1+;=:"‘TJr1 f“(_x'_]_—%
d) f(x)=In(4x)

f‘(x):%@:%; £ ')_—%
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f(x)=In%
2 1 _ 1
f'ix)==-1=— frix)= ——
(===~ (x)=-=
f(x)=4-In(1x)
L N 1 4 n \ 4
f(x)=In(2x)—1x
f'['x'_]_i.g_l:__izz;x
2X 2 x 2 2X
Ll 1
FX)=-%
f(x)=x*—In(1-4x)
2
f'(x):2x-i:2){— 4  2x-8x"+4
1—4x 1—4x 1—4x
f'(X)=2—4(1—4x)" (—4)=2+ 16 S
/ \ / \ (1_4x}

Aufgabe 396:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

a)  f(x)=In(6x—x?) b)  f(x)=In(x*—18)
c) f(x)=Inx(x—a) d) f(x)=Inx(4—x)
Losung:

a)  f(x)=In(6x—x*)

b)

Mathematik |

Flr die zweite
Ableitung !

—2x+4(1—4x)"|

. 6 —2x
f'(x)=
( ) 6}{_)(2
f'(x)= —2(6x—X*)—(6-2X)"  _12x42x> — 36+ 24x —4x?
' [6x—x2)2 (Gx—xz)z
2% +12x—36
(Bx—x)’
f(x)=In(x*—16)
- 2X
f'(x)=
) x° —16
f(x 2(x*—16)—2x-2x  _2x2_32
n x;l: h s - — -
| (x? —16) (x* —16)

264-398



e TEC SR .
( International Project Engineering IPB Mathematik I

Technik

f(x)=Inx(x—a)=In(x* —ax]|
2x—a

c)

f'(X)=———

%) (x* —ax)

. X .2
v 2(x*—ax)—(2x—a)"  2x? —2ax - 4x? tdax —a’
f (x): ' - ] = . N
[xz——ax) (xz——ax)
_ —2x’—2ax—a’  2x’+2ax+a’
(x* —ax)’ (x* —ax)

d)  f(x)=Inx(4—x)=In{+In(4x—x?)
TH—'4_2X
L (4x—x?)
. , 5
—2(4x=x")—(4-2x)"  _8x+2x* —16 +16x —4x’

£(x) = ,
X Hx—xﬂz Hx—xﬂz

rl

_ —2x*+8x-16

(4x——x2f
. \ 43y 4_2x
X

oder so:

Aufgabe 397:
Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

X+1 o 2—X
a fix)=In—— b fix)=In
) (} X —1 ) %) X+4
2
ax -1 d  f(x)=In> —4

c) f(x)=In .

Losung:
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a) f{szlni—ﬂ
1 L (x=N)=1(x+1) x—1 -2 2
f(x}:x_ﬂ' ; 12 - _.- 2 —
o (x—1) X+1 (x—1) (x+1)(x—1)
_2 s 1]
= =_2(x" =1 |
(X2—1) [ ( ) |
3 X
f"(x)=2(x*—1) " .2x=4
ST e
2—X
b f(x)=
) {'X) nx+4
b 2—x {x+4]z (2—x)(x+4) —x*—2x+8
:% [:6(){2—2)(—8)_1}
X“+2X—38 - !
£(x) = —6(x% +2x—8) " -(2x +2) = 12—
' : (x* +2x—8)
¢) f(x)=|n4xx_1 _In 4—%]:|n{4_x—") | (fur die 1. Ableitung! )
Cx 1 1 .
f'ix)= = - == [2(4"2—*3}
4x—-1 x°  Xx(4x—-1) 4x°—X - !
f”(x)=—(4x2—x]_E-(Bx—ﬂ:—M
' ' (__4)(2—)(._)

x2_ B 8 8

Aufgabe 398:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.
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a) f(x)=x:In(x—4) b)  f(x)=(x—2)-Inx
c) f(x)=x*-Inx d) f(x)=%-In(tx)
Losung:

a) f(x)=x:In(x—4)
. . X
Xx—4 =In(x—4)+ X—4

1 X—4)—X 1 —4 x—4-4  x—8

f'(x)=1In(x—4)+x-

x—4  (x=4) x—4 (x4 (x=4) (x-4)

b) f(x)=(x—2)-Inx

£1(x) = INX+(x—2)- = Inx +1-2
! ’ X X
12 x42
frr X) = —p— 21T =
(X) x+x2 X2

c) f(x)=x>-Inx

f'(x'}:2x-|nx-|—x2-i:2x-lnx+x:x{2lnx+1)
_ ~ _

f"(x}:2lnx—1+x-£:2lnx+3
| X

Aufgabe 399:

Berechnen Sie von folgenden Funktionen zwei Ableitungen.

2—Inx .. a-+Inx
a)  f(x)="— ) f(x)=""7
c) f(x)= [:In:-acj]2 d) f(x)= [In (X + 2}]2
e) f(x)=(Inx—-1) f) f(x)=4va—Inx

Losung:
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a) f{_x)zz_xmx
f,(x__—%-x—1-(2—lnx}_—1—2—Inx_lnx—3
} X2 )(2 )(2
v e X2=2x(Inx=3)  x_2x.Inx £6x 7x—2x-Inx
f (X}:: ] = ] - il
X X X
7 —2Inx
XS
a-+Inx
b) f{x)z o
oo w2x—=2-(a+Inx) 2-2a—2Inx 1-a—Inx
f'(x) = p] - p] - 7
4x 4x 2X
f,,(x}_—%-2X2—4X-(1—a—|nx)_—2x—4x—4ax+4x-lnx
- 4x* B 4x*
_ —6x+4ax+4x-Inx  —6+4a+4Inx
B 4x* B 4x°
c) f(x)=(Inx)
f1(x) = 2-Inx. = 200X
X X
. —Inx 1-Inx
fr(x) = 2. X X2 =2.—

d  f(x)=[n(x+2)]

f'(x)=2.|n(x+2)- 1, Mnix+2)

Xx+2 = x+2
—L(x+2)—In x—|—2 1—In(x+2
()(-|—2j (X+2}
\2
e) f(x)=(Inx-1)
(x) = 2-(Inx —1). - = 2. X1
"X X
| Lox—(Inx—1 _ _
£ (x) = 22 X (_zﬂx ]:21 In;—|—1:22 Iznx
' X X X
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f) f(x)=4va—Inx

_% 1

N D

2«,} —Inx xva—Inx
1. Moglichkeit:  f'(x)=—2(x/a—Inx) '
1
f(x (xxf‘a—lnx] 1va—Inx +x. ——2—

2+ja—Inx
1
Ja—Inx ——— -
_> 2Ja—Inx__ 2(a—Inx)—1

['x.\im'}z - x*(a—Inx)2J/a—Inx

2(a—Inx)-1  2a—2Inx—1

2 3 2 3
X“Afa—Inx Xx“ya—Inx

2. Maglichkeit: mit der Quotientenregel:
— 1 Ja—Inx +x. ——=2—
. 2‘\.|' —In){
f (x;:—2-
' x*(x—Inx)

_;2'{:‘/m:]2_1‘ [2-(a—lnx)—1]

x?(x—Inx)2vya—Inx W2 Ja_Inx.
_ 2a—2Inx-1
x2fa—Inx
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Ermitteln Sie zu folgende Aufgaben jeweils die Definitionsmenge, Symmetrieverhalten,
Schnittpunkte mit den Achsen, Extremwerte, Wendepunkte und Asymptoten.

Losung:

Der Zahler ist konstant und hat daher keine Mullstellen.
Mullstelle des Menners: x =2 daher Definitionshergich D =R \ {2}
f hat also bei ¥ = 2 gine Polstzllz mit Zeichenwechsel,

Asymptoten:
sankrecht: =2
4 s jmy
waagerecht: y=0, denn lim = lim —*—= "1_'_= —=
b=y -2 M-=1-Z 1—I|14; 1-0
[
Ableitungen: flx) = 5 =4{x-27"
x —_—
- -2
fiig)==dx-27= _
)=-4(x-2) (X —2F 41(x) ||
frx)=8{x-2"= 8 § [ [ | | ]
(x -2 5
Da f und ' keine Nullstellen [ [ | 1 | |
Besitzen (konstanter Z3hler), '-Il
hat das Schaubild K von f s
keine Extrempunkte und '-.H
keine Wendepunkte. T T I T I Y
LY
Wertmenge: i T 21 1 I \
W=R"{0} )
Symmetrie; X
K ist punktsymmetrisch zu = T 1 -
(210 | —
Zum Beweis rechnet man h"“m\
nach, daft folgendes gilt: - - =2
f{2+h)+f{2-h)= \
(Siehe Gebrochen rafionale [ [ | T &1
Funktionen Eigenschaften
Teil 2) e I
H
i
_6 + |
[
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Zihler=0: x=0; Nenner=0: x=2I2. D =R\{x2}
Das Schaubild schneidet folglich die x-Achse in der Mullstelle (010
und f hat die Polstellen ==2und x =- 2 jeweils mit Zeichenwechsel.

Asymptoten: senkrecht: x=2und x=-2.
waagere»::ht: y =0, denn

I1_¢— 0

T»x - _|1—~=1— 1-|!1|m__'1-u
Ableitungen: fix)= 200 -4 -2X X _ 28, x7+4
(1% —4)p (x* —4) (x* -4
F(x) = -2 Zu(x* -4 -2(x* —4) 2x (x* +4) _ {I -4}[21‘((! —4)—dx(x® —4]:
{(x*—4) (x* -4y
=_22x{x2—4}—4x{x’+4}=_ 2x3—Bx—4x5—1Ex -2%F —24x _ X +12%
(x*—4p (x? —4)° (%% — 4P (x —4)

Extrempunkte:
f' hat keine Mullstellen, da % + 4 nie Mull werden kann Also besitzt das Schaubild
K von f keine Extrempunkts.

Wendepunkte:
() =0 bedeutet

v —dx, =0 dh
X li, +12)=0
ergibt xw =0. Die Klammer
liefert keine weitere Nullstelle

wan
y-Koordinate: f{0)=0.

Kontrolle:

Zur Kontrolle mull emtweder

({0} =0 nachgewesen werden,
oder man el fest:

" hat bei 0 gine einfache
Mullstelle, d.h.  hat bei 0
Yorzeichenwechsel, d.h. K
hatinW {010} Krimmungs-
wechsel

Ergebnis: W ist Wendepunkt.

Dafi-x)=-f(x) ist K
symmetrisch zu = O.

b ()
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Der Zahler hat keing Mullstelle, daher auch nicht die Funkiion.

Mullstellen des Nenners: x =2

Da f die beiden Polstellen x =2 und x =- 2 (jeweils mit Zeichenwschsel) hat,
hesitzt K die senkrechten Asymptoten x=2 und x=-2.
Ferner hat ¥ die waagerechte Asymptote v =0, denn

£ _ ¥ 0

lim — = lim = _ = =0
b= -4 == -2 1—I|£n—’f,— 1-0
o |, = W
Ableitungen: f{x)=— 2 =8 —4y*
}e; —_—
x
fiie)=—18(x"-47 v =-32—— _
(x)=—18(x* - 4) T
(3@ —4F —2(x* - 4). 2% O —4)[(x* - 4)-4x* 3% -
= -gp LT AR 200 ) 20x o [(x' 4 1__4 32 -4
(x5 —4) (x°—4) (x=—4)
Extrempunkte: Bed.: flx;)=0 < »x.=0.
Kontrolle: fi0y=-32 {—_:}’ <0 d.h. T hat bei 0 ein relatives Minimum
mit fF{0)=-2. Ergebnis: k. hat den Tiefpunkt T(01-2 .

Wendepunkte:  Bed. f(x,)=0 = -3x,-4=0 = 3x,°=-4
Diese Gleichung hat keine reelle Lisung, also besitzt K keinen Wendepunkt.

4 fix)

5 | 4 N Y I

Wegen fi—-x)="f(x) ist das
Schaubild K von T
symmetrisch zur y-Achse.

Wertmenge:
W =]-o 2] ] 0

W=R\V]-20]
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Der Zanler besitzt keinge Nullstgllen, der Menner jedoch die doppelie Nullstelle x = 2.
Daher gibt es keine Schnittpunkte von K mit der x-Achse.

¥ = 2 ist Polstelle von f ohne Zeichenwechsel, also gilt D=R\{2}

Asymptoten: senkiecht: x =2 (Polstelle von f)
waagenecht © yw=10, denn
c lim =-
. 5 . 5 . 3 === ]
|I'I"| — = |r|'| = | m © = = =|:|
I-l—== (x-2) Irl-ﬂ ¥t —dx+4 I-l—==1—i+—€- 1-lim&+im=2 1-0-0
(x-2) TV e e
Ableitungen: f{x)=— 52_2 =5(x-2)7
(% —2]
- 10 _ — =30
fa)=—10(x-2)" = = Px)=300x-2)" =
() ! L TE () (x-2) o2F

Extrempunkte: keine, denn £ hat keine Nullstelle.
Wendepunkte: keine, denn ™ hat keing MNullstella.

Symmetrie: K ist symmetrisch zur Geraden x = 2.

Boweis: Ezqgilt fi2-h)=f2+h) {hier ohne Baweis)
Siehe Eigenschafien gebrochen rationaler Funktionen

Wertmenge: W=R"

-4 2

Aufgabe 401:

Ermitteln Sie zu folgende Aufgaben jeweils die Definitionsmenge, Symmetrieverhalten,
Schnittpunkte mit den Achsen, Extremwerte, Wendepunkte und Asymptoten.

(7) 00=3-2+2 (8) f) =22

@ =2 (10)  ro=X8
x° +4 16 —4x°

(11) f(x):m (12) f(x TS
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Losung:

X 2
3012 3w-12 __ x-4

=3 12 =—=-—< -3
{ ) }: Iﬁ :l':.i }LE'

Py =Bt 436 =t e = TEE

= x x

Fo(x) =18x —14dx s =10 144 _ %8

X x :.;-

] l'{:.:

d-l-
It
=

-B b = - i 2 4 G

. . . . . . . i o
Zahler = 0 W -x+2=0 dh x, ES ) ";E,ER
Menner =10 x=0 doppele Lozung dh. D=E"{0}
Schnitipunkte mit der x-Achzse:  keines
Polstellen: ¥p =0 chne Zeichenwechsel.
Asympioten: Waageracht: v =3, denn le l— 0

Senkrecht:  x =0 (Paolstellz von f)
Exiremounkts: Bed.: fixg)l=0 dh. xe=4 mit fi0)= &
Kontrolle:  £"(4) =6 'TE 0
dl.h. f hat bei 4 ein relatives Minimum und K den Tiefounkt {41 35 ).
Wendepunkte: Bed: fix,)=0 dh xg=8 mt fl6)==

Fonirolle:  Da ™ dort einfache Mullstellzn hat, hat ™ Zeichenwechszsl,
d.h. K hat Krimmungswechsel: W, (6 |§:|

Werimenge: W=[f=][.
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4x+2 )
8 flx)=
(8) ()=
, 42-x)—(-1)4x+2) B-4x+4x+2 10 . 5
fiix)= = = =10{2 -
b 2-x7 @-xF  @-xF
Oa 7 im Z3hler kein x enthalt wird nach der Kettenregel abgeleitet:
3 20
f=—2002—-x) (-1 =2002-x)" =——
() = -20(2- % *(-1) A
414
12
a8
4
x
I y 1 E i F
+
Zahler=0. 4x+2=10
dh x=-1 a
Menner=0. x=2.
Also D =R \{2}
Mullstelle: N {—% 107}
Polstelle: x==0 “1Z
Asymptoten:
Waagerecht y=-2
Senkrechi:  x=2
168

N . o dw+2 | 4+4
Begrindung fur die waagerachte Asympiote: LIrTI =% = lim — 1 =_—1=—4
Cenn I'r‘nl=ﬂ.

|:_|.r:|:

Oa T keine Nullztellen hat, besitzt K keine Extrempunkte, und da ™ keine Nullztellen
hat, gibt es auch keine Wendepunkis.
Wertmenge: W =R V{-2}.
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-

_x -4
{9} ﬁx}_fI:?F'

- i I i aad L
Znx—1fF —2Ax—1)(x* —4) (-1 2x(x-1)-2 (% -4)] - 2m-26% +8
. 4 - . 4 - E]
(x—1) (x—1) [x=1)
-4
l"J-:—*I"I&
_ 1P Tu-1-3(x—4 _
() = _olx- 1) = 3(x - 1]{:-: 4) _ 2'“ Fle—1-3(x- N__ 23-:+141
[x— 1] (x— 1| (x—1)
$fix)

f'(x) =

flxj=-2

T

=

Zahler=0: x =4 dh. x,=22
Menner=0: x=1 doppelte Nullzisle

des Mennars.
D=R\{1}

Nullstellen N, (2 |0)

Polstelle: =1 ohns
Zeichemwechsell

Asymptoten:
waagerecht: v =1, denn

-4 . 1=+

im————=lim —=—=
mom (D 4+1) We=1-Z4 1 8
zenkrecht. x=1 (Polsiells von f).

Exframounkts: Bed: fixz)=0 dh =4 mi fd|l=—=—=—

Kontrolle:  £7(4) = 2'53”1-:0 d.h. f hat bei 4 ein rel. Max.

Ergebnis: .- Hochpunkt H | 4|i|

Wendspunkt: Bed.: Mxxl=0 dh. :-c—55 r'rut oSy =130

Da 55 esine einfache Mullstelle von 7 ist, hat 7 dort Yorzeichen-
wechszel, d.h. K einen Wendepunki.

Wermenge: W =] —m 2]
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2
Xx“+x—5b
10 fix)=——F—
(10) x*—4

Dig Ableitungen solte man, wis disses Geispiel zeigl, beszer nach der
Yoruntersuchung auf Mullztellen und Polstellen berechnan!

—1£4 -135 _[2
Zéhler = 0 P ix—6=0 dh x=_=¥1*23 135 _
Z z -3
Menner = 0 =4 dh x=32 dh. Definiticnsbereich: D =R \{t}

Schnitipunkie mit der x-Achse: (Bed. Z8hler =0 aber Mennmer 20} xun=-3
Folziellen: ({ Bed.. Menner=0 aber Zdhler =0 J. X==-2
Weitere Licke: (Zahler =0 und MHenner=0) x =2

Wenn sine solche Licke vorhanden ist, kann man in Zahler und Kenner den Linear-
faktor ( = -2 ausklammeam und dann wegklrzen.
Zerlegung des Funktionsierms:
fx) = Ww4u—6 _ (x—-2)(x+3) _ (x+3) _x+3
-4 (x-2)(x+2) (x+2) x+2
Diese gekirzte Funkiion mu® denselben Definiionsbersich bekammen, wis dies
urspriinglich der Fall war, also: D =R\ {2}
Man erkennt jeizt, dalk man dennoch fr Zahl - 2 jefzi einen "Paeudo-Funktionswert”
berechnen kann: ™{2) =5=125. An dieser Stelle darf die Funktion jedoch keinen
fix) Funktionzwert haben, da - 2
nicht zum Definiticnshersich
gehart. Der Kurvenpunkt
L{21125)mul also aus
dem Schaubild heraus-
genommen werden. Do hat
die Kurve ein Loch. Diess
Stelle ist im Schaukbild
markism.

Jetzt haben wir einen zum

""‘--.,_\ x| Ableiten wesentlich
- 1 s : g + s ginfacheren Funkiionsterm:
fap= 23 Ableitungsn:
o o
1 (x+2)-1-[x+3) - . g,
T i Ll L) N O
(x+2) (x+2) '
At Fy=2(x+ 2 =—2
(x+2)
Da  und ' sinen konztanten Zahler haben, besitzen
sig keing Nullztellen, alzo gibt s keine Extrem- und
Viendounkte.
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2
X +4
(11) X)) =—z—py
¥ —4Ax
2 (o —4x) (2% -4 (X +4) 2 gt -2 1% —Bx 16 _ ~4x* —Bx+16

; W2 ; Wl . W2
(x* —dx) [ —d) [* —dh)

FYx) =

Fip)= g T4
| —d)
. 2 ) . .
(2x+2) (" =g | —2( " = )( 20— 4 )07 + 24— 4]
(x* —4x)'

(6% —dx )l (22 +2)(#F —4x) = 2(2x - 4) (%" + 2x -4

fx)=—d

fix)=—4 -
| % = a‘r:-:JJ|

[Zu+2)[* —du|—2(2n—4)|x* + 2x - 4]

=)=
[ —4x]a

2 = 2w —Bx® - Bx —4x” +8x7 —8x +16x +16x - 32
(%2 - dx)
—2x° —fx +24x-32 3 3k =120 +16
(=4 (o —ax)

fu)=—4

fx)=—4

Zahler = 0: ' =—4  hat keine reelle Lasung.

Menner = O wr-4=0 dh. =0 x==4

Es gibt alzo keine Schnittpunkie mit der x-Achse aber zwel Polziellen: == =0 bzw.
w==4,

Asympioten:

oxt+d4 1+ 140
I"Tl 7 = = =
om0t =y e -4 -0
Daherist v =1 die waagerechte Asympiote.

K hat zwsi senkrechie Asymptoten: =0 und x =4 (Polstellen von ).

1

Extrempunkte: Bed: fixg)=0 dh. x*+2x—4 =0 ergibt
2t fai1e —2xf20 -2z2f5 L
Maherungswene: = = 1,236 und xx=-23236
Funkficnswere: f{1,236)=-1,618 und f{- 3,238) = 0618
Fontrolle: 01,236} =0 d.h. T hat dor ein relatves Maximum.
- 3,238) = 0 d.h. f hat dort ein relatives Minimum.
Ergebnis:  H{1,2361-16818 ) und T(-23225810,6818 L

Ke

Wendepunkte:  Bed: Mxal=0 dh x*+3x -12x+18 =0.
Diese Gleichung ist nur mit dem Newionschen lierationsverfahren zu lésen.

278-398



i

TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
Hilfsfunktion: hix)=x"+3x" =126 +16
h'(x)=3x" +6x-12
Mullzigllen Interall: h{-6)=-20
h{-5) =26 = 0.

Dig Hullstelle von h, alzo dis Wendeatelle liegt somit im Intervall -6 ;-51[.

Mewtonsches lterationgverfahren:
_y bk o+ 3 A2 16 F B 12 - 3 £12x 16

X

MU W) " 3k 6K —12 I +6x, —12
_ 2k, +3x, 16
Tax ) +Bx —12
Starwerl,  x=-55
¥y =- 5,630 344
%z =-5,634 001 ...
%3 =-5635 454
LS.
(%)
_--""f
| X
4 2 ) 2 4 8 8 m
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16 — 4x°
12 f{xj=ﬂ—
(12) 216
—Bx(x* +16)-2x(16-4x7 ) 3 _ _ 32+ 8x°
fl{x-|= .. - - _\S.:‘: 128:’: 3:2.': S.:{ =—'1E|:| - x i
I_If—'IE_I w16 [x* +16]
o |2 ] ko, ) .2 ! 27
) Ix°+168] -2{x"+16)-2%.x [0 +16) [x° +16 -4 |
() =-160- — =—160- L * |
(% +16] (% +18)
- T 2 _
Fix)=—160— 10 1gp2X 18
[%* +16) (x* +16]

symmetrie: Da flralle x gilt f{—x)="fix), ist das Schaubild K von f symmetrizch zur
y-Achze.

Zahler=0. x=I2

Der Menner izt atets ungleich Null, alzo gitt 25 keine Polstzsllenund D =K .

Schnitipunkte mit der x-Achse: N, |IZ2 |0 :|

Extrempunkie: Bed.: fegl=0 dh. x=0 mit f{01=1.

Fontrolle: 0] = 1EG;L_,E <0 dh fhat bei 0 ein relatives Maximum

Und K hat den Hochpunkt H{01 1.

Wendepunkte: Sed. f{xw)=0 dh. x,° =§~=¢ ¥y =L % =:%..E = 12,31
_ 16
f._ E = 16_4? 4884 =—1_=—l
\V3 | 1B _ . 6+48 64 4

Fontrolle:  Da beide Stelle einfache Mullatellen von ™ 2ind, liegen
Wendepunkte vor, Ergebnis: Wiz ( {:_,El -1 :[j,S'Il —0,25)

Aufgabe 402:

Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und eventuell vorhandene
Asymptoten. Berechnen Sie zwei Ableitungen und stelle fest, ob eine senkrechte Tan-
gente vorliegt.
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a) f(x)=v8-x b)
¢)  f(x)=+x +45-x d)
e)  f(X)=+x-2+J-x-3

Mathematik |

281-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |
Losung:
a)
Definitionsbereich: B8-x20= 82x < x=8 D =]-=;8]
Nullstellen: Rad =0: ¥y =8 WNialo)
: ) -1 1 -1
Ableitungen: fw)= =——{B-x)?
Y (=T 2
w1 s 1 1
f '-.K,I=EI~E_E,I : "[_1:'=_ E ]
4(8-%)2 8-X

Wie man sieht, haben £ und * keine Mullstellen, also besitzt das Schaubild von T
weder Extrempunite mit waagerechter Tangenfe noch Wendepunkie.

Einen Extrempunkt gilit es aber dennoch, ndmlich den rechten Randpunkt
Riald) Dafirale =D qgilt f[:x_] =0 ist R der tiefste Punkt, also ein

Randtiefpunkt und zwar mit senkrechter Tangente, weil f bei & sine Polstelle hat.
Dias Schaubild ist ine Halbparabel:

ra [ 4 4 -] [}
b)
Definitionsbereich: Tx+1z0 = Tuz-1 o iz-2 < D=[-2;=]
Nullstellen: Bed.. f(x,)=0 < 2-Jix+1=0

Lx+1=2 = Ltx+1=4
Tx=3 dh x%,=6
Da die Funktion aus einer Summe mit einer Wurzel besteht, muis man die

Probe machen:  f(B)=2- /L 6+1=2-d =2-2=0_

Ergebnis: M{GI10)
Ableitungen: f'(x)=- 1 A =—.;ax+1ﬁp“%
T ftx+1 2 4dix+1 (Bx+16
4 4 1

. 1, )
f"(x)=—(Bx+16) 7 -8= —=
! 7" J B

(Bx+16)F  2W2x+d x4

Man sieht, daft f{x) stets negativ ist, also falll die Funktion streng monoton. Es gibt
also keine Extrempunkie mit waagerechter Tangente. Lind wir haben am linken
Fandpunki L (- 21 2 ) einen Randhochpunkt, der aulterdem eine senkrechte
Tangentz besitzt, da £ dort eine Polstelle hat. Das Schaubild ist eine Halbparabel
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c)

Definitionsbereich: 1. Bedingung: x=0, 2. Bed.. 5-x=0 dh. x=5

Daraus folgt: D =[0:5]
Nullstellen: % ++/5—x =0 = fx =—f6-x
quadriert: ¥=6-% o =5 = x,=3%

Dz dieze Funkion diz Summe mit einer Wurzel enthalt, mull man die Probe machen:

(<] =E— £ =10 . Diese Funktion besiizt keine Nullstellen.
1 -1 5% —~fx

Ableitung; f'{x)= + =
S 2 2Box 24 B-x

Punkte mit waagerechter Tangente: f'(x)=0 < /65— =%

quadriert: S-d=x o =5 <= x=3%
Die Probe stimmt jetzt. Das Schaubild K von f hat also im Punkt E (£]2,/Z |
eine waagerechte Tangente. Ubrigens ist Eul'%_a'ld% =f10

Punkte mit senkrechter Tangente:

Die Funktion £ hat bei 0 und & je sine Polstelle, d h. das Schaubild hat in den
Randpunkten L(0]+/5 ) und (5|45 senkrechte Tangenten.

JLY

d)
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Definitionsbereich: 1. Bedingung: =x=0, 2. Bed.. 5-xz0 dh. x=5

Daraus folgt: D=[0;5]
Hullstellen: Bedingung f(x,)=0
Vi =f5-x=0 = J=f5-x
quadriert: ¥=0-u o =5 < x=%

Dz dieze Funkion diz Summe mit einer Wurzel enthalt, mul man die Probe machen:

{2 =2 -f2=0.

Ergebnis: MN(Z10)
. 1 -1 M- ++fx
Ableitung: f'{x)= - =
) 2k 245-x  2fxB-x
Auswertung: Weil eine Wurzel nie negativ werden kann, nimmt der

Zahler nur dann den Wert 0 an, wenn beide Wurzeln zugleich 0 wenden. Dies ist
aber nicht der Fall, denn der erste tut dies fir x = 5, die zZweite flrx = 0_,

Also gilit es keine Funkte mit waagerechter Tangente. (Man konnte auch den Z3hler
Mull setzen und die Wurzelgleichung durch Isolieren der Wurzeln und Quadrieren
lG=en. Jedoch stimmt die Probe dann nicht.

Senkrechte Tangenten in den Randpunkizn L{E} | —'JE :l R|;5| a"'f_r } wieil dort der
Menner von ' Null wird, d.h. die Ableitungsfunktion ginen je einen Pol besitzt.

Ji.yl
e
A
0 4 "
2
e)
Definitionsbereich:
1. Bedingunag: =220 = x=2
2. Bedingunag: -¥=-3:0 = -xz3 = 1x=2-3

Da x in beide Radikanden eingesetzt werden mu, geht dies nur fur Zahlen,
dig in beiden Teildefinitionshereichen liegen. Da es aber keing Zahlen gibt,
die sowohl mindestens 2, aber hochstens - 3 sind, ist der Definitionshereich
leerr D={ }.

Also gibt es zur Funktion kein Schaubild.

Aufgabe 403:

Es ist folgende Funktion gegeben: f(x) = %x —1+4+e7*
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K sei das Schaubild von f. K hat zwei Schnittpunkte mit der x-Achse. Einer
davon l&Rt sich berechnen. Begriinde, warum es einen zweiten geben muss.

Welchen Extrempunkt hat K 7 Zeige dal seine y-Koordinate y. = In\ﬁ ist
e

Welche Asymptote hat die Kurve K ?
Warum hat K keine Wendepunkte 7
Zeichne das Schaubild K fir -3<x<10.

Losung:

a) K seidas Schaubild von f. K hat zwel Schnittpunkis mit der x-Achse.
Einer davon Akt sich berechnen.

Welchen Extrempunkt hat K 7 Zeige dal seine y-Koordinate v, = InF ist
e

Welche Asymptote hat die Kurve K7
Warum hat K keine Wendepunkte ?
Zeichne das Schaubild K fir -3=x=10.

il..,_l,.
_4-.-
24.
2 0 “'—-—-:‘:_
L __.-"""'..
.-"'-...
A= 2
L~

Der Mullpunkt ist der erste Schnitipunkt von K mit der x-Achse, denn es gilt:
fl0j=1-0-1+e?=—141=0.

Ableitungen: f'u:x:|=—5—:-:-'-": f*{x)=e>"

Extrempunkt-Bedingung: fix; =0 = e7"=1 < &'=2 < ¥ =2

Funktionswert:
fiin2j=%$-In2-1+e™* =1.In2-1+ e"? =i.In2-1+1=4.In2-1=-015

Angegeben war
1

2 277 1 2 1 1 o1 1
=== =" =—In==—=.{In2-Ine)==(IN2-1)==.In2-=
Ve n\/; n'.xe,.l 5 ne 2|_r1 ne) 2|_r1 | 5 n >
Konralle: f(In2)=e" >0
Also liegt ein Tiefpunkt vor: T(In2[$In2+1)

Aufgabe 404:
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Definitionsbereich,
Randwerte,

senkrechte Asymptoten,
Nullstellen,

2 Ableitungen,

Extrem- und Wendepunkte.

b)

f(x]zln‘f%x-t\" fur t>0

Losung:

a)

Definitionsbereich: Bed.: Arg=0 dh4-1x>0 < Ix<4 & x<8. D=]-m§[
Randwerte: x—=8 = Ag—0 = f(x)=> -
X—=>-w = Alg— o = f(X)ow

Senkrechte Asymptote: x=8

Wertmenge: W=R
Nullstelle: Bed: Arg=1 dh. 4-ix=1& 1x=3 < x,=6: N(6]|0)
. -1 1 . -
Ableit : f'ix)=——=—=——=(x-8
eitungen (x) 471X " x-8 (x—8)
'(x)=—(x-8)" = —- ! .
! (x—8)

Da f und * keine Nullstellen haben, besitzt das Schaubild K von f weder Extrem-
noch Wendepunkte.

286-398



i Technik International Project Engineering IPB Mathematik I

¥ =

b)
Definitionsbereich: Bed.: Arg =0 d.h. %x—t::-{]l = %x::-t o x>t D=]tt o]
Randwerte: x>t = Ag—»0 = f(x)>-»

X—=o = Arg—so = f(X)>x
Senkrechte Asymptote:  x = £

Wertmenge: W=R
Nullstelle: Bed.: Arg=1 d.h %x—t:’l = %x:t+’l & Xx=t"+t
N(t2+1]0)
1
Ableitungen: f'(x)= t ] _=(x-t I
L
tx

(%) =—(x-1*) =————
(x-t)

Da f und 7 keine Nullstellen haben, besitzt das Schaubild K von f weder Extrem-

noch Wendepunkte.

Das Schaubild zeigt alle Scharkurvenfir t=05;1;15; bis 4.
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_ e, i _._-_-___________-—-—-"_-_-__
—2 — — ——
// -.-r.-._.._._..—-—.'-.-_- L "] _'_'_—F.___________.—-

e ! T ______,..--""r el —
o
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Extremwertaufgaben
Aufgabe 405:

Aus einem Baumstamm, der einen durchgangig gleich grolRen kreisférmigen Quer-
schnitt hat, soll ein Balken mit rechteckigem Querschnitt von moéglichst groBer Tragfa-
higkeit herausgeschnitten werden. Die Tragfdahigkeit ist proportional zur Balkenbreite
(b) und zum Quadrat der Balkendicke (a). In welchem Verhéltnis miissen Dicke und
Breite des Balkens zueinanderstehen?

b N

Losung:

Da ist ein Baumstamm in Form eines Zylinders mit Durchmesser d.

Wenn man daraus einen rechteckigen Balken sagt, dann hat dieser die Dicke a und
die Breite b.

Zeichnet man sich den Querschnitt des Balkens in den kreisférmigen Querschnitt
des Zylinders, dann sieht man, dass a? + b2 = d? zu sein hat.

Das ist die Nebenbedingung.

Anmerkung: Es ware natlrlich auch moglich kleinere rechteckige Querschnitte aus-
zusagen, also nur a?+b2<d? zu verlangen. Da aber die Tragfihigkeit zu maximieren
ist, und diese mit grélerem a und gréfBerem b wachst, kommt das nicht in Betracht.
Man tut am besten, wenn man den Zylinderquerschnitt voll ausnutzt.

1. Nun soll die Zielfunktion bestimmt werden. Die Aufgabe sagt, dass die Tragfa-
higkeit proportional zur Breite b und proportional zum Quadrat der Dicke a ist.
Ohne den physikalischen Sinn dieser Aussage zu verstehen oder diskutieren zu
wollen, stellt man daraus die Zielfunktion fiir die Optimierung auf, namlich a®*b
= maximal.

2. lIch fasse zusammen:

Zielfunktion: a?*b = maximal
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Nebenbedingung: a% + b? = d?
Mit der Nebenbedingung ersetzt man eine der Unbekannten in der Zielfunktion.

Ich nehme die Ersetzung von a? vor, weil ich damit Wurzeln vermeiden kann.
Das ergibt die Funktion t der Tragfahigkeit in Abhdngigkeit von der Breite b:

t(b) = (d*-b?) *b

Die Ableitungen von t(b) lauten:
t'(b) =-3b%+ d?

t'"(b) =-6b

Man setzt die Ableitung gleich O:
t'(b)=-3b2+d*=0<=>b2=d?/3

Die zweite Ableitung ist flir alle in Frage kommenden positiven Breiten negativ. Das
zeigt, dass an der Nullstelle der ersten Ableitung tatsachlich ein (lokales) Maximum
vorliegt.

3. Aus der Nebenbedingung errechnen wir den dazu gehérenden Wert fir a (bzw.
a?).
a?=d?>-d?*/3=2/3d?

4. In der Aufgabe ist fir d kein konkreter Wert gegeben. Es wird nach dem Verhalt-
nis von a und b gefragt, also nach a/b.
Aus a?/b? = (2/3 d?) / (1/3 d?) = 2 folgt, dass a/b = 02.

5. Was ist dazu noch zu sagen:
6. Das optimale Verhaltnis ist unabhangig vom Durchmesser.

7. Die Formel a/b= 02 sagt, dass der Balken 1.41-mal so dick wie breit sein soll.
Die Dicke ist damit groBer als die Breite. Man muss sich den Balken mit der
schmalen Seite als Breite vorstellen.

Aufgabe 406:

Aus einem Stlick Draht, das 36 cm lang ist, soll eine "Saule" mit quadratischem Grund-
riss geformt werden. Welches ist das maximal moégliche Volumen der Saule?

Losung:
In dieser Aufgabe ist eine Ldnge gegeben (des Drahtes).

Wenn die Sdule aus Draht geformt werden soll, ist wohl gemeint, dass mit dem
Draht die Kanten der Saule gebildet werden sollen. Der Draht muss ausreichen, um
daraus die Gesamtlange aller Kanten zu bilden.
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a

a

Die Nebenbedingung lautet
8a+4h=36

Die "quadratische" Sdule hat eine quadratische Grundflache a*a und eine Hohe h.
Das Volumen soll maximiert werden. Wie lautet die Zielfunktion?

Das Volumen einer Saule ist Grundfliche mal Hoéhe. Die Grundflidche ist a2, die Hihe
h. Als Zielfunktion haben wir:

V=a2*h

Hinweis (weil die Frage schon mal kam): Hier eine Nebenbedingung mit der Ober-
flache zu setzen, entspricht nicht der Aufgabe.

e Indem die Nebenbedingung 8a+4h=36 nach (z.B.) h aufgeldst und in die Zielfunktion
eingesetzt wird, erhalt man die Funktion des Volumens in Abhangigkeit von a:

F(a) = a? * (9-2a)
Die Losung lautet schlieBlich: a=h=3.
Das Volumen der Saule ist maximal, wenn sie ein Wirfel (Kubus) ist.

e Eine dhnliche Aufgabe gibt es auch mit der Quaderoberflache als Nebenbedingung.

Aus 36cm? Pappe soll eine quadratische Siule maximalen Volumens gebildet
werden.

Hier ist die Nebenbedingung die Oberflache
F =36 = 4ah+2a2=36 oder ah = (36-2a2)/4.
Das eingesetzt in V ergibt:

V =a%h =a * ah = a*(36-2a%)/4 = 9a-a%/2
Ableitung:

V'(a) =9-3/2*a%2 =0 =>a=w(6) und h = w(6)

Die Ergebnisse haben eins gemeinsam: in beiden Fallen ist a=h. Die quadratische
Sdule hat maximales Volumen, wenn sie ein Kubus ist.

Aufgabe 407:
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Welches rechtwinkelige Dreieck mit der Hypotenuse c=6 cm erzeugt einen Doppelkegel
groRten Volumens, wenn man es um die Hypotenuse dreht?

Rotationsachse

I
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Losung:

Antwort: Das gleichschenklige rechtwinklige Dreieck!
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rechiwinkli-
zes Dredeck

Fotationzachse

Rotationsachse

I

Wo ist nun der "Doppelkegel"”, dazu noch ein Bild:

Die folgende Skizze zeigt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a, b und c (blau)
und den HilfsgroBRen x, y, z (schwarz).

Jedes rechtwinklige Dreieck passt in einen Halbkreis. Durch die Aufteilung der ge-
gebenen Hypotenuse c=6 in die Abschnitte x und y ist im Halbkreis genau ein recht-
winkliges Dreieck bestimmt. Dieses hat die Hohe z.

Der durch Rotation des Dreiecks um die Hypotenuse entstehende Kérper besteht
aus zwei Kreiskegeln.

Die allgemeine Formel fiir das Volumen eines Kreiszylinders lautet V= 1/3 * G * h.

Wenn das Dreieck mit den Seiten a, z, x um x rotiert, entsteht ein Kreiskegel mit der
Hohe x und der Grundflache pi * z2.

Wenn das Dreieck mit den Seiten b, y, zum y rotiert, entsteht ein Kreiskegel mit der
Hohe y und der gleichen Grundflache, namlich pi * z2.

Die Summe der Volumina der beiden Kreiskegel betragt

V=1/3pi*z22*x+1/3 pi*z22*y
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=1/3pi*z2*(x+vy)
=1/3piz**6
=2 piz?

Das ist eine Formel fir das Volumen, die nicht von a, b oder c abhangt, sondern von
einer HilfsgrofRe z. Man konnte nun versuchen z durch a, b auszudriicken (Pythago-
ras), aber das ist hier nicht notig - zum Glick, denn dadurch wiirde es vermutlich
komplizierter.

Wir gehen fiir den Moment dazu lber, das optimale z zu bestimmen.
Beginnen wir mit dem normalen Vorgehen:
Es ist V(z) = 3pi*z?, V'(z) = 6pi*z und V' (z) = 6pi.

Daraus folgt aber nur, dass bei z=0 ein (lokales) Minimum vorliegt, denn V'(z) = 6pi*z
=0 gilt nur firz =0.

Gibt es denn kein Maximum? Doch, natirlich gibt es eines. Das Volumen wird umso
groBer, je groBer z ist. Kann denn z beliebig gro werden? Nein, z kann maximal
gleich dem Radius des Halbkreises werden, in dem das Dreieck mit der Hypotenuse
c=6 einbeschrieben ist. Der Radius dieses Kreises ist gleich ¢/2. Mit c=6 folgt, dass
z maximal 3 sein kann.

Das maximale Volumen wird somit am Rand des Definitionsbereichs von z, namlich
bei z =3 angenommen.

In diesem Fall ist das rechtwinklige Dreieck a, b, c ein gleichschenkliges rechtwink-
liges Dreieck.

Aufgabe 408:

Die Funktion

f(x)=-a*x?>+b

schlieflt im ersten Quadranten ein Rechteck mit der x und y Achse ein.

Fir welches x wird der Flacheninhalt maximal?

Losung:

Es ist ein Rechteck gesucht, dessen linke untere Ecke im Nullpunkt des Koordina-
tensystems liegt, und dessen rechte obere Ecke auf dem Graphen der gegebenen

Funktion liegt.
Die rechte obere Ecke soll so gewahlt werden, dass die Flache des Rechtecks maxi-
mal wird.

Diese Ecke hat die Koordinaten (x/y) mit y=-ax?+b
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/ Parahel —a 2% +b
.

M
i) Rechteck

-1 -0.5 0.5 1 1.5 -
—
X

Weil die Funktion f(x) bei w(b/a) eine Nullstelle hat (das ist ein Schnittpunkt mit der
x-Achse), ist ein x e [0,w(b/a)] gesucht (Definitionsbereich).

b

Die Flache in Abhangigkeit von x ist

F(x) = x * y =x* (-ax’>+b) = -ax3+bx

Diese Funktion der Flache ist zu differenzieren.

F'(x) =-3ax*+ b

Man findet im Definitionsbereich die positive Nullstelle:

x =w(b/(3a))

[die negative Nullstelle liegt nicht im ersten Quadraten].

Dieses x ist im zu betrachtenden Intervall (das ist gut), und es ist

F''(x) = -6ax

Daher ist F''(w(b/(3a))) negativ, also ist bei x = w(b/(3a)) ein lokales Maximum.

An den Randern des Intervalls, in dem x nur liegen kann, sind die Flachenwerte 0O,
darum ist x=w(b/(3a)) in [0,w(b/a)] sogar ein absolutes Maximum.

Aufgabe 409:
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Aufgabe 1

Gegeben izt die Parabel als Schaubild der

Funktion f{x)=4-x

Welcher Punki P dieser Parabel hat vom

Ursprung die kurzeste Entfernung 7

Aufgabe 3

Gegeben sind die Funkiionen
flay="1x*-3x und g(x)=1x"-3
Die Gerade mit der Gleichung x=u
mit u>—4 schneidet dis beiden
Schaubilder in P und G

Fur welches u nimmt die Lange der
Strecke PQ einen Extremwert an 7

JI.:'l

Losung:

¥

L o

Aufgabe 2

Gegeben sind dis Funktionen fund g durch:
flxi=x"-5 und g(x)=—x"+4x+3

Diz Gerade h: x = u schneidet dis von den
beiden Parabkeln begrenzie Fliche.

Fir welches u izt die Sehne am léngsien 7

W

Aufgabe 4

Bestimme die Punkte P {u | v} der Parabel
mit der Gleichung v = —;—:-:2 -5, deren

Abstand zum Urzprung sinen Extremwert
annimmit.

Mathematik |
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Lésungen

Aufgabe 1:

Gegeben iat die Parabel als Schaubild der Funktion
flel=4-x".

3

YWelcher Punkt P diezer Parabel hat vom Lirzprung
dig kirzeste Entfernung 7

Lé=ung: .
Ceer Punki habe die Koordinaten P{ul4d-u™ )
Abatand
. o 2
diu)=0P = Jaf + a7 = fuit +(4-0?] =fif—16-Bf 0 =P -7 -8
Hilfsfunktion: hiuj=u*-Tu*-16.
Hinweize:

Wir eshen wns nun einmal dis Schaubilder

der b2iden Funktionen v = d{u) und y=hiu)
genau an.

Man erkennt, dalk ihre Extremwerts an denselben
=telien liegen. Dies hal zeinen einfachen

Grund darin, dad du) = ..Illh (u)

Gilt und dak die Wurzefurktion v =%

Stremg monoton wachet. Damit ist garantiert,
dalk bei Zunahime des Radikanden auch dis
Wurzel daraus zunimmi_ Wenn somit hju)
zunimmit, damn auch diu).

Daher besitzen hiu) und diu) diezsken

Extremsizllen.

Berechnung von Extremwerten von Abstinden:

Da die Abstandsfunktion v =d{u)=./4x" + Ay® ihre Extrematellen

genau dort hat, wo diez auch die Hilfsfunktion

y=h{u)=[d{u}] =Ax*+Ay® hat,

kann man extreme Abstinde stets mit dieser Hilfsfunktion berechnen

und bendtigh zomit keine Wurzelfunkfion.

Fir unssre Aufgabe berechnen wir zomit dis Extremwerte der Funkiion

njuj=u*-7u*-16 mit dem Definitionsbereich D=R.
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Ableitungen fir hiu)=u®-7u* -18
hu)=4u0"—14u  und R'(uj=120"-14
Extremwertbedingung: h'lug)=0 < 40° —14u=0 < 2ul20°-7|=0

u, =0, Jm::\li:i—lqm

i

Fontrollrechnungen: h*(0)=-14 <0
hll:i%.'l"ld :I:‘Iz.ql."ld—"li - |
Also haben die Funktionen h und d bei 0 ein relatives Maximum und bei T114

relative Minima.

Randwerte: Firu— == geht hjuj=u*-Tu'-16 =
Ergebnis: Fir u =10 liegt ein relatives Maximum fir den Abstand vor,
Fiur u=x<+/14 jedoch absolute Minima.

E= gibt alzo zwei Punkte, die dem Urzprung am nachsten lizsgen:
flzrid |=d4-1 14=4-2=1. Es sind Py(zi+14 | +-

Berechnung des kirzesten Abstandes:

::Im“=.J|::—; T8 =7 (20418 )+16 = (17 -7-2+16 = (E = LfiE.
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v Aufgabe 2

& P Zegeben zind dis Funktionen fund g durch:
flu)=x*-5 und g(x)=-x"+4x+3
Dig Gerade h: x = u schneidet dis von den

beiden Parabsin begrenzie Fléche.
Fir welchss u izt die Sehne am ldngsten 7

Lé=zung:

s

3 i Essei Plul-u'+4x+3) und Qlulu®-5]|

Zur Festlegung des Definitionzhereiches
moszan die Schnittstellen disser Parabeln
berechnet werden.

W -S=—xt+du+3
@ Ixt-dx-B=0 |-4
1xf-x-2=0

"4
ta =1EAfTFE =123=

Berechnung der Sireckenlénge:
diu) =y — Yo = (U7 +4u+3)- (¥ -5)=-2u" + 4u+8
mit dem Definitonzsbereich:
iDie Rander - 2 und 4 schlielt man aus, weil dann keine Strecks mehr vorliegt).

Ableitungen: dijuj=—4u+4 wund f"(uj=-4
Extremweribedingung: d'iuz =0 dh. ug=1

Kontrolle: d"(1)<0

Alza hat die Strecke firu =1 ein relatives Maximum.

Randwertes: mdiuy=0 und limdiu}=0
p==z Ca

Alzo lisgt fir u = 1 ein abzolutes Maximum vor.

Grike dieser maximalen Streckenlange:
do =d1)=10

Eenau dieze Strecke ist oben eingezsichnet.
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Aufgabe 3

International Project Engineering IPB

zegeben sind die Funktionen

flx)=2x"-3x und g(x)=L1x-8
Die Gerade mit der Gleichung x=u mit u>—2 |
schneidet die beiden Schaubilder in P und Q.

Fur welches u nimmt die Lange der
Sirecke PO einen Extremwert an 7

Ldzumg:

Essei Pluliu’-3u) und QlulLx*-8)

Mathematik |

|I ;"
!

P

|

i P; fll
\._.f

'/

o

s _.-"'
e

¥

Zur Festlegung des Definitionshersiches miszen die Schnittsiellen diezer Kurven

berechnet werden.

1 -ax=30' -8 o I -1 -3+8=0 o ¥ - -126+32=0 (1)

Auz der Zeichnung kann man die vermutliche Lsung x = - £ entnehmen.
Bewsiz und Ausklammern des Linearfaktors | x+4 ) mittels Hormer-Schema:

1 -1 -2 32

0 -4 20 -32
w=-4

1 -5 8 0

:';2‘3

Aus beiden Rechnungen folgt far (1):
(x+4)(x*-5x+8)=0
Weitere Schnittstzllen:

SxaNf25-32
— =R

Ez gibt nur sinen Schnitipunkt.

Berechnung der Streckenlange:

Mitiels Polynomdidision hdtie man dieze
Fechnung durchfilhren miszen:

(0 —x? =125 -232) (x+4)=x"-5x+8

—{x* +4x7)

—5x% —12x
—(=Ex® - 20x)

Ax—-32
—(8x—232)

0

diuj=yz—y, =10 -3u)-(Fu"-8)=Ju' -3u-Lu"+8 mit D=]-4=[

Ableitungen:

Extremwerbadingung:

2 -
Zut-u-6=0

ergibt

Fontrollrechnungen:
d"(-17)=-17 <0 dh. relatives Maximum.

Randwerte: limd(ui=0 und firu—x
=3

folgt Afu)— o, dh.

es gibt nur relative Extremwerie:
e =3d2,36)= 281 und d_,, =d(-17)= 11,15 |

d'u)=4u* -$u-3
d'(uz)=0 < 2u*-1u-3=0 |.2

+ 2,36
_ 11438 11 STﬁ[.

N TS
und  dYuj=4u-=3

373

."I/.

-17
i 2,3E3|=1: 35=0 dh. relatives Minimum

\HJ‘
A,

N/
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v Aufgabe 4

Pk

Bestimme dis Punktz P {ul v} der Parabel
" mit der Gleichung 1.r=%:-:3—5: deren
i Abstand zum Ursprung einen Extrenvaert
anminmm

Lasung.

Essei PlulLu®-5).

Abstand zum Ursprung:

dlu)=yfax® + 4y = \/u"' +(3u*-5 :.2
Curch Quadrieren entzteht die Hifsfunktion h mit denselben Extremstzlien:
hiu) =12 +(4u? -5 = 0P+ Lu® —50% + 25 = Lu® — 447 + 25
Cefiniionsbereich dazu: D=R

Ableitungen: h'{uj=u*-8u und h"(u)=3u*-38
Extremwertbedingung:  h'(ug)=0 < u(u*-8)=0

Lisungen: =0, ¥y,= +5 .

Fontrollrechnung: h™ D] =—8 <0 dh. relatives Ma<imum.

h"|+4fB|=3.8-8>0 relatives Minimum.

Randwerts: Fir u—z= folgt h[:u =,
Also haben h und damit auch d bei x5, =+4f8  ihr absolutes Minimum und bei 0 ein
relatives Maximum.

dun =023 | =[5 B4-32+25 =4f0 =3

o =d(0)=5 hd

Die rechie Abbkildung zeigt das

Schaubild der Distanzfunktion d. &
Mamn erkennt deutlich dis 3 Exirem-

stellen bzw. Extremwerte.
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Newtonsches Iterationsverfahren
Aufgabe 410:

Berechnen Sie mit Hilfe eines Naherungsverfahrens alle Nullstellen.

f(x) = x3—5x% —4x+ 2

Losung:

Wertetabelle

f(z) =2* — 522 — 4z + 2

Erstelle eine Wertetabelle um die Lage der Nullstellen einschranken zu

kénnen.
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Bestimmen der Intervalle

Eine Nullstelle kann direkt aus der Tabelle abgelesen werden:
I =—1

Man sieht auRerdem, dass die Funktion f(z) in den Intervallen |0; 1[ und
|5; 6] ihr Vorzeichen andert.

Daraus folgt fiir die Nullstellen Z2 3 :
= &9 €]0;1[ und &3 € ]5; 6]

Um die Intervalle weiter zu verkleinern und so einen besseren
Anfangswert flr das Newton-Verfahren zu bekommen, berechnet man
den Funktionswert der Mittelwerte der ausgewahlten Intervalle:

X 0 0,5 1 5 55 6

f(x) 2 -1,125 -6 -18 -4,875 14

Man sieht nun, dass die Funktion f(z) in den Intervallen |0; 0, 5] und
15, 5; 6] ihr Vorzeichen andert.

Daraus folgt flir die Nullstellen Z9 3 :

= &2 €]0;0,5[und &3 € |5,5; 6]

Anwenden des Newton-Verfahrens

f(z) =z — 522 — 4z + 2
f'(z) =322 — 10z — 4

s — bzl — 4z, + 2
3x2 — 10z, — 4

= Tptl = Ln —
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Bestimmen der Nullstellen

Man wahlt einen beliebigen Wert g aus dem Intervall |0; 0, 5[, z.B.
L ==U,25.

Man berechnet jetzt

3 k.2
Ty — 5Ty —4xo +2 z; mit der oben

£y =g — )
3zy — 10xp — 4 angegebenen
Rekursionsformel.
095 (0,25)® —5-(0,25)%2 —4-(0,25) + 2
- 3-(0,25)2 —10- (0,25) —
73

— ' ~0,36139
202

Dann berechnet man

3 _ 2 _
Ty — 5z —4m +2 T9 mit dem gerade

Lo =1 —

3:1:% — 10z, — 4 berechneten x; und
der oben
angegebenen
Rekursionsformel.

73
G zuz) 5 (308)" — 4 (55) +2
202 (202)2 —10- (zuz) 4

— 0,354276361 ~ 0, 35428
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Dann berechnet man

3 2
Ty — 5Ty —4xp +2 T3 mit dem gerade

Iy =Ty —

3;1:% — 10x9 — 4 berechneten s und
der oben
angegebenen
Rekursionsformel.

=0, 354276361

(0,354276361)% — 5 - (0,354276361)2 — 4 - (0, 354276361) + 2
3 - (0,354276361)2 — 10 - (0, 354276361) — 4

— 0, 3542486894 ~ 0, 35425

Man erkennt jetzt, dass sich die Genauigkeit der Losung im letzten Schritt
nurnoch in der finften Nachkommastelle verbessert.

Da nur eine Angabe bis auf zwei Nachkommastellen gefordert war, ist
man in diesem Schritt fertig und das Ergebnis lautet:

Fy = 0,35

Um &3 zu bestimmen verfahrt man analog und erhalt fir den Startwert
o = b, 7 folgende Werte:

1 0 1 2 3
z; 575 5, 5, 5,
649253731 645755468 645751311

Und somit erhalt man:

F3 = 5,65
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Aufgabe 411:

Berechnen Sie mit Hilfe eines Naherungsverfahrens alle Nullstellen.

f(x) =In(x*+5x3-5)

Losung:
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L+ 2
f(z) = In(z* + 5z* — 5)

Der natiirliche Logarithmus In(z) ist nur auf den positiven, reellen Zahlen
definiert.

Um die Nullstellen der Funktion f(z) zu bestimmen macht man zuvor
eine kurze Voriberlegung.

Man betrachtet die Nullstellen des natirlichen Logarithmus und stellt
folgendes fest:

Sei g(x) = In(z):

g(xz) =0< In(z) =0 e
elnl(z) — 0 Umformen.
=r=1

Man sieht, dass = 1 die einzige Nullstelle von In(x) ist.

Um die Nullstellen von f(z) zu approximieren, kann man also die
"Einsstellen” der Funktion h(z) = z* + 5z° — 5 approximieren, d.h. man
sucht die Lésung fir die Gleichung h(z) = z* + 5z° — 5 = 1.

Da das Newtonverfahren Nullstellen approximiert macht man eine kleine
Umformung und erhalt:

h(z) =z*+5z* —5=1 |—1
z* 4+ 5z —6=0

Wir approximieren also die Nullstellen der Funktion
h(z) = z* + 522 — 6 um die Nullstellen von f(z) zu finden.

Wertetabelle
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Bestimmen der Intervalle

Eine Nullstelle kann direkt aus der Tabelle abgelesen werden:
T =1

Man sieht auBerdem, dass die Funktion h(z) im Intervallen ]—6; —5[ ihr
Vorzeichen dndert.

Daraus folgt fur die Nullstellen Zs :
= Tp € ] — 6; —5[

Um das Intervall weiter zu verkleinern und so einen besseren Anfangswert
fur das Newton-Verfahren zu bekommen, berechnet man den
Funktionswert der Mittelwerte der ausgewahlten Intervalle:

X -6 5,5 5

f(x) 210 77,1875 6

Man sieht nun, dass die Funktion h(z) in den Intervallen |—5, 5; —5[ ihr
Vorzeichen andert.

Daraus folgt fur die Nullstellen Z» :

= &9 €] —5,5; 5|

Anwenden des Newton-Verfahrens
h(z) = z* + 52° — 6
B (z) = 42° + 1522

i + 5z — 6

= $n+1 - ﬂ?n -
Az + 15z2
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Man wahlt einen beliebigen Wert zy aus dem Intervall | =5, 5; —5[, z.B.

Ly = —5, 25.
z§ + 5y — 6
= I =Ty — 3 2
dz5 + 15z
— (—5,25) —

(—5,25)* + 5(—5,25)* — 6

4(—5,25)% + 15(—5, 25)2

= —5,067531179 ~ —5,06753

xi + 533*;’ —6
4:1:% + 1511:%

Ly = L1 —

Man berechnet jetzt
x1 mit der oben
angegebenen
Rekursionsformel.

Dann berechnet man
T9 mit dem gerade
berechneten x; und
der oben
angegebenen
Rekursionsformel.

(—5,067531179)* + 5(—5,067531179)* — 6

— (—5,067531179) —

= —5, 046930085 ~ —5,04693

3

4:1:% + 15:1:%

£Lg = g —

4(—5,067531179)% + 15(—5, 067531179)>

Dann berechnet man
T3 mit dem gerade
berechneten &9 und
der oben
angegebenen
Rekursionsformel.
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(—5,046930085)* + 5(—5, 046930085)® — 6
4(—5,046930085)% + 15(—5, 046930085)>

— (—5,046930085) —

= —5,046680361 ~ —5, 04668

Man erkennt jetzt, dass sich die Genauigkeit der Losung im letzten Schritt
nur noch in der vierten Nachkommastelle verbessert.

Da nur eine Angabe bis auf zwei Nachkommastellen gefordert war, ist
man in diesem Schritt fertig und das Ergebnis lautet:

9 = —5,05

Aufgabe 412:

Bestimme m mit Hilfe des Newton-Verfahrens auf vier Dezimalstellen genau.

Losung:
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W

Du sollst das Newton-Verfahren verwenden, um 7 zu bestimmen. Das Newton-
Verfahren dient dazu, Nullstellen von Funktionen zu bestimmen. Zunachst
benétigst du also eine Funktion f(z), die  als Nullstelle hat, also f(w) =0
erflllt.

Erinnere dich, dass sin(w) = 0. Ein guter Kandidat ist also f(x) = sin(z). (Es
gibt unendlich viele weitere Magllichkeiten, dies ist nur die einfachste.)

Im Newton-Verfahren wendest du Iterationen der Rekursionsformel
- f(;ttﬂ_)
f’(mﬂ)

an. Berechne dafiir die Ableitung von f, sie lautet f'(z) = cos(z). Die
Rekursionsformel des Newton-Verfahren fir diese Aufgabe lautet also

Lntl = Tp

sin(z,,)
Lntl = Ty —
cos(z,)

Alternative: Du kannst dir die folgenden Rechnungen einfacher machen, wenn du
dich an folgenden Zusammenhang aus der Trigonometrie erinnerst:

% - taﬂ{mn} = Tntl = Tn — taﬂ(x“)

Die Losung wird allerdings den ausfihrlichen Weg prasentieren.

Erstelle nun eine Wertetabelle, um den Startwert fUr das Verfahren in die Nahe
der Nullstelle zu bringen. Erinnere dich, dass $\pi \approx 3%.

T 2 3 4

sin(x) 0,909 0,141 -0.757
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In der Tat liegt die Nullstelle 7t zwischen 3 und 4, denn dort wechselt der Sinus
sein Vorzeichen.

Wiéhle einen Startwert. Jeder Startwert im Intervall |3; 4] ist sinnvoll, z.B. zp = 3
. Setze diesen in die Rekursionsformel ein:
sin(xp) sin(3)

1 = T — _3_ _ 3,1425465. . . ~ 3, 142547
cos(zp) cos(3)

Setze den Wert wiederholt in die Rekursionsformel ein, bis du die gewiinschte
Genauigkeit erhaltst:

i in(3,142547
2y — gy — SB@) 5 sin, ) _ 31415026 .. ~ 3,141503
cos(z1) cos(3,142547)
sin(z9) sin(3, 141593)
T3 — Ty — — 3,141593 — — 3,1415926. . .
cos(z2) cos(3,141593)

Du siehst, dass sich in den letzten beiden Iterationen die ersten sieben
Nachkommastellen nicht geandert haben. Du hast daher sogar eine (mindestens)
sechs Nachkommastellen genaue Lésung gefunden, genauer als verlangt.

Somit erhéltst du, dass sin(3, 141593) =2 0, und damit auch 7 ~ 3,141593.

Aufgabe 413:

Berechnen Sie mit Hilfe eines Naherungsverfahrens alle Nullstellen.

a) fix)=x"—2x’—5x—3: I=[3:4] b) fix)=x —x"—8x—7: I=[34]
©) flx)=x -3x +5: I=[-2:-15] d) fix)=x +x —4: I=[1:2]
Losung:

313-398



i

TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

a) f(3)=-9<0und f{($)=9=0 =
Im Intervall J=[3:4] existiert mindestens eine Nullstelle.
fx)=3x—4x-5=0 = x1=21¢Jund u=—08¢] =
Im Intervall J=[3:4] 1st { streng monoton, besitzt also nur eine
Nullstelle x;.
Bestimmung des ginstigeren Startwertes:
[£°(3)| =10 und £'(4) =27 = |f'(3)| = Startwert z; = 4.
g
poz- LUy O s
Jlizy) 27
Jflz3) 1,14 ]
=f, - ——— =367—-—==3613
BTN ey T Y T 2077
_ Jlza) . 0,03
I, =T, ) = 3615 157 =3613
= Dhe gesuchte Nullstelle lautet: x5 =3.61.
b) f(3)=-13<0und f{4)=9>0 =

Im Intervall J=[3;4] existiert mindestens eine Nullstelle.
F)=3x"-2x-8=0 = x=2¢ und u=-3¢] =
Im Intervall J=[3:4] 1st { streng monoton, besitzt also nur eine
Nullstelle x;.

Bestimmung des ginstigeren Startwertes:

£'(3) = 13 und [£'(4) =32 = [f'(3)] = Startwert z; = 4.

A C) R P
ZZ—ZI f'(zlj = -]- 32 —3=?z_
Cfzy) L 088
=Ly T T2 55 = 686
_, ) _ 0,006
Z4= 2y Fzs) = 3,686 75 4 = 3,686

= Dhe gesuchte Nullstelle lautet: x5 = 3,69,
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f-2)=-3<0und f{-15)=75>0 =

Im Intervall J=[-2;—1.5] existiert mindestens eine Nullstelle.

Fix)=5x"-0x"=0 = x12=0€] xsu=£134¢] =

Im Intervall J=[-2;—1.5] 1st { streng monoton,_ besitzt also nur eine

Nullstelle xg.

Bestimmung des ginstigeren Startwertes:

[f'(=2)| =44 und f'(-1.5)| =5.1 = [f'(-2)| = Startwert z; =—2.

- _f(zlj __’!_ﬁ—_
ZZ zl fl(zlj - = 1 - 193

— = — M - _ _ ﬂl - _ pr
ElE f'{zz)__ 193 35,85 1.924

= Die gesuchte Nullstelle lautet: xp =-1.92.

f{1)=—2<0und f{2)=36>0 =

Im Intervall J=[1;2] existiert mindestens eine Nullstelle.
fl)=5x"+3x"=0 = x12=0¢&7J =

Im Intervall J=[1;2] 1st f streng monoton, besitzt also nur eine
Nullstelle xg.

Bestimmung des ginstigeren Startwertes:

£'(1) = 8 und [f(2) =92 > |f'(1)| = Startwert z; = 2.

36
p=g -2 5 B g
Jlizg) Y2
10,99
) e 21937
iz 41,37
Sz L 2813
Z4 =2, F(s) = 1344 - —21,?3—].:.{_1:'
o fzg) . 0441
L5 =, f'(34)__ 1,215 - 1532 =1.186
_ Flzs) 0,015
%5 i T 1186 - 343 = 1185

= Die gesuchte Nullstelle lautet: xp = 1,18,
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Integralrechnung

Bestimmtes und unbestimmtes Integral
Aufgabe 414:

Bestimme C so, dass das Schaubild der Stammfunktion F zu f durch den Punkt P geht:
(7) f(x)=x"-1 P(31-1)

8)  f(x)=x"-2x P(110)
(9) f(x)=-1x*+2x-4 P(018)

Losung:
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M [(3x+ k=345 +xeCm 3 x40

@ |

B (3¢
@ J(x-
6 f(2x
®

1yt
g X

Bestimme C so, dass das Schaubild der Stammfunktion F zu f durch den Punkt P geht:

M f(x)=x*-1 F(x)=[(x* -1)dx =1x* -x+C

X' —2x-5)dx =1x" —x* -5x+C

—hxsd)dx= 3

2x* +2)dx =5 x* —2x* +2x+C
2x* —x® +2x% —Ix+5)dx=2x" —4x* +2x* - 1x" + B5x +
+4x7* —5x* +3x—T)dx = -5 x" +x* —5x7 + 37

P(31-1)

1 142 , 1 o yd 142 1
-1 IxX +IXx+C=Lx" —-Ix" +3x+C

C

—-Tx+C

Mathematik |

Bed: F(3)=-1© 9-3+C=-1o C=-7
Erg: F(x)=1x*-x-7
(8) f(x)=x"-2x P(110) F[x:)=j'(x3—2x:]dx=dix“—x2+C

Bed: F(1)=0 @ 1-1+C=0 < C=2
Erg: F(x)=4x"-x"+2

©)  f(x)=—ix*+2x-4 P(018)
F(x) = [(—x* +2x—4)dx = —%x° +x* —4x+C
Bed: F(0)=8 < C=8
Erg: F(x)=-ox"+x"-4x+8

Aufgabe 415:

Berechnen Sie folgende Integrale:

(M [dx @ [ax )
@ | 2){;_1dx 5 | Xx_fdx )
G| (x;f)z d @ %l ©
(10) [ 3" 2ax (1) J%dx (12) |
(13) [% :ﬁ_zd (14) J{X;;31)2dx (15) |

1
——dx
2x*

2 —

X dx
X

3 —

X dx
4x

2
x —

v dx

x? +2x% —5x+2

dx

3x?
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Losung:
3 1 aluogn o X 3
(1) jx—zdx_e,jx dx_3_—1—C_—;+C

(2) j%dx:al-ln X+C

1 10 4 1 x7? 1
3 —dx==|X"dX==—+C=-——+C
) J‘2x3 ZJ 2 -2 4x?
(4) jzx —Tax —||2— ‘|dx=2x+1+c
}( J A
5 [*Z2dx={[1-2 ldx=lnx+2+C
X “Ix x7) X
=9 . 9V, 1.,
© | - dx_Jlx——ldx_Ex ~9.Inx+C
oy r
(7) Jl{xdx} dx —|#d :J'\I‘%X—H%)]dx:%xz—x+|nx+C
x* -8 o ) 1 4
(8:] de}(:]lix—?ldxz—xz‘l‘;—c
(9) f X 8d —||—x ——|dx—ix -2-Inx+C
4x 12
(10) jx X H3x-2, —||‘\%x+%—%-%f]dx:gxg+%x—%lnx+c
x—8x+6 1 . 2 1 1) 1 5 2 1
— X = || =X —=+—.— |dx = ——X——+C
(11) I 12x° I 3 2 x2| 36 3 2x
Aufgabe 416:
Berechnen Sie folgende Integrale:
x? X +X—1
22) 23 dx 24 ———dx
( an 2 J(A—xf ) J(2>f:+4]2
X 2-X (}(+2}2
25) |—d 26 —~ d 27 "~ d
(25) ;-(—1)‘c (26) J’4)<+1X (7) J‘Z—x X
Losung:
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(22) Fiﬂdx Substifution: u=x+1, also du=dx und x=u-1
o ||lx s =
o4 gy op 11 ";duzz.[ln U+ +C=2n(x+ 1)+ —2+C
LU luoout u ) Tox+1
(23) F X = dx Substitution: u=4-x du=-dx, dx=-du, x=4-u
“(4-x)
44—uf

du =

2
_LF']ﬁ—ﬁZI:JHJ du

= =—|‘|'/’1E3-I—Iﬁ_—8-1+’l\|du=
. -\ iy u

UE
=—| —E—B-Inu+u'—C=£+B-In{4—x‘]—4—x—c
L u 1 4 ’

(24) FXEH:—'Idx Substitution: u=2x+4, du=2dx,
(2x+4) dx=1du, x=1(u-4)
) F:Hu—f—ljz+ﬂ%[u—4}—’l_?1dU:1F—}u2—2L|—4+%u—2—’ldu:
U - 2- u?
L2y i - N
:l[“u—zzu'duzlrl_g._l.} 1ﬂ duzl. lu_§|nu_1+{:
2- u 214 2 u ut) 2 14 2 u
=1[2x—4}—EIn{2x—4‘]—1- L +C='—I(x—2}—iln['2x—4}— 1 +C
a8 4 T2 2x+4 4 4 - 4% +8
X
(25) jmdx Substitution: u=x-1, du=dx,
_ dx=du, x=u+1
:[ﬂ U= [" 'I——I|du:u+|nu+C:x—'l+|nq'x—’l}+(3
o ou) '
J_x Substitution: u=4x+ 1, du=4 dx,
(26) jdrx_,]dx dx=1du, x=2(u-1)
| »2=+u-1) | p—fu+2 1 1.9 1
-— - du=—[—"—"Zdu=—[|-—+=.—|d
i i ettt | e L
='—I{—lu+glnu}—C:—i{4x+'I]—Eln['4x—1}+c
41 4 4 16 S [
(x+2) Substitution: u=2-x, du=-dx,
27) | 5 dx=-du, x=2-u
(2-u+2) (4-uy’ 16— 8u+U?
__2ur2) g jlsul g, 16-8urw 161 gy )au
. u Yoo . u 7w )

=—[16-Inu—Bu+1u?|+C=-4(2-x)" +8(2-x)-16.In(2-x)+C
=—1(4-4x+x*)+16-8x—-16-In(2-x)+C=-1x* —6x+14-16-In(2-x)+C

Aufgabe 417:

Berechnen Sie folgende Integrale:
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[ 10X (29) jz—xzdx (30) | X1 g
2112 2_g X“ +2X
(X" -4)
Losung:
16x Substitution: u=x>+12, du=2xdx,
@) [ 16x dx = 8 du
=f%du=8-|nu—€=8-ln{x2 +12)+C
2X Substitution:  u=x-4, du=2xdx,
(29) | fxz—-ﬂr']z o 2% dx = du
du 1 1 1
=fE=lgu=—ytC=r 5+ C
(30) F X+ dx Substitution:  u=x*+2x, du = (2x + 2) dx,
X +2x (x+1)dx = 1du
=H%=%Inu—€=%ln{_xg+2x:}+C
Aufgabe 418:
Berechnen Sie folgende Integrale:
25 4
3 4 —x
(1) ——dx (2) ———dx
ixﬁ i Vx
9 4
2X —~/X : 2
(3) j K‘Fdx (4) j(\/i—z) dx
1 1
0 2 g
(5) j V4 —2x dx (6) j dx
i o vax+1
0 _ 1
7 [(2-1-x)dx 8)  [(vx+1+41-x)dx
3 ' -1 !

a4 0 [y 9
(9) J;x\/;dx (10) J;de

Losung:
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25 3 ' ¢ &Y
3 = X 1 [ 4y 24
—=dx=3| x *dx=3| =56 '— =—6--1\=-0--¢ |=—
'{){ X { I—%I ‘H'I'_ 5 i| !x 5; )
L .
4 4 4 1 3 o ‘
4—x [ 4 ' = = x?  x? r 4
——dx = || =% dx = [ (4x 2-xT)dx = | 4~ =|8x—Exvx | =
v e e | .
1
[16-3-8]-[8-2]=16-8+3-2=8-%=2
2 g q 0 e 17 -
(2 gy (2L lax=[[2-x dx=[2x-24x | =
1 X 1 X/ LIS -
=[18-6]-[2-2]=12
4 [ 3 T
[(vx-2) dx [[\x 4fx +4)dx %xz—zlx;—-ﬂrx- [ X —%xﬁ+4x] _
1 I_ 2 _I
=[8-%-+16]-[3-5+4]=20-§+§-§=20-P-f=uyma_g
4]
{«.1’4—2)': dx Substitution: u=4-2x, du=-2dx, dx=-1du
5

16 ; -
=—%_F~qu=j_% Vil =3(64-8)=%

1 - X e
und  [——=dx =[x Zdx=|2—|=|2/x | =
.{ﬁ [ _'12_ | L A
F 48 de Substitution: u=4x+1, du=4dx, dx=3du
pVax+

g ] 1 B
=1 dLl:Zfo%U:Z[EJﬁ:T =4(3-1)=8
1 1
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0 i
[{2-+1-x])dx Substitution: u=1-x, du=-dx, dx=-du

w4

3

- 1 -
:[2x]t5+‘{n,f'ﬁdu:6+-_%uﬁ]l —6+2-18=

[[mw— Trux_{Jq_—ux

Substitutionen: v=x+1 also dv=dx
und U=1-x du=-dx, dx=-du

o0y 1% 2 1| x2 1 2r , —*

X )= dx = — [ xZdx = —| = =—-—-><‘«.E _ 2 . 2J_—
| \ﬁ 7l Jip 2o W st 5t
n ¥X—2 e Xx—2 1
{ de Substitution: u=T = du=1dx = dx=2du
4

{del:E-_%uJ_] =2
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Aufgabe 419:

Berechnen Sie folgende Integrale:

3 3
- - X
11 XA/ X + 1dx 12 dx
() . (12) S x+1
4 9y +1 4 i
(13) ————dx (14) X -4 —xdx
1V9—X 0
r 2
. - 2X
(13) 2xa/x% + 5dx (16) ———d¥x
5 aX2+5
5 5 «fj.ﬁ X
(17) XA X= —4dx (18) —dx
ENXx -4

uf

Losung:

(11) ?wa#xﬂdx

die ganze Wurzel: u=+x+1 = ' =x+1 = x=u’-1 = dx=2udu

Bei diesem Integraltyp gibt es 2 verschiedene Ldsungswege. Ich substituiere

3 2 2 - 2
[)w'x F U —1)-u-2udu=2[(u* —u?)du=2[u° —4u* |
i
5

4 1% _ (125 _ 187 _ 11
E_?}— IE"[. 15 ,]—T— 15

rJ
rJ

X Uf -
» =

2 -
! 2udu= 2| (v =1)du=2| v’ —u]:
1

=2[5-2]-2[4-1]=2(3-4-1+1)=2(%)=¢%

4
(13) FEK_1dx S: U=+5-X =2 U=5-x = x=5-U" = dx=-2udu
1

1 - +1 X L, 3

| (-2u-du)=-2[(11-20* )du=2[11u-2u* |

2 u ) 3
2[22-8]-2[11-2]=2(22-11-£+2)=2(11-%)=2. 2= %
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(17)

(18)

T‘gx_ A_xdx | S u=sd-x = u=4-x = x=4-u" = dx=-2udu

]
[ 4—u?)-u-(-2u du)=-2[(40* —u* )du =2[%ue'—%uf'_|2 -
5 e

I:az az:l 2.0= 64[%—%= %:LE?

‘FEX\’ x* +5 dx Substitution: u=x"+5 u=2xdx also 2xdx=du

:rT\;‘U-du 2 u(]r T o2 +5) T s5-2.5/5

EF 2x dx Substitution: u=x"+5 u=2xdx also 2xdx=du
axT+5
—fd——-zﬁ- _6-25

2 VU
qu.l'xﬁ — 4 dx Substitution: u=x"-4 u=2xdx also xdx =1du
3

£

%[J_CIU |: \Jr_l-—“-\i'_’]— :'\1"_

u'g ¥ 41
[ dx:[f =_.2Jﬂ. =JA-J1=2-1=1
X 1

Aufgabe 420:

Berechnen Sie folgende Integrale:

(1)

(4)

Losung:

ol E

o ——y b

sin(2x)dx (2) cos¥dx (3) 3sin(x—1m)dx

== 'kﬂﬁ”
“ﬂ{*‘ Uﬂ{b

ol L
=

2n-2
sin(2x+3)dx  (6) [ (1+cos(3+1))dx

0

2
j 2cos(2-x)dx  (5)

(=}

.
(x+sin(1-x))dx (8) 4J‘ 2-2-sin(3-x))dx
i
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S—N1

(1) |sin(2x)dx Substitution: u=2x = du=2-dx = dx=21du
]
= Hsinu du=-{cos u]; =-4(cos 1~ cos 0) = —L(-1-1) =+1
[i]
'} y | |
\ JANE
4 + + + ]
VRV
2 ’
(2) {cmsfdx Substitution: u=§ = du:%-dx = dx=23du
D

=3[ cosxdx=3[sinx]]* =3(sin-sin0)=3-(1-0)=3

E.‘E
(3)  [3sin(x—im)dx Substituion: u=x-in = du=dx = dx=du

—n

3

= EJSiﬂU du=-3[cosu]; =-3(cosn—cos0)=-3(-1-1)=6
0

ll.v-
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(4) F2c05{2—x}dx Substitution: uU=2-x = du=-dx = dx=-du

w
Eary

£

]
=-2 | cosu rdu=—2[sinu]:,2 =-2(sin0-sin{n)=-2(0-1)=2
: .Ii.\jr

2
g

(5)  [sin(2x+z)dx  Substitution: u=2x+1n = du=2dx = dx=1du
[}

=1 { sinudu=—4[cosu]’,, =-1[cosn-cosin|= —%(—'l—%v@] =1+13
o )
. JLY

222

(6) | (1+cos($+1))dx Substitution: u=2+1 = du=1dx = dx=2du

1]

=2J{’1+c05u}du=2[u +sinulf =2-| m+sinn—1-sin1|~2,6
' =0 0541 )/
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(7)  [(x+sin(1-x)) dx

Substitution: U=1-% = du=—-dx = dx=-du
-1

=—[(1-u+sinujdu=[u-1u’
1

—cos LI:I =[1-{-cos1]-[-1--cos(-1)]
T-cosl+2+cos(-1)=2

denn da die Kosinuskurve symmetrisch zur y-Achse ist, folgt cos (-1) = cos 1
i i

by

g

(8) [ 2-2-sin }—xf])dx Substitution: U=2-%X = du=—-dx = dx=-du
.’. _Silﬁ
=— | (2-2-sinu)du=[2u+2cosu]’,’  =[n+2-cosz ]-[-3n+2-cos(-2m)]
=47
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Aufgabe 421:

Berechne die Flachen zwischen der Kurve und der x-Achse.

1) f(x)=-
2
3
4)  f(x)=14x7-2tx* +4t°x

o p—
—h  —h
—
x =
I I

| > b=
=
[¥%)
_I_
>
]
|
n
>
_I_
[#3)

(
(
(
(

Losung:

2.5 Losungen | g |
Lésung Nr. 1: | (1 ) M |

Berachne die Flachen zwischen der Kurve und der x-Achse. | / | |

(1) f(x)=1x*-3x"+9. | / | |
Nullstellenbedingung:  f(x,)=0 dh Ix*-3x*+9=0 | | ¢4 | |
Hier liegt eine biquadratische Gleichung vor. | \

Die allgemeine Gleichung ax® +bx* +c =0 | V]

2 \ .l'l ! I'I
DEVD 293¢ yh hier Al VIS

hat die Losung x* =

23 -2 Q )
+ fo—4 1.
X% = 39449 2.3+0="6 d.h. es gibt zwei doppelte Nullstellen x,, =+/6 .
] f8
Flichenberechnung: A= [ (1x*-3x?+9)dx= Dieser Ansatz ist umstandlich.
o :

Da die Funktion nur gerade Hochzahlen aufweist, ist das Schaubild K symmetrisch
zur y-Achse, die folglich auch die zu berechnende Flache halbiert. Also berechnen

wir nur die Flache von 0 bis /6 und verdoppelt das Ergebnis:
¥
A=2((

1

Fl
o}

A=26[2-6+9]=2-46-2=%.6 (FE)

Nebenrechnung: J_5=J§2-J§ENI"E=E-B-J§=36J§ LSW.

Die kunstliche” Maleinheit FE = Flacheneinheiten bleiben in Zukunft hier weg.

x* —3x% +9)dx = 2] Lx - +9x'.f = 2] 36+/6 — 636 + 946 |-2[0]
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fx)=x" —4x" + 4x°

 f{x)
Nullstellenbedingung: f(x,)=0

dh. x'-4x*+4x*=0 < x*-(x

4x+4 (1)
1. (sogar doppelte= Ldsung: x; =10,

weitere LDSUI"IQGHI

Mathematik |

(x*—4x+4)=0 & x,; _4=VI16-16

2
d.h. auch die 2. Nullstelle ist doppelt: x = 2.

Bemerkung. Den Term x* + 4x + 4 kann man auch so schreiben kann
Dann folgt aus (1) x

Flachenberechnung:
2

A=[(xt -4 +4x° ]dx:[%f—x‘%%xa]z BN 0 S N (R

4 B 2
it . T i]
1]

3]
A=16-20510 _15. L 18

- (x+2)?,
(X- 2:]2 =0 und man hat sofort die beiden Lisungen.

Hinweis:

In vielen Aufgaben lohnt es sich, die Potenzen zuerst aufzuschreiben und
dann anschliefend zur Vereinfachung auszuklammern.

Lésung Nr.3:

| ™A
f(x)=—x*+x*+5x+3 I “
Nullstellenbedingung: f(x,)=0 d.h. I| [
—x"+x°+5x+3=0. Probierldsung: etwax; =3 AR

) |
denn f(3)=-27 +9+15+3=0 (oder statt 3 auch -1 ). ll
Dann mulz man mittels Horner-Schema oder 1 '
Polynomdivision den Faktor (x — 3 ) Ausklammerm:

:'n\ f |
2 s [ 2 I
Polvnomdivision: '
(—*+ x*+5x+3):(x-3)=—x*-2x-1 Horner-Schema:
3 2
—(=x"-3x) Kooeffizientenschema von f:
- 2%% +5x
5 -1 1 5 3
— (=2x"+6x) 0o 3 6 3
-X+3 x=73
—(x+3) 4 2 1 o
0 |
_ _ _ v v ¥
Beide Methoden fuhren zum Zwischenergebnis -

2%x—1)=0

(x=3)(-%
Die erste Klammer enthélt die sch::}n bekannte Losung x4 = 3. Die weiteren

Ldsungen folgen aus ¥ -2x—-1=0 dh

X*+2x+1=0 < (x
Flachenberechnung:
3

+1 =0 < X, =—1

. \ - .4 -3
A= +x2+5x+3)dx =] —4x* + 1x* +£x* +3x]
! ) L

A=[-249+5+9]-[-1-1+5-3]=-2+21+841=20+21+20+1=214+1=%
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Losung Nr. 4. f(x)=4x" - 20 + 4t%x $i0x)

Nullstellenbedingung: f(x,)=0 d.h.

) , ~ @)
I -2t¢ + 4t =0 © x(£x*-2x+4t%)=0 /
4 _a4 142 X
2t+ Jat? —4.14t ot at ,

X1=0 oder x,;= T |
= !

Flachenberechnung:

A= fo:’ ~26¢ + 4t )dx =[ £ x* - 20 + ztExE];‘ = L 256t —2t 64t + 2t 16t
o
A =16t —1224% + 32t = 48t* - 128¢* s aas gt Jn s

Aufgabe 422:

Berechne Sie folgende Flachen:

5) f(x)= X—zz Flache A(r) zwischen K, der x-Achse und den Geraden x = 1

und x =r. Berechne auch IimA(r).

—»oo

X—2

(6) f(x)= e Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =6
(7) f(x)= )(2+X272x—3 Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =5
sowie zwischen K, der x-Achse und x=-6
(8) f(x)= XlG_XL‘ Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = 6
Losung:
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Lésung Nr. 5:

(=%

Flache A(r) zwischen K, der x-Achse

und den Geradenx=1 und x=r. 1B
Fléachenberechnung:

A=[2x7dx = [ .X—]
5 2
0

imA(ry=2, denn IlmF=
. . X—2
Lésung Nr. 6:  f(x)=——

Mullstelle: (Zahler = 0 und Nenner =0): x = 2.
Flachenberechnung:

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = 6:

- \M_\_
_d_ =2 L1 2 . T
2
_[-2]=2-%
-|-3|-t21-2-2
, Flx)
7 (6)
B V7 B B O
2 0 2 o L]

6 ¢ \
A={" Zax=]{1-2|=[x-2nx]; =[6-2-1n6]-[2-2.1n2]
‘:'»_ IS A
A=4—2-Inﬁ+2-ln2=4—2-{Inﬁ—ln2}:4—2-In§=4—2-ln3=4—ln9
B i)
Losung Nr. 7: f(x}——x F2x=3 (7) | e
— | I
Nullstellenbedingung: x* +2x-3=0 £ N o i
. _2+44+12 224 [
12 — 2 - 2 13

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = 5:
X +2x-3
P

E s g

dx:['r’l+2 3 ldx [x 2- Inx+3} =
Ht. X X s

A=|:5—2-Ir15+%]—['l—2-lnI+3]_%—2-In5

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x = -6:

-3
2 3 [X—E-In|x| E} =
-8

X2 +2x— 3 F|’1+
X

x/_

[
[

A:
A=
A=

r\J|l'

Achtung: Man sollte nie vergessen:
Nur bei positiven Grenzen a und b
kann man den Betrag weglassen!

+2-(In6-In3)=5+2- Ing=§+2 N2=%.In2*=%.In4

denn In1=20.

3-2-In3-1] [5 2-In6- ‘] —4-2.In3+6+2-In6+3
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f(x)=+4-x Flache zwischen der Kurve und den Koordinatenachsen.
) 16x "
Losung Nr. 8: f(x)=— ]
() X" +4 (8)

Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =6

B _ &

16x Substitution: u=x*+4 also

A= .:,—d}( . :

-i “+4 du=2xdx = 16x-dx=8-du

A= .F-B'Udu :8.[In u]:f :8-[:|I‘I4D—|ﬂ4}l=B-|ﬂt—ﬂz8-ln’lD

4

Aufgabe 423:

Berechnen Sie folgende Flachen:

(9) f(x)=+4-x Flache zwischen der Kurve und den Koordinatenachsen.
(10)  f(x)=xv6-x Flache zwischen der Kurve und der x-Achse.
(11)  f(x)= 2x Flache zwischen K, der x-Achse und x = 5.

1

X+
(12) f(x)= (9—)(2]-& Flache zwischen der Kurve und der x-Achse

Losung:
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A0 |
Losung Nr. 9:  f(x)=+4-x (9)
MNullstelle: xy=4
Flache zwischen der Kurve und den +
! 0 2 4
Koordinatenachsen: |
A=Tﬂdx Substitution: u=4-x = du=-dx = dx=-du
D 41 £
A:—jq"ﬂdU:juzdu:F- 2} E[UJ_} =2.442=22 k1 —
. o s |
1T
| A4(10) B
Losung Nr. 10:  f{x)=x+/6-X 2t
Nullstellen: x4 =0, %2 =6 "/'—'—'—--—--—\ '
Flache zwischen der Kurve und der x-Achse. 7 - - —

]
= { X+/6 —x dx

Hier mul® man gelernt haben, dalk es zwei Moglichkeiten
zur Substitution gibt: 1. Man setzt u = Radikand = 6 — x

oder 2. Man setzt u=4+/6—-x, was der bessere Weg ist. Beide Wege hier:

(1)  Substitution: u=6-x folgt du=-dx und dx=-du sowie x=6-u.

A——{(E u) «J"—du—{ 5

0

A=24I—E.36J_=_24—%}I=%I

(2)  Substitution” U=+F-X = P =6-x = x=6-u> = dx=-2u.
[1] 0
A= [(6-u)-u-(-2u-du) =2 (617 —u*)du=2[20° - 3" ]

=2-(2-6v6-£-36.6)=2.(12-%)v6 =2 26 =26

BU7 -4 |du { %ué 1 [4u~.ﬂ’_ 2 zv"_]

du
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Lésung Nr. 11: f(x)= %X i)
o x Achse AN T T [ i

Flache zwischen K, der x-Achse und x = 5. [ * [ | 1l

5 - -2 2 4
A= %X dx Substitution: — f-#,,ﬁ/ . .

VX +4 L L ,
U=x"+4 = du=2x-dx = 2x.dx=du

29 28 1 [ l =

du 5 —= | u? ~20

A=|—==|u?du= = 24ul” =229 -4

:E‘\I'IU I i 7 [ -4

L 4

Jlf{x]
Losung Nr.12:  f(x)=(9-x%)-vx

Mullstellen: ®:=0 und x> = £3

Flache zwischen der Kurve und der x-Achse

A= T’ | Eﬁ 2 Jx - gfﬁdx_ﬂ & 0k |dx
A:{Q%g %%} [ﬁx(-zxf}
A=6-343-2.27/3=(18-2).43=23~178

Aufgabe 424:

(17)  f(x)=In(6-x) Flache zwischen K und den Achsen.

(18) f(x)=4x>+2-In(x+1) Flache zwischen K, den Achsen und x = 3

(19)  f(x)=In(x?) Flache zwischen K, der x-Achse und x = 3
(20) f(x) :M Flache zwischen K, der x-Achse und x = &’
X
Losung:
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Losung Nr. 17: f(x)=In(6-x) 1) (17)
Nullstelle: Bed: Argument=1: 6-x=1 1 | |
Also X,=5 ‘\__\“\_\ L
X
Fliche zwischen K und den Achsen. 0 2 4 "
5
A = [In(6—x)dx 2}
0
Substitution: U=6-% = du=—-dx = dx=-du

. _
A=[In(6-x)dx=~[Inudu=[u-Inu-uf, =6-IN6-6-1.In1+1=6-IN6-5

0 G

Lésung Nr. 18: f(x)=1x"+2-In(x+1) | e /
/
ﬂ /
Flache zwischen K, den Achsenund x = 3 T4
§
!
3 3 ) 3 \
A= {{%xz +2-In(x+1))dx = [(4x* +2)dx - [In(x+1)du= I
o ' 0 ) 0 (18
Substitution des 2. Teilintegrals: u=x+1 = du=dx ( ) X
. ) 0 2
A=[1x° —2}:]2 ~ [Inudu=[{x*+2x] ~[u-Inu-u] =

A=1-27T+6-[4-IN4-4]+[1-In1-1]=%+6-IN64+4-1=2-In64 ~ 9,34

Losung Nr.19:  f(x)=In(x?) L = LT
L o 2 =
Nullstellen: x*=1 dh. x, =21 AN /
N Vi x
Fldche zwischen K, der x-Achse und x =3 Ii _“H 1V /3 1
%

i 3 ) bt (19)
A:__{In[_x‘}dx:__{z-lnxdx:E[x-Inx—xL Jil l{
A=2[3-n3-3]-2/1In1-1|=6-IN3-6+2=6-In3-4

—cY
b fix)
Lésung Nr. 20 f(x)=212:0X : L ———
| [+ (20) x
Nullstelle: 4-Inx=-2 & Inx=-1 < x,=¢2 ¢ |' i 1 i [
Flache zwischen K, der x-Achse und x = e° !
A= {mdx Subst: u=2+4.Inx = du:idx = l::ix:l—ln:iu

"y X X X 4

E':I
A=%[u-du=1[u*] =1100=125
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Aufgabe 425:

(21) f(x)=1-sinx Flache siehe Abbildung.
(22) f(x)=-cos(2+1%) Flache siehe Abbildung.
(23) f(x)=x-sinx Flache siehe Abbildung.
(24) f(x)=sinx+sin(2x) Flache siehe Abbildung.

f(x) 17(x)

Ll (27 ]
AN 111 N A

s

f(x) fi

Losung:
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Losung Nr. 21: f(x)=1-sinx H(x)

Nullstellen: sinx=1 dh. x,=+mn

Flache siehe Abbildung.

—_

3
[[’l sinx] dx = [x+msx]?“=%ﬂ:+ms%"t—ﬂﬂ: COSEM=T
1. 7 —a A

2

Jl-f{x}

Losung Nr. 22: f(x)=-cos(3+%) | /]//__]_\[\ !

x
Die Nullstellen der Kosinus-Funktion of " 2 4 [ 5|
liegen bel +im 3w, B (22) 1 1 |
dh. Ix+in= I I

A:—[cos{%+§}dx Substitution: U=%+Z = du=<dx = dx=2-du

1
A= [cosudu [5|nu]§ =sindn-sinint=1-(-1)=2
2

::I'.
“

Losung Nr. 23: f(x)=x-sinx /\ f

Mullstellen: %;=0 , X2 =1 usw. % J| 2 0 A 8]

Flache siehe Abbildung. /

A= { X -sin X dx i \ ,-"I

0 | o J ) U/

Partielle Integration. u'=sinXx = U=-C0SX
V=X = v'=1

N
—

A= {x-sin ¥ dx = [—x-cosx]; + I[msx dx =[—x-c05x+5inx]; ={—n-cosn+s_i=r_1uj} =7
] (1]
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Losung Nr. 24:  f(x)=sin x+sin(2x) \ (24) nr:[\\ /
N X

Da sin(2x)=2sinx-cosx folgt:

" . . ﬁ -
f(x)=sin x+2sinx-cosx % -E\\\j =N 7
Mullstellen: sinx+2sinx-cosx=0 e N R —

sinx-(1+2cosx)=0 dh. sinx=0 oder cosx:—%

Daraus folgen die fur diese Flache relevanten Nullstellen:
¥ =0 und x,=n-Jm=3%m.

Flache siehe Abbildung.

-
“
—= —7 —=

A= [ (sinx+sin(2x))dx = [ sinx dx+ [ sin(2x)dx

Substitution des 2. Integrals: u=2x = du=2-dx = dx=31du

2 2m 2
A=—[cosx[3" +1 [ sinudu=—[cosx]z" - Z[cosu]"
0

A= (2 >-+ 0 ! (2 2 )-+ ! 0 —'4-1-+-1 +-1 +-1 —'9
= — oS 37 cos0) 5 €S 37 2Cos()— > 2737

Aufgabe 426:
2
(1) fx) =15,
Zeige, dal das Schaubild K zusammen mit

der x-Achse im 1. Feld eine bis ins Unendliche
reichende Flache mit endlichem Inhalt begrenzt.

Losung:
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2 y
(1) f(x)="nX, ‘
X /\——__x.
Zeige, dalk das Schaubild K zusammen mit 1
der x-Achse im 1. Feld eine bis ins Unendliche =c
reichende Flache mit endlichem Inhalt begrenzt.

Lésung: Wir stellen die Flacheninhaltsfunktion auf:

1n x? T2
Alz)= dx= | = Inxdx
(i . K2 . X2
1

1

Partielle Integration: Uw=2x? > u=2-2=—-

2
z

(Inz+1)i—[—2- In1+1 ‘]:—g-{ln z:1)+2
Vo) z

1
imA(z)=2-2.lim "2 _2_ 2 imZ-2-2.0=2

XK= E—m rd X—m 1

wobei die Regel von de L'Hospital zur Anwendung gekommen ist.

Aufgabe 427:

Berechnen Sie folgendes Integral:

nl2

[ e cosx dx

-l

Losung:
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Partielle Integration.
u'=ge" = U=¢g"
V=C05X = V'=-sinx

[ e cosxdx=[e"-cosx|  + [ e" cosxdx
—nl2 B
MNachste partielle Integration:
u'=e’ = u=¢e"
V=5INX = V' =C0sX
nid _ . i3 xl2
| e -cosxdx=|e"-sinx| - [ e’ -cosxdx
—=i2 ) T
Zusammengesetzt:
| e -cosxdx=[e*-cosx|  +[e*-sinx| - [ e -cosxdx
—ni2 e T a2
/2 w2 w2
2 | e*-cosxdx=|e*-cosx]| | +[e"-sinx| "
=2 s
2 [ e*-cosxdx=[e"-(cosx+sinx)|
i
Also folgt:
1T|'2 ) .'|:.'2
| e cosxdx=2]e" (cosx+sinx)|
_rl:llz —miZ
I \.I /" ™
1 nl2 = F— -ul2 . R 1 ni2 -2
=1le ca53+5m§‘—e cos(—z)+sin(-2) ||=1-(e"* +e™?)~ 251
[ — !ﬁ,_ll '—Y‘_'l 1_‘__,- . N
.o D 1 \ 0 -1 4
-2

Aufgabe 428:

Berechnen Sie folgendes Integral:
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v TEC

| e -sin2x dx
D

Losung:

Partielle Integration:
u'=e™ = u=-e"
v=sin(2x) = v'=2-cos(2x)
i i 1'."2
[ e -sin2x dx =[-e™sin(2x) [ *+2 [ e -cos(2x)dx
0 ; 0 '
Nachste partielle Integration:
u=e™ = Uu=-¢e"
V=C05(2x) = v'=-2.5in(2x)

nil2

| e -cos(2x)dx =[-e™ -CDS(QK}:I:Z -2[e™-sin(2x)dx

Zi_lsammengesetzt:
Te"‘ -sin2x dx <[ - -sin [:ZK}]:E +2[-e™ -cos| 2){)]:: —4Te"‘ -sin(2x)dx
D 0
E:‘F e sin2x dx=[-e sin(2x) | +2[-e™ -cos(2x)]"
0
Te‘“ -sin2x dx =4[ ~e™-sin(2x) - 2e™“cos(2x }];-'z
Te'* -sin2x dx = %[_e_x (sin{2x) + 21:05{2)():']::

1

=326 4[-1 (0+2)] =3 &7+

|
d

s ™ |"'. !
=1 -e™*.|sing+2-cosm||-1{ -€° | sinD+2-cosU|
o J] .

£(1+e7%)~0,48

341-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Aufgabe 429:

Berechnen Sie folgendes Integral:

5 .2
X -3
3 dx
BFX =X
Losung
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5 2
X -3
3) [ 7 ™ | P
X —X 1
e \ |
1V

Nullstellen des Nenners: 0, 1und -1, denn |
x> —x=x(x*=1)=x(x+1)(x-1) |

Partialbruchzerlegung: 7 I /
x*-3 A B C 4 f
3 =—+ +

X=X X xX+1 x-1 |

Hauptnennerform der rechten Seite: g 1 |
i+ B . C _A[Kz—1)+BX(X—1)+CX(x"‘1)=Ax —H+m| —Ex+uJ +UX

X X+1 x-1 X(x+1)(x-1)  —x
2_ 2 B B
Also folgt: xa 3 _(A+B+C)x 3+{ B+C)x—A
X" —X X' —X

Koeffizientenvergleich der Z&ahler:

A+B+C=1 (1)
B+C=0 (2)
_A=-3 (3)

Aus (3) folgt: A =3 . Setzt man dies in (1) ein, folgt
B+C=-2 (4)
Addition von (2) und (4) liefert 2C=-2 = C=-1

Aus (2) folgt schlie3lich B=C=-1

Ergebnis:  f(x)= x> > 1 T

5 .2
Berechnung des Integrals: A = | x3 -3

BX X BX
Substitution fur das 2. Integral: u=x-1 = du=dx

Substitution fUr das 3. Integral: v=x+1 = dv=dx
4

35 [+
A=3 ldx—JI Tau- |'lt:lw=3[In:»:]:§—[lnu]4 [In\.r]i,g_1
3-1

1 ©
dx =3 | —dx—JL—dx— ——dx
X—1 mx+1

X u SV b
A=3|n5—3|nJ§—|n4+|n(J§—1]—|ns+|n(J§+1)

Wegen In(v3-1)+In(v3+1)=In(v3-1)(¥3+1)=In(3-1)=In2 folgt

A=3-In5—3-|nsf§—|n24+|n2=3-Ini—ln12;:[l,?

NE
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Hinweis: Wenn man das Verfahren der Riicksubstitution anwendet, dann verlauft
die Rechnung 50'
A= 3} dx — JI Tau- | —dv 3[|nx]\r [Inu} [In\;r]“l,__1

3

A =3[Inx] 5 -[In(x=1) [z ~[In(x+1)] 5 = [mmlfg = {mﬁ}

A_nl28_ 33 _ 125 2 125
24 2 24 303 3643

Dieses Verfahren ist dann anzuwenden, wenn nur die Stammfunktion, also das
unbestimmte Integral gesucht ist, bei dem man ja ohne Grenzen arbeitet.

0.7

Aufgabe 430:

Berechnen Sie folgende Integrale.

I
4 0 -1
4x 4 2-X
(1) [Z—dx (2) [s———dx (3) [T —dx
5 X°—1 SX —2x-8 5L XT+4x
Losung
4x 4x 4 iu
1 flx)= I !
(1) (X) %2 —1 {X '1][:}(-!—'1} ! : \
4 C N T —_
Gesucht: J|'3¢=1r jx dx T ::E'ué
T 'l
Partialbruchzerlegung: N
4x a b
Ansatz: = (x-1 1
e Coxet) w1 xat | e
4x=a-(x+1)+b-(x-1)
x=1 eingesetzt: 4-=a-(+1}+b-(ﬁ[—1] < 4=2a < a=2
x=—1 eingesetzt: 4--a(E«1)+b-({1-1) & -4--20 & b-2
Ergebnis: f( )=—1 %

Fortsetzung der Flachenberechnung:

4 4

4x T2 2
=l[x2_1dx=‘£x_1dx+jx+1dx

2 2

1. Schnellberechnung:

A =2-[in|x=1], +2-[Injx+1]]; =2-(In3-In1)+2-(In5~In3) =2-In3+2-In5-2-In3 = 2.In5
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2. Ausfiihrliche Berechnung mittels Substitutionen:

4
[%dx Substitution: Uu=x-1 = du=dx
|

Grenzen umrechnen: xX=2 = u=1und x=4 = u=3

Tidx - zefldu =2-[Infu[], =2-(In3-In1)=2-In3
S Xx—1 ;U 1

x_

12

— dx Substitution: v=xX+1 = dv=dx

§I+1
Grenzen umrechnen: XxX=2 = v=Jdund x=4 = v=5
12 21 5
[——dx=2[—dv -2-[Injv|], =2-(IN5-In3) =2-In5-2-In3
2)(+1 2V 3

Zusammenfassen: A=2-In3+2-In5-2-In3=2-In5= 3,22
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4
L A f

Nullstellen des Nenners: /

—
e ——— e ST
ey
o o o s o o
e

2_oy_@- _2+44+32 216 (4 4 T Y e
W-2%-8=0 = X;z= > =5 =1 :[2 \:

i E I|I|i
Zerlegung des Nenners: (x+2)(x-4) | .

i ]

Flachenberechnung:

xr2) x4

Partialbruchzeregung:

4 a b

Ansatz: = + {x—-4)(x+2
(x+2)(x-4) x+2 x-4 [ (x=4)(x+2)
4=a (Xx—4)+b (x+2)
x=-2 eingesetzt 4=a(2]-4)+b-(2]+2) = 4-6a = a=-2
Xx=4 eingesetzt: 4=a-([4]-4)+b-(4+2) = 4=6b o b=1
4 2 2
Ergebnis: = =

f(x)= (X+2)(x—4)  x+2 x-4

Fortsetzung der Flachenberechnung:

)

T4 B S S PVRPY S BPPY
e e L L o

Schnellberechnung ohne Substitution:
A=-2-[Injx+2[]} +2[Injx—4|], =—2-(in2-In4)+2(In4-In2) =3(-In2+In4+In4~In2)

A=%(2-n4-2.In2)=2(In16-In4)=2-InE =2 .In4 = 0,924
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2-x . .
(3) f{X:I=2— JII B
X+ 4% / '|
e t I\
. S
Gesucht: =_I 5 S WNENE o F o34
. x X+4 A
2 ( b “/'—\\E(
5 - X a | )
Partialbruchzeregung: _ == 1
gung x{x+4| x+x+4 (1) ( ‘T
; |

(1) mit x-x+4 multiplizieren:
2-x=a-(x+4)+b-x
x=0 eingesetzt: 2-[0]-a-([0]+4)+b-0] = 2-4a = a=1
X =—-4 eingesetzt: 2—=a-{+4}+b- o 6=—4b = b=-2

- 2 _3 3%
Ergebnis: fix)= x(x+4]_;_x+4

Berechnung des Integrals:

T o2-x HERR | L s F 1
Jsaa e | - (et g

Schnellberechnung ohne Substitution:
-3 -2
= 51 '[|"|x|]_1 _%' |:|"|x +4|:|-1

A=1.(In3-In1)-3-(In1-In3)=1-N3+2-INn3=2-In3

Denn In1=0.
Aufgabe 431:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) von f(x).

X —4x+3
f(x)=
(%) x> —8x% +16x

Losung:
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x?—4x+3  (x=1)(x=3) _(x-1)(x-3)
x* —8x%+16x x(x2—8x+16) - x{x—4)2
Gesucht ist die Flache, die K und die x-Achse zwischen 1 und 3 begrenzen.
4(x)

6) f(x)=

4

55

[

Losung: A= —If dx j 4x+3
3
Die jetzt erforderliche Partialbruchzerlegung klappt nur mit diesem Ansatz:

x? —4x+3 A B . C
K(x-af X x4 (x-4)

Warum ? Sagen wir doch einfach — das Ergebnis rechtfertigt dieses Mittel.
(Da der linke Zéhler 3 Summanden hat, bendtigen wir rechts 3 Briiche mit den
Zahlern A, B und C; sonst ist ein Koeffizientenvergleich nicht méglich!)

Man sollte in einem solchen Fall immer einen vergleichbaren Ansatz machen !
Nun bringen wir die rechte Seite auf einen gemeinsamen Nenner:

A B C A(x—4)2+Bx{x—4)+Cx A(x2—8x+15)+8(x2—4x]+0x
X x-4 {x—4)2 x-(x—4)2 x-(x—cl)z

2 A+B)x?+(-8A-4B+C 16A
Daraus folgt x?—4x+3 _(A+B)x+( +C)x+

X(X—4]2 - x(x—4)2
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A+B=1 (1)
—8A-4B+C=-4 (2)
16A=3 = A=2

Ain(1): B=1-3=1
A Bin(2: -8-3-4-2+C=-4
+

. > —4x+3 2 B 3
Ergebnis: =15, 18 1

3 1.2 1 13 a
A=—[f(x)dx= [~ ne R - S S S PP
1 3 X(X—-ﬁl) 3 X X—4 (x—4]
11 1 .1 1 1
A=z ldxs®2 dx + 2 d
1B£X X+5 ! “a x+4£(x—4f X
Substitution: u=x-4 = du=dx
1 71 < -3 -3
A=%J;dx—]—3 at:iu+ j u=2[In|x H +13 {In|u|} +3-[-11
3 -1
A=2(0-In3)+2(IN3-0)+2({-1)=-2IN3+LIN3+3.(-2)
A=2In3-1=%.1n3-1~0,19

Aufgabe 432:

Berechnen Sie die Stammfunktion F(x) von f(x).

x> —8
fx R —
{: ) XB_SKE

Losung:
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x> -8 x> -8 fi(x)
8) f(x)= =—
8) f(x) x* -3x*  x*(x-3) T 1 1]

Gesucht ist die Flache zwischen der
Kurve, der x-Achse und den Geraden
¥»=-1und x=-4:
7 x*_8 ——

A= | —=——=dx
4, X7 —3x?

Zuerst missen wir den Funktionsterm so
zerlegen, dal der ganzrationale Anteil 1 1 | 2
herausgezogen wird und ein echter
Bruch (mit Grad £ < Grad N) Ubrig bleibt.
Dies geht entweder trickreich so:
f(x) = -8  x’-3x+3x*-8 x*-3x 3x*-8 _ N 3x° -8
x* —3x? x* —3x* x*—3x*  x*-3x* x* - 3x*
oder man erreicht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x®+0x” —8): (x> —3x7)=1 3?8
—(x* —3x° = f(x)=1+F—=
=X q) () x* —3x*
3x°-8
Nun mufz man fur den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die
dann eingesetzt wird, wenn wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle
auftauchen.

3%2_8 _ﬁ+E+ c AX(x—3)+B(x—-3)+Cx’ _(A+C]x2+(—3A—B}—3B
x*-3x? x x* x-3 )-(2(:4—3) xz{x—3)

Durch Koeffizientenvergleich erhalt man dieses Gleichungssystem:

A+C=3 (1)
3A+B=0 (2
—3B=-8 = B=2

Bin (2) ergibt 3A=B=% = A=2
Ain (1): C=3-A=3-3=%

. 3x*-8 & & B
Ergebnis: ~&r 5 _85,3 ., 3
J x*—3x7 x x* x-3
8 B 19
Somit haben wir jetzt fx)=1+2+ 3+
X X X-3

Berechnung der Flache:
-1 KS —8 _Jr' é -4 8 -1
A= | —=dx=|[1+2+3+2 ]dx= X+EInx|-2 +Linlx -3
_J;K3_3x.-_ _J4'k X KZ Xx—3 I: 9 | | 3x 9 | ‘:|_4
(Der letzte Term wurde mit Substitution u = x -3 und folgender Rlcksubstitution
integriert).
A= —1+4+§@j—§ln4—%—%+§ln4—%ln? =5-2In4+2In+~259
=0

B
3

Aufgabe 433:
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Berechnen Sie folgende Integrale:

" x?—4 X
A1) dx (2) dx
l(x—ﬂz !! 6_x
4 _lxj a
(3) f2>< e 2 dx (@) [4x* In(x+2)
0 1
Losung
. 5 . | . T —
(1) [ - —dx Substitution: u=x+1= du=dx und x=u-1
2 (X+1)
i 2 _ r li}
= ]'wdu— ] u* 2u 3 ” ]du— u—2lnu +§_
"3 u” 3 3 b u
=[6-2In6+1|-[3- 2In3+’l]_%—2ﬂnﬁ—lna 2-2Inf=2-In4

) 1 2 i
. ¥ B —U . - - &
2 dx = —2u)du=-2|(6—-u*|du=2|6u—1u’
(2) [ - 1jr —(-2u) j|,_ _, [Bu—1u’]
=2(66—3-6v6]-2(6-1) =86 -12+2~8.26
Substitution: U=+46—-%x = W' =6—-%x = x=6—U" = dx=—-2udu

2. Maoglichkeit: u=6-%x = x=6-u = dx=-dx D’mnerhaltm’m

5 1 g s g f 1
. G u Ll : -5 5
~ _—du= —du: Gu 2—L|2 du
[e=o= - llm %]
1 3'
—[6% - —[12Ju-2udu] =12V 4B 12+ 2 =846 - %
7 2 - -
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4 1 4 -2 )
(3) J 2%x-e 7 dx:—EI[ e“du =2|_e“ u_a =2-2eF =2
0 o

Substitution: u= —%xz = du=—xdx = xdx=—du (Schlupf-Integral)

o
(4) J 4x* In{x+2)dx 1. Moglichkeit : Zuerst partielle Integration:
it
u'=4x" = u=4x°
Partielle Integration: .
=In(x+2) = v'=

X+2
T4 3 0. X X
=|3X |n(_}(+2_}]_1—3_!1X+2dx=ﬂ—§lx+2dx Dann
Substitution: W=x+2 = dw=dx = x=w-2
2 1 -
_ s v s W= 2" w® —Bw? +12w —8
[x—i—E - 311 dw = 3.] W dw

2

15
—%le —Bw+1 Q—Eldw_ 3w 3w +12w —8inw]
W .

=3 [&—34-’12] 3 [%—I2+24—8Ir‘|2]=5‘ —18+8In2)=2.In2-%~0,28

Zwene Maoglichkeit: Zuerst Substitution: w=x+2 dw=dx
[4}:‘ In{x + 21{1}{_4J[w—2} Inw - dw

1
.Jetzt erst partielle Integration:

] s 2 2
u'=(w-2) =w’—4w+4 = u=1w’-2w’+4w
=nw = Vi=—

ergibt:

=4[Inw (dw? - 2w’ +4w)f -4[(tw? 2w +4)dw

1
=4[Inw{ w? —2w? +4wﬂ —4[ 3w —w? +4w]
=4[In2(£-8+8)|-4.0-4.[§-4+8]+4.[§-1+4]
=4[£.In2-1-1]=4-[£In2-2]=2.1n2-%~0,28
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Aufgabe 434:

Fir k>0 ist die Funktion fx gegeben durch fi(x)=k(-x3+3x+4).

Bestimme k so, dass der Graph von fx mit der Tangente im Hochpunkt eine Flache mit
dem Inhalt von 45 einschliel3t.

Losung:

Hier bendtigt man Kenntnisse aus der Differentialrechnung, im Bereich ,,Funktions-
untersuchung”. Auch bei solchen Aufgaben kann man Schritt fiir Schritt vorgehen:
1. Bestimmung des Hochpunktes

f(X) =k(—x3+3x+4); f'(x) =k(=3x2+3); f "(x) = —6kx

NotwendigeBedingung : f '(x) =0

0=k(-3x2+3)[:k

0=-3x2+3

X=+-1

HinreichendeBedingung : f '(x) =0A f "(x) #0:

f "(1) = -6k < 0: Hochpunkt

f "(-=1) =6k > 0:Tiefpunkt
An der Stelle x=1 liegt ein Hochpunkt vor.

H(1; 6k)
2. Bestimmung der Tangente im Hochpunkt

Dazu kann man sich erst mal fiir ein bestimmtes k eine Skizze anfertigen:

¥ = UK
v=B v
A

Wie man leicht sieht, verlauft die Tangente parallel zur x-Achse durch den Hoch-
punkt. Also ist die Tangentengleichung t(x)=6k.

3. Bestimmung von k

Nun geht man ganz normal vor, wie ihr es in meinem ersten Artikel unter Abschnitt
5 gelernt habt.

3.1 Gleichsetzen der beiden Gleichungen, um die Schnittpunkte zu bestimmen:
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6k =k(—x3+3x+4)
6k = —x3k + 3kx + 4k | -6k
0=—x3k +3kx -2k

Nun bestimmt man mit Hilfe der Polynomdivision die Nullstellen dieser Gleichung
bzw. die Losungsmenge dieser Gleichung.

So erhalt man x1=1 und x2=-2

3.2 Aufstellen des Integrals

1

j t(x)— f (x)dx = 45

-2

1

j (6k + kx3—3kx — 4k )dx = 45
-2

1

[ (k33K + 2k)lx = 45
-2

1 2

_+_

4 4

6,75k =45
2

k=6—
3

k( )—3k(%—§)+2k(1—(—2)):45

2
Fur k :65 schlieBt die Tangente im Hochpunkt von f(x) eine Flache mit dem Fla-

cheninhalt 45 ein.
Aufgabe 435:

X2 +2X

Gegeben ist folgende Funktion: f(x) :W

a) (10) Die Kurve und die x-Achse und die Geraden x=2 und x=4 begrenzen eine Flache.
Berechnen Sie deren Inhalt A;.

b) (5) Die Kurve und die x-Achse und die Geraden x=0 und x=-2 begrenzen eine Flache.
Berechnen Sie deren Inhalt A..

Losung:
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fth
\ + 2%
2 et
@ (=55 %
a) A,=}":’2de= ;
g (x-1)
\-_
Substitution:
U=x-1= x=u+1= dx=du \\i‘/ X
2 4 6
3(u+ +2(u+1) U +4u+3 R \
A = { { = du=_[[1———— dx =

3
A, =[u—4~lnu—§] =(3+4:In3-1)-(1-83)=4+4.In3 = £ 39
b) Nullstellen sind bei 0 und -2. Die Fléche liegt unter der x-Achse:

-2 -3
.= [f(x dx— u+4. In|u|—j =[-3+4:In3+1]-[-1+3]=4:In3-4 0, 25Y
0

c) Polynomdivisdion:
(x* +2x)(x* -2x +1) =1

~(x2-2x+1) =5 T wiaai=]
——— (x-1
4x -1
m ( \ 174
A= [11- ’1+ = dx=- [ ‘4x—12 dx=  Substitution siehe oben.
_3| X— 1) S(x=1)
314 3 -3/4 7-4
- A, =- j Mdu:-f 4u:3du= J [i-_3- dx_ 4 |nlul_§‘ =
S u 4 U -31aL Y uls
3] 3 4 3 16 13
A,-L4 In4+ 41 [4 In— +4] -§—7=4-In?-7
Fir A; ist auch dieser Ansatz méglich:
14/ 2 \ Va(x — 12 X +2X 14 s
A°=I:1‘x +2§'X= =9 ) f—4x',1dx usw.
VL (k-1 % (x-1y’ % (x=1

Aufgabe 436:

Losen Sie folgendes Integral auf rechnerischen Weg (ohne Tafelwerk):
0

f 4x? - In(x + 2) dx

-1

Losung:
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fdf In(x+ 2)dx 1. Moglichkeit : Zuerst partielle Integration:

-1

u'=4x" = u=4%£x’

Partielle Integration: _ i 1
v=In(x+2) = vi=——
' X+ 2
0 3 0 3
T4 LA e X
=|3x Inl,._x—2}l_1—%f +2dx 0- _f1x+2dx Dann
Substitution: _x—|-2 = dw=dx = x=w-2
2 (w—2) fw? —Bw?+12w —8
__4 _a [l / _4
- 3-f1>c+2 - 3»[ W dw_g\[ W aw
1

%f w —6w-12—ildw:g [1w® —3w? +12w — Blnw|

:;-[g_3_12]_g-g_12+24_8|n2]_?,._?_aln:z}_?m 2 8:.028

Zweite Moglichkeit: Zuerst Substitution: w=x+2, dw=dx
fﬂlxE In(x —2:]dx:4j’[w —2)" Inw-dw
J_etzt erst partielle Integ1ration:
u'= [W—2]|2 =w?—4w+4 = u=1w’-2w? +4w
=lhw = vi=—
ergibt:

= 4[Inw - ($w* - 2w +-4w)]E —4[(4w? —2w +4)dw

| _‘-v___.m

—4[Inw (4w 2w~+4w)] —4[ 1w’ —w3+-4\fvl2
=4[In2. E-8—8)}—4-cn—4-|_§—4—8]—4-[1-1—4]
=4[ In2-2-1]=4-[£:In2-£]=2.In2-%~0,28

Aufgabe 437:

Das folgende Integral soll berechnet werden. (Nicht aus der Formelsammlung ablesen).

-1 3
X" -8
A= [ S—dx
X7 =3x
Losung:
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Nenner mit einfachen und doppelten Nullstellen, Grad Z = Grad N

x* -8 x> -8 f(x)
8) f(x)= =
®) f(x) xF-3x* x*(x-3) 1 T []4 [

Gesucht ist die Flache zwischen der
Kurve, der x-Achse und den Geraden
x=-1und x =-4:

_Ix—3x

Zuerst missen wir den Funktionsterm so

zerlegen, dal} der ganzrationale Anteil 1 1 1 2
herausgezogen wird und ein echter

Bruch (mit Grad Z < Grad N) tbrig bleibt.

Dies geht entweder trickreich so:

f(x )_ x* -8 x3—3x3+3x3—8_x3—3x2+3}(2—8_1+ 3x° -8
- 3x? x* —3x° x*—3x?  x*-3x? x® —3x°
oder man erren:ht dasselbe Ergebnis via Polynomdivision:
(x* +0x* —8):(x* —3x?)=1 3x2_8
—(x* - 3x* = f(x)=1+"2——
=) 2) (x)=1+ x* —3x7
3x°-8

Nun mufl3 man far den Restbruch die besondere Partialbruchzerlegung an, die
dann eingesetzt wird, wenn wie hier eine doppelte und eine einfache Polstelle
auftauchen.

3x*-8 A B C Ax(x-3)+B(x-3)+Cx* (A+C)x*+(-3A+B)-3B

_— = + —+ = =
x*-3x* x x* x-3 x*(x-3) x?(x-3)
Durch Koeffizientenvergleich ernhalt man dieses Gleichungssystem:

Bin (2) ergibt 3A=B=% = A=%
Ain (1): C=3-A=3-3=2
. 3x2_-8 & 8 19
Ergebnis: 22 0 s, 2 9
? *-3x* x x* x-3
8 8 19
Somit haben wir jetzt f(x)=1 +i+%+ 9
X X° x-3

_Berechnu_g der Fléiche'

A= j ~dx = j( X?s)dx:[x+%ln\x\—%+%ln\x—3ui

(Der letzte Term Wurde mit Subst|tut|on u = x -3 und folgender Ricksubstitution
integriert).
A=-1+4+3In1-3Ind4+5-2+2Ind4-BIn7=5-%In4+EIn1~259
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Aufgabe 438:

Berechnen Sie folgendes Integral. (Der Rechenweg muss erkennbar sein)

z
f e* - cos(x) dx
0

Losung:

nl2
(17) [ e*-cosxdx

~ .
—Wi L

Partielle Integration.
u'=e" = =g
V=C0SX = V'=—5inx

1T|I2 |'I'|I':I

[ e -cosx dx=|e" -r:»::s:uc]j:2 + [ e* .cosx dx
-ni2 -ni2

MNachste partielle Integration:
u'=e* = u=e*
V=5iNX = v' =C0sX

-
ni2 =12
s

r . =i 2
e*.cosxdx=|e"-sinx| - [e"-cmsxdx

—&l L o
-=i2 —-=l2

358-398



va TEC

Technik International Project Engineering IPB Mathematik |

Zusammengesetzt:

nl2

FL e*-cosx dx=[e* -CDSKTZ., +[ e -Si”x]ﬂzn N { ¢ cosxd

-nll -ald

—-ni2 -nl2

=l2 2. 12
2 [ e -cosxdx=[e"-cosx|  +[e*-sinx]|

_ -ni2
-=/2

=2 12
2 [ e -cosxdx=[e" (cosx+sinx)|"
o

Also folgt:

".Ir e*.cosx dx =%[ex '(COSXJFSMX}I:’TZ
—=i2

—

w —
D i/

—

. . ’ N
=1le"® cos%+5in%‘—e‘“"2 cos(-z)+sin(-2) ||=1-(e"* +&™* )~ 2,51
[— ;____;____J —_— '
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Aufgabe 439:

Das neue Eingangs-Logo der FuRballweltmeisterschaft in Brasilien soll als Skulptur aus
zwei Bogen auf einer Wiese vor dem Haupteingang errichtet werden. Um eine bessere
Berechnung zu ermdéglichen sind die gekriimmten Linien y-achsensymmetrische Para-
beln zweiter Ordnung. Die Ldngeneinheit des Koordinatensystems, in dem die Vorfla-
chen liegen, betragt 1m.

a) (5) Ermitteln Sie anhand der Abbildung die Gleichungen der Parabeln.

b) (5) Berechnen Sie die dunkelgrau dargestellte Vorflache der beiden Bégen. Die Skulp-
tur soll aus Beton gefertigt werden und 1m breit sein. Berechnen Sie die Masse der
beiden Bogen (1 dm? Beton wiegt 2,4 kg)

1y

Losung:

Aufgabe 2:

a)

b)

flx)=ax®*+¢ f(0)=4 — c¢=4 f(2,4)=0 = 5 76a+4=0 = a=-—

.2 _ag¢ _ag N SEh 12 6 — _ 45
gle)=br*+d ¢(0)=3,6 = d=3,6 g(1,6)=0 = 2,56b+3,6=0 = b=—5

Also gilt f(z) = f%xz + 4 (&dulere Parabel) und g(z) = f%xz + %8 (innere Parabel).
—16 -1
GTR

Linker Bogen: A = [ flx)da + [ (f(z) —g(x)) de = 0,948 + 0,975 =1,923

—2,4 —1.6

Die Vorderfliche des linken Bogens hat einen Flicheninhalt von 1,923 m?2.
V=A4-h=1,923m2-1m=1,023 m3 = 1923 dm? m = 1923 dm? - 2, 4(11:53 ~ 4614, 6 kg.
Der linke Bogen wiegt also ca. 4,615 t.

1,6 2.4
Rechter Bogen: A = f (f(z)—g(x)) de+ / flx)dx ot 1,437 40,948 = 2,385
0,4 1,6
Die Vorderfliiche des rechten Bogens hat einen Flicheninhalt von 2,385 m2.
V=A-h=2.38m? 1 m=2385 m* = 2385 dm’ m = 2385 dm® - 2, 4% ~ 57236 kg.
Der rechte Bogen wiegt also ca. 5,724 t.
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Rotationsvolumen

Aufgabe 440:

Die Funktion f(x) = x? + 1 rotiert in den Grenzen x=1 und x=2 um die x-Achse. Berech-
nen Sie das entstehende Volumen.

Losung:

. : A
Randfunktion: f(x)=x>+1 y

Krummliniges Trapez von x = 1 bis x = 2.
Rotation um die x-Achse:

2 2

V= TEJ‘(:XE +1)2 dx = nI(x" +2x% +1)dx = } /
1 1

V:n[%x5+%x3+x]f:n[35—2+%+2]—n[§+§+1] \

(31,14 . 4\ _ - 9370415 _ 178
V“nis'%3+4)_n 15— 15 ¢

| R

Aufgabe 441:

Die Gerade y = %x + 2 rotiert in den Grenzen x=-3 bis x=2 um die x-Achse. Berechnen
Sie das entstehende Volumen.

Losung:

(2) Gerade y=2x+2 fur x=-3 bisx=2 Ty
begrenzt zusammen mit der x-Achse und der

Geraden x = 2 ein Dreieck, das bei Drehung
um die x-Achse zu einem Kegel wird. r

Berechne dessen Volumen. | =

2 2
1.Lésung: V= nI(%x+2)2 dx =7 [(4X* +5x+4)dx = [ £x° +£x7 +4xf3
I )

Vn[;‘$+?+8]n[;‘27+§-912

. 32+144 + 324 . 500 582
S 27 27
2. Loésung: Die Formel fur das Kegelvolumen lautet: V=1n-r*.-h
wobei der Radius r=f(2)=5+2=1 istund h= 2-(-3)=5

Es folgt: V=1.-n1-10.5=007,

Aufgabe 442:
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Das Schaubild der Funktion f(x) = ’3_‘V9 —Xx

Losung:
(7) f(Xx)=%v9—x Y o
Das Schaubild und die x-Achse begrenzen eine 2 /’/-- \
Flache, diese dreht man um die x-Achse. // \
Berechne das Volumen des Rotationskérpers. % z y 5 g
9 9
= TI( X - dx = 3n[x*(9-x)dx = 4 [(9x* —x* )dx = 47| 3x° —%x“]Z
0 0

=in [3 9% _ %‘94 =1n-9°(3-9)=8Mn-3=272191 (VE).

Aufgabe 443:

Die Parabel f(x) = x?2 —5x + 1 und die Gerade y=1 begrenzen ein Parabelsegment.

Dreht man dieses um die Gerade g: y=1, entsteht ein Drehk&rper. Berechne Sie dessen
Volumen.

Losung:
by [
8) f(x)=x*-5x+1 Y - o]
Die Parabel und die Gerade y =1 begrenzen ein ) {
Parabelsegment. Dreht man dieses um die Gerade ' \ / X
g: y=1 , entsteht ein Drehkérper. Berechne 5 -

dessen Volumen.

Da wir nur um die x-Achse drehen kénnen, 2]

verschieben wir dieses Segment um 1 nach unten.

Damit erhalt die Parabel diese Gleichung:
g(x)=x*-5x.

Nun drehen wir um die x-Achse: ]

V= nI(xz —5)()2 dx = nI(x“ ~10x° +25x% )dx = = 1x° - §x* +%x3]d

0 0

V=mr(5*-$-5°+2.5°)=7-5'(1-1+%)=6257- 5210 = 625. 1. 2 = 21B 1 ~ 4254

6

0

Aufgabe 444:

Die Flache zwischen K, der x-Achse und x=4 rotiere um die x-Achse. f(x) = x - e1™*

Losung:
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(9) f(X) —X- e1—x b 10)

Die Flache zwischen K, der x-Achse und x = 4
rotiere um die x-Achse.

4 4
2
V= nI(x &) dx = nIxz -e”2dx [~ :
0 2 4 3] 8
0 0
UIZEZ—ZX - uz_leZ—Z)(
1. Partielle Integration: ) 2
V=X = Vv'=2X
4 v 2-2x 4 2-2x
4 _ . u'=e"™ = u=-le
V= n[—%xzez‘z"]o + nIx-eQ‘z*dx 2. Partielle Integration: 2
0

w=x = w'=1
4 4 4 4
Ix‘ez—zxdx _ [_%X'ez—zq +%Ie“"dx _ [—%X ) ez—zx] +%'[—%82_2x]
0 0 0
0
Zusammengesetzt:
4 4
V=n[-1x’e ] +n[-ix-*>| +1n-
0 0

V= n[—%e“" (x*+ x+%)]z
V=n[-1e®(16+4+1)[-n|-1e* (1) =(1e’-4e™)n
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Vektoralgebra
Aufgabe 445:

Berechnen Sie die Lange des Vektors.
2

a=|(-1
5

Losung:
3l =22+ (=1)2 + 52 =30
Aufgabe 446.

Berechnen Sie den Richtungswinkel des folgenden Vektors zu der x-Achse.

Losung
@W=2= 2 -2 _56310
O TR T VZrz Vi3

Aufgabe 447:

Berechnen Sie den Richtungswinkel des folgenden Vektors zu der y-Achse.
- (2
a= (3)

Losung:
90°-56,31°=33,69°
Losung siehe vorherige
Aufgabe 448:
Fihren Sie folgende Vektoraddition durch.

(7)) (%)
() () (5
(+155) - ()

Aufgabe 449:
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Fihren Sie folgende Vektorsubtraktion durch.

(()-(5)-((2)-(3)

Losung:

Aufgabe 450:
Fihren Sie folgende Skalare Multiplikation durch.

()

Losung:

5 2-5 10
2- (-3 2-(-3) 6
) () G
Aufgabe 451:
Gegeben sind folgende Vektoren.
a=(4/1-1), b=(10]2), ¢=(-2/2|3) und d=(-110)

Berechnen Sie folgende Linearkombinationen.

X, = 5a—3C, X, =a-b+5¢, X, —10a—5b—7¢+3d
X, =2C, X. =4d-23+3b X, =a+2b+3c-4d.
Losung:

a-(4/1-1), b=(10]2), ¢=(-2/2|3) und d=(-1/1/0)

X, =5a-3¢ =(26|-1-14)
X, =a-b+5¢=(-7]|11]12)

X, =108 —-5b—7¢ +3d=(46|-1|-41)
X, =3¢ =3(-2|2/3)=(-3|2I%)

X, =4d-2a+3b=(-9]2|8)

X, —a+2b+3C—4d-(4]3]12)

Aufgabe 452:

Stelle den Vektor X als Linearkombination von 3, b und & dar.

Mathematik |
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(@) x=(5[5]-8), a=(4[1-1), b _(3|2|4) =(10|-3)
) #=(715I-3), 3=(110), B=(0[11), 5=(10f)
() x=(7/6[-2), a=(8]4]-2), b (6F9U ), ©=(5]13)
(d)  X=(4]-2(0), a=(1-2|-3), b=(1]12), ¢=(1]-1-1)
(e) X=(4/0]3), a=(1-2[-3), 5:(2|1|2), c=(1/3]4)
Losung:
(a) =(5/5|-8), a=(4[1-1), b=(3]2[4), €=(1/0|-3)
Ansatz: X=ra+sh+tc
d.h. (515]-8)=r(4]1]-1)+s(3]2]4)+t(1]0]-3)
dh. (5]5|-8)=(dr+3s+t|r+2s|-r+4s—3t)
[4r+3s+ t=5 (1)1
d.h. re2s =5 (2)
lfr+4573t:78 (:S)J

Lésung mit dem Determinantenverfahren (Cramersche Regel und Sarrus):

Nennerdeterminante:

Zahlerdeterminanten:

Daraus: rfafﬂff—
D -9

Ergebnis: x--Za+

(b)  X=(7[5]-3).

Ansatz:

d.h.

d.h.

d.h.

a=(110),

=-24+4+2+9=-9

=-30+20+16+45=51

- 60-8+5+15--48

4 3
12=-64-15+20+10-80+24=-105
-14

D

D, 105
D

g9

35
3

pt=

b=(0[1]1), €=(1/0[1)

X=ra+sb+tc

(7151-3)=r(1]1[0)+s(0[1[1)+t(1]0[1)
(715]-3)=(r+t|r+s|s+t)

L&sung durch Elimination:

(1)-(2):

(3) +(4)
in(1):
in (3):

Ergebnis:

[r +t=7 (1)'[
r+s = (2)
l s+t=-3 (3)J
—s+t=2 (4)
s+t=-3  (3)
2t=—1 = t=—1
r=7-t=%4%
s=-3-t=-3
X-5a-56-4¢
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(c)

X=(7/6|-2), a=(8[4]-2), b=(6]-9/12), c=(5[1|3)
Ansatz: X=ra+sb+tc

d.h. 716]|-2)=r(8|4]-2)+s(6]-9|12)+t(5]1]3)

(
(

d.h. 7]16]-2)=(8r+65+5t|4r-9s+t|-2r+12s+3t)
[ 8r+ B6s+5t=7 (1)]

d.h. < 4r— 9s+ t=6 (2)}
I—2r+123+3t=—2 (3)J

Nennerdeterminante: D=-246

Zahlerdeterminanten: Dy =-123, D, =82, D3 =-246

Es folgt poD A28 1o 1y
D 246 2 3
Ergebnis: x=1ta-ib+c
X =(4|-2|0), a=(1-2]-3), E:(‘IH\Q), c=(1-1-1
Ansatz: X=ra+sb+tc
dh. (4]-210)=r(1]-2]-3)+s(1]1]2) + t(1]-1] 1)
d.h. (4]-2]10)=(r+s+t|-2r+s-1|-3r+2s-1)

[ r+s+t=4 (1)
2res-t=-2 (2)
(

d.h.
I—3r+25—t=0 3)

lw}

Nennerdeterminante: =1
Zahlerdeterminanten: Di;=-2, D=0 und D3=6

Ergebnis: X =-2a+6¢

X=(4[0[3), a=(1]-2[-3), b=(212), ©=(1|3]4)

Ansatz; X=ra+sb+tc

dh. (41013)=r(1]-2|-3)+s(2[1]2)+ t(1]3]4)

d.h. (4]013)=(r+25+t|—2r+5+3t|—3r+ 25+ 4t)
r+2s+ t=4 (1)]

dh. oryse3t=0 ()

I—3r+2s+4t: 3 (3)J

Nennerdeterminante: D=-5
Zahlerdeterminanten: Di=7, D=-19 und D3=11

Es folgt p2D_ 7. D 190, D 11
D 5 D 5 D 5
Ergebnis: x=-la+b-1c

Aufgabe 453:

Gegeben sind die Vektoren a=(-2[14). b =(3|2]-2).

Lassen sich die folgenden Vektoren als Linearkombination von a und b darstellen?

%, =(6[14), %, =(3]-15|-6) und X, =(-17]|-2|22)

Mathematik |
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Losung:

—_— g -

a) Ansatz:
X, =ra+sb = (6/1/4)=r(-2[1/4)+s(3|2|-2) = (-2r + 3s|r + 2s|4r - 2s)

6=-2r+3s (1)
bzw. 1= r+2s (2)
4=4r-2s (3)

Dieses System ist uberbestimmt. Man errechnet r und s aus (2) und (3) und macht
dann die Probe in (1):

(2) + (3) 5=8r = r=1 In(2) 1=1+2s = s=0
Die Probe in (1) liefert eine falsche Aussage: 6=-2+0

Also lait sich ¥, nicht als Linearkombination aus @ und b erzeugen!

. 3=-2r+3s (1)
b) Klrzerer Ansatz:  X,=ra+sb @ -15= r+2s (2)

-6=4r-2s (3)

. _ 75 3 . _
(2) + (3) liefert -7.5=5r = r:—?:—a. In (2) folgt ebenfalls wieder s=0.
Nun aber stimmt die Probe in (1): 3=3.

Also lautet das Ergebnis: X,=-32a
_ -17=-2r+3s (1)
c) Ansatz: X;=ra+sb & -2= r+2s (2)
22= 4r-2s (3)

(2) + (3) liefert 5r=20 also r=4. Aus (2) folgt damit s =-3.
Probe in (1): -17=-8-9
Dies ist eine wahre Aussage, also haben wir eine Lésung gefunden:

X, =4a-3b

Aufgabe 454:

S Lo o

= (114]311), B=(2113|-2), &=(-1/4|2(0), d=(0[7[3]4), &=(1[13[8|-1)

Zeige, daR a, b und € linear unabhangig sind.

Zeige, dal® man d als Linearkombination aus &, b und ¢ erzeugen kann.
Wie ?

Zeige, dal man € nicht als Linearkombination aus a, b und € erzeugen
kann.

Losung:
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a) Die Lineare Unabhé&ngigkeit von 3 Vektoren des R* kann nur (iber den
in der Definition vorgegebenen Ansatz ermittelt werden:

Man prift nach, wie man den Nullvektor durch sie darstellen kann:
0=xa+yb+zt
0= x+2y- 2z (1)
O0=4x+ y+4z (2)
0=3x+3y+2z (3)
0= x-2y (4)
Aus (1), (3) und (4) berechneich x, y und z nach der Determinantenmethode:
12 —111 2
D=3 3 2|3 3=4+6+3+4=17
1T -2 0|1-=2
Da ein homogenes System vorliegt, sind Dy=Dy,=D;=0 also x=y=z=0.
Damit stimmt auch die Probe in der noch nicht verwendeten Gleichung (2) !

Ergebnis: Der Nullvektor &Rt sich NUR auf die triviale Weise als Linearkombination
durch @ b und € darstellen: ©=0a+0b+0¢. Damitsind & b und € linear

unabhéngig.
0= x+2y— z (1)
b) Ansatz: a=X5—Y5—ZE d.h. gzgii‘?,g:;zz ((32))
4= x-2y (4)

Gegenuber (a) haben sich nur die Absolutglieder gedndert. Lassen wir die
Gleichung (2) vorlaufig weg, so berechnen wir x, y und z aus dem System
0= x+2y- z (1)

3=3x+3y+2z (3). DasErgebnisist x=2, y=-1 und z=0.

4= x-2y (4)
Die Probe in (2) stimmt auch d.h. d=23-b

1= x+2y—- 2z (1)
c) Ansatz: €=xa+yb+zc dh. 1gz§:i3;:;; ((2)

3)
-1= x-2y (4)

Die Berechnung aus (1), (3) und (4) ergibt x=12, y=13, z=2

Da die Probe in (2) nicht stimmt, I&Rt sich e nicht als Linearkombination aus

a, b und ¢ erzeugen.

Aufgabe 455:

a=(-2/10), b=(121), €=(0/5/2), d=(-3|-1]-1)
a) Zeige, daR 3, b und € linear abhangig sind.
b) Stelle d auf beliebige viele Arten durch 3, b und € dar.

Losung:
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2 1 0[-21
a) D=[abe[=[1 2 5|1 2--8+10-2-0.
0 1 2|0 1

Also sind @ b und € linear abhangig.

Wissen: Also erzeugen sie nur einen Untervektorraum des R®, d.h.
es gibt Vektoren, die sich nicht aus ihnen erzeugen lassen, und andere,
bei denen dies geht, dann aber auf beliebig viele Arten |

-~ —3=-2X+Yy (1)

b) Ansatz: d=xa+yb+zc dh. -1= x+2y+5z (2)
—1= y+2z (3)

(M+2-(2): 5= 5y+10z (4)
Dividieren durch 5: -1= y+2z (5)

Man erkennt, dald (5) entbehrlich ist, d.h. wir haben eine freie Wahl.
Wahle zB. z=r, reR = y=-1-2z=-1-2r
Aus (1) folgt: 2X=y+3=-1-2r+3=-2r+2 = x=-r+1
Eingesetzt in die Ansatzgleichung:

d=(1-r)a+(-1-2r)b+rc

zB.r=1 d=-3b+¢, r=-1: d=2a+b-C usw.

Aufgabe 456:

Berechnen Sie folgende Skalarprodukte:

4 813 4 4\ 4
a) [1 =7 b) 2| 6 |=2 c) 20 =|2||2|=2
-5 )10 4 1 -3 1 101
(2)(x -3 %, tyt+1
d) 3 y} e) 1%, =2 ) 11 2 (=2
5/lz 2 )%, 2t) -3
Lésung:
4 8y 3
a) 1(=12+4+0=16 b) =24-12-12=0
-5 OJ 4 [ 3
4y (4\(4 2)(x
c) 2| =|2|2]|=16+4+1=21 d) 3 [y =2x+3y+52
1 11 5)\z
=3 %, t)t+
e) 1] X, [==3%,+ X, + 2%, f) 1 L =t +t+2-6t=t?-5t+2
2 )l x4 2t

Aufgabe 457:

Losen Sie folgende Gleichungen:
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(23 3) Tk k+1) 3k ko
:3:’[ =16 b) 2k: 1 |=0 c) 2:2k =0
12t L4 -1 L3 -
(12 5 '}(1\ 9 z
;2 ;1 +r|0||=0 e) X |- 4 =16 (nur umformen)
12013 1) X3 ) | -3
Losung:
213
a) [|3] t]|=16 & 6+3t+2t=16 & 5t=10 & t=2
1)l 2t)
(kK YK+T)
b) |Z| 1 |=0<= k*+k+2k-4=0 & k' +3k-4=0
L4 \ -1 /
Die allgemeine Lésungsformel fir die quadratische Gleichung
I|| 2
ax’ +bx+c=0 lautet x, :%. Sie liefert hier:
K _-3:40+16 315 |1
e 2 2 |4
(3K k)
c) |2 %|=0 < 3k?+4k-3=0
L3 )N-1)
4+16+36 -4+52 —4+J413 —4+2/13 2 1
kip = = = = =——i—xfrﬁ
: 6 6 6 6 3 3
(21 (5
d) ;2 ;1 +r0||=0 & (2+246)+1(5+0+2)=0 & 7r=-10 & rz—g
\2)L3) 1)
(x,) (2 %Y (2% (27
e) [ X |=| 4 || =16 & %, | =2| 4 |Ix, |+| 4| =16
(%) -3 X)) B -3

X+ X0+ X" — 4%, — 8%, +6x%, =16 -29=-13
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Aufgabe 458:

n,
Welche Vektoren n=|n, | haben mit i das Produkt 0 ?
l__n:]
1 (2 (o
a) u= 1] b) D:I—En C) ﬁ=; ]
2) L3 (-1
n,
Welche Vektoren n=|n, | haben mit U und mit v das Produkt 0 ?
‘,nil
2 1) (3 20
d) u=[5|, v=-1|, e) G=;1 ,V=|-2
1) 1) 10 \3)
Lésung:
1Y 1\(n,)
a) =1 g-n={1|n,|[=n+n,+2n,=0
\2, \2, x"a,

WahlezB. n,=r,reR und n,=s, sesR = n=-r1-25

(r-25) [-1 2
n= r =T 1145/ 0
s ) Lo) 1)
_r"_*]“ '_2\
Erg.: Alle Vektoren, die eine Linearkombination aus | 1 {und| 0 | sind.
o) 1)
2 “2%n,
by = —5] G-i=| -5 n,|=2n-5n,+3n,=0
3 ) 3 A
WahlezB. ny=r, reR, ny=5 scR = 2n,=9r-3s = n,=4r-is
(5r—2s) '5) 35
n= 1 |=4r2|+is 0
s A EU} b} 2 A
(5 (a
d.h. alle Linearkombinationen aus ;2 und; 0.
10 2
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e [] - e [] ll .fn1

c) i=| 5 G-n=/ 5|n,|=5n,-n,=0
1 1,

WahlezB. n,=r, reR, n,=5s, s=R = n, =55

‘) (1) (0}
n=| s =T 0f+s|1
5s) (0} 5]
1 (0
d.h. alle Linearkombinationen aus | 0 fund| 1
10 15
‘n,
Welche Vektoren n=|n, | haben mit U und mit v das Produkt 0 ?
‘,n:}
(2 "1 -
d) G=/5| v=| -1 Bed.: L1-|1=2n1+5n2+n3=0 (1)
;‘1 1] und V-Ai=n-n,+n,=0 (2)
(1) —(2) liefert: n,+6n, =0
Wahle n,=r, reR = n,=-6r
Aus (2) folgt n,=-N,+n, =6r+r=7r
(6 (=6 s
Ergebnis: h’:; ro|=r 1 | dh. alle Vielfachen von ; 1
L) L7 L7
/3\' ; 2 \I
e) G=l1] v=| =2 Bed: U-i=3n,+n,=0 (1)
ol 13 und  7-fi=2n,-2n,+3n,=0 (2)

Achtung: Da (1) bereits nur noch 2 Unbekannte enthalt, wird nicht mehr
eliminiert!

Wahle n,=r, reR = n,=-3n,=-3r
Aus (2) folgt damit g =-2n,+2n, =-2r-6r=-6r = n, =-34r

£ 3 (3
Ergebnis: ﬁ:; =3r |=4r| -9 | dh. alle Vielfachenvon | -9 .
(—3r) -8, -8

Aufgabe 459:

Berechnen Sie den Winkel zwischen zwei Vektoren.

()0
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Losung:

oV

7|

l Setz die Werte ein.

cos(p) =
u -

2 6
1)o|7
5 2
2 6
1 7
5 2

l Berechne das Skalarprodukt und die Betrage der Vektoren.

2.6+ (~1)-7+5-2
V224 (—1)2 4+ 5% /62 + T2+ 22

l Vereinfache.

15
V30 - /89

l Verwende den Gegenkosinus, um den Winkel zu ermitteln.

15
sp=cos 1| ———— | = 73,1°
v (Jﬁ-ﬁﬁ) -

Aufgabe 460:

Bestimmen Sie die Projektion des Vektors U in Richtung des Vektors s.

a) i=(22 —1)
1)§=(-1,1,-1), 2)35=(1,1,-1), 3)5=(, 1,1

b) @i=(2,-21)
1)35=(1,0,2), 2)5=(0,21), 3)5=(1,-20)

Losung:
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1) #=(2,2,-1), 3=(-1,1-1), 3s-a=1 1]3]/*=3
= SoU I = | I 1 |
= LF == == (-1,1,-1)=|-=, =, - =
BTEE T3 ( ) ( 33 3)

2y i=(22-1, 3$=(1,1,-1), 3-a=5 |3/*?=3
f{s:fﬂg-&’:% ‘s’=§(1, 1,—1)=(% % —%]

3y #i=(2,2,-1), 3=(1,1,1), 3-8=3|3|*=3
ﬁs=f§'|f-§=§=(1,1,1)

1) a=(2,-2,1), 3=(1,02), 3-i=4|3]*°=5

2) i=(2,-2,1), 35=(021), 3-ia=-3 |5]2=5
> o5 -3 - _[g_8 _3\__12 -
ST TS “(O’ 5 5)_(0’ S

3) a=(2,-2,1), F=(1,-20), 3F-a=6 [F|°=5

L5 L _6 . _[6_ 12 |_
us__|§|2 5 = s S-—‘ s 5 0)-—(L2) 24, 0)

Aufgabe 461:

Wie grof ist der Winkel B zwischen dem Vektor @ und der y-Achse.

()

Mathematik |
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Aufgabe 462:

Mathematik |

Berechnen Sie sowohl das Vektorprodukt, wie auch das Skalarprodukt folgender Vek-

toren:
3 -2) 3 0)
(a) a=|3|; b=|[-2], (by a=|-1/; b=|5
-1 -5 0 —2
5) 0 2 8
(¢c) a= 3J: b=| 0O (dy a=|-1; b=|-12
-5 -2 s 10
Losung:
3 (-2
(@ a=|3|; b=|-2| = ab=3-(-2)+3-(-2)+(-1)-(-5)=-6-6+5=—7
-1 -5
g, -2 (—17)
axb=|8, 3 -2/=8(-15-2)-8,(-10-2)+8,(-4+6)=| 12
e, -1 -5 | 2
3 r’OI
(b) &= —1]; b=| 5| = a=3-0+(-1)-5+0-(-2)=-5
'\0. '\_2.
& 3 0| (2
axb=8, -1 5|=|6
&, 0 -2 15
5) 0) & 4 o0f (-5
() a=[3|; b=|0| = ab=10, axb=[, 3 0|=|8
-5 -2 &, 5 -2 |0
r’%' [ 8 )
(d) a=|-1|; b={-12| = @b=1412+0=-41,12-17
3 L 10
& ¥ 8 (
axb=l8, -1 -12/=8,(-10+2.12)-8,(%-10-£-8)+8&,(-%-12+8)=| 0
e, 2 10 0 0 0 0

Aufgabe 463:

Berechnen Sie die Fliche des Parallelogramms welches durch die Vektoren d und b auf-

gespannt wird.
-1 (4
-3 +2

Losung:
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Kreuzproduki:

~ a b] [r53 *b3 — a3 *bz
5xb=[a2]x[bz]=[ az * by —ay * b3 ]
as b3 ay #=by —ay ¥ b
~ -1 —4
&xb=[+5] x[—z]
-3 +2
. 5%#2—-(-3)%(-2)
axbz[ (—1)*2—(—3)*(—4).]
(=1 % (=2) =5 (—4)

10-6 +4
axh = —2-12 | =| -14
+2+20 +22

Berechnung des Flacheninhalts = |7 x p|

ld x pl =7
+4

n=|-14
+22

Berechnung des Betrags des Vektors 47
771 = N + y? + 27)

77 | = (42 + (-14)? + 227)

|77 | = /696 = 26,381.....

Aufgabe 464:

Mathematik |

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks, welches durch die Punkte A, B und C

festgelegt ist.

AB|1l1).B@4[-1]-1).C@3[-1]0)

Losung:
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Berechne zuerst die Vektoren ﬁ und R) .

Setze in die Formel fir die Flache eines Dreiecks im Dreidimensionalen ein: Aa

Berechne das Kreuzprodukt und dann den Betrag des Vektors .

GRS

R =
T~
o T
——

ral=

V(2P 124 (-2)

2-Va+1+4
1 3
3 V9=3=15

Aufgabe 465:

8 2 1
Berechnen Sie das Volumen des von den Vektoren d = (0) b= (2) = (1)

0 1 3
aufgespannten Spats.

Losung:

@)+ 0)

0 1
()
16 3
Aufgabe 4466:

Gegeben sind zwei Punkte A(4|3|7) und B(6|4|5). Stellen Sie eine Gleichung der Gera-
den g auf, auf der die Punkte A und B liegen.

=[0-14+(-8)-1+16-3| = [40] =40 VE.

Losung:
Wir bendtigen einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor.
Aufpunkt: Hier nehmen wir A (Man kénnt auch B nehmen).

Richtungsvektor:
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. [(6\ (4 2
w-(5)-()-(2)
5 7 -2
4 2
g:§=<3>+r'< 1)
7 -2
Aufgabe 467:

Gegeben sind zwei Punkte A(2|3|45) und B(5|6]7). Stellen Sie eine Gleichung der Ge-
raden g auf, auf der die Punkte A und B liegen.

Losung:
Wir bendtigen einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor.

Aufpunkt: Hier nehmen wir A (Man kénnt auch B nehmen).

(-3
oo ()

Richtungsvektor:
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Aufgabe 468:
Wie lautet der Punkt fiir s=2 der auf der Geraden liegt:

SERE

o))
oo (-

Der Punkt lautet:
P(4|7] - 3)
Aufgabe 469:

Stellen sie aus den Punkten A(3|6|6), B(1|6]|6) und C(7|1]|2) eine Gleichung der Ebene
E in Parameterform auf:

Losung:

Fir eine Ebene in Parameterform brauchen wir einen Aufpunkt und zwei Richtungs-
vektoren. Die beiden Richtungsvektoren erhalten wir aus jeweils zwei Punkten.

(-3
(-

Daraus ergibt sich die Ebene:

- (oo

Aufgabe 470:

-1
Stellen sie aus den Punkten A(1|8]|-5), B(1|-4|-6) und dem Richtungsvektor ¢ = (—1)

-3
eine Gleichung der Ebene E in Parameterform auf:

Losung:

Fir eine Ebene in Parameterform brauchen wir einen Aufpunkt und zwei Richtungs-
vektoren. Den fehlenden Richtungsvektor erhdlt man aus den zwei gegebenen
Punkten.
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w-(2)-()-()
e () () ()

Aufgabe 471:

Gegeben ist eine Ebene E durch ihre Gleichung. Liegt ein gegebener Punkt P in der
Ebene?

1 4 -2
E: x=-3|+r|2|+s| 1 und P(-1/2|0)
2 1 -1
Losung:

P liegt genau dann in E, wenn die Vektoren
u, v und AP komplanar sind:

4 2 24 -2
D:\avﬁ\:z 1 5/21
1 1 20141

D=-8-10+4+2+20-8=0

Also sind diese Vektoren linear abhangig,
dh Pliegtin E.

Aufgabe 472:

Wandeln Sie die Ebene E von der Parameterform in die Koordinatenform um.
1 0
E:X 21 +k|1] +1
4 1

Losung:

0 1 1-1-1-0 1
i 1] x|0 1-1-0-1 1
1 1 0-0-1-1 1

In die Koordinatengleichung den Aufpunkt einsetzen.

=)

X;+X, —x3=d

1+2—-4=-1

Xy +Xy —x3=—1

X1 +X,—x3+1=0
Aufgabe 473:

Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E.

E:  4x,-4x,+7x, =36, P(-2/4|-3)
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Losung:

BEISPIEL a: E: 4x,-4x,+7x, =36, P(-2/4|-3)
Division durch den Betrag von n erzeugt die HNF:

"
fl=| —4|=+16+16+49=+81=9
7
HNF: 4x1—4x2;7x3—3620

Achtung: Dies ist immer noch die Normalengleichung einer Ebene. Und wenn man
einen Punkt der Ebene E einsetzt, dann ergibt sich eine wahre Aussage, also 0 auf
der rechten wie linken Seite. Nun setzen wir links P ein und erhalten
4(PE) =‘—8—16—21—36 81 _g
) 9 9
Ich muBte zusétzlich Betragsstriche verwenden, weil sich sonst ein negativer
Abstand ergeben hétte.

Aufgabe 474:

Gegeben ist die Ebene E durch ihre Koordinatengleichung. Bestimmen Sie eine Parame-
terform sowie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

E: 2X,+2X,+X;=12

Losung:

E: 2X +2%,+X; =12 12‘ X5

Parametergleichung:
Aufldsen nach xs @ X; =12-2x,-2x,

Wahle daher x,=r, reR und x,=535<R
= X, =12-2r-2s.
Allgemeiner Lésungsvektor:

([ r 0 1 0
=| s = E: X=| 0 [+r| 0 |+s| 1
(12-2r-2s 12 -2 -2

Achsenabschnittsform: E: 2x,+2x, +x; =12 | 12
X X X
6 6 12
Schnittpunkt mit der x; - Achse: §,(6]0/0),
Schnittpunkt mit der x, - Achse: S, (0(6/0), Xy
Schnittpunkt mit der x; - Achse:  S,(0(0[12).

=

Aufgabe 475:

Berechnen Sie den Abstand der folgenden Punkte.

A2[-2]1).B(4]-4]2)

Losung:
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Setze die beiden Punkte in die Formeld = /(x2 — x1)? + (y2 — y1)* + (22 — z1)?
ein.

d=y/(@-2"+(-4-(-2)) +(@2-1)
2
\,.a" 24 (-2 +1?

VETA11-+/9-3
Aufgabe 476:

Berechne den Abstand des Punktes P (3|2|1) von der Geraden g : X

Losung:

Man setzt die Werte in die Formel ein:

%)
=
X
3% ]

VI(-1)2+22 412

l Berechne die Vektordifferenz und die Summe unter der Wurzel.

l Berechne das Vektorprodukt.

(SIS
Mooy

12
V6
l Berechne den Betrag des Vektors.
v (—6)% + (—8)? + 10°
V6

l Vereinfache den Zahler.

5

V20
V6
l Vereinfache.
10
V3

Aufgabe 477:

Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E.
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2 1
E: (1) 4x-(1)+pu-(1]. PO|-3]|1)
1 1 3
Losung:

Berechne zuerst den Normalenvektor der Ebene E.
2 1 2
1] =11 5
1 3 1
Setze die Werte in die Formeln ein.
2 1 1
510 3 1
1 1 1
d
2
5
1

l Berechne das Skalarprodukt und den Betrag des Vektors.

(-5)-(-3-1)
\,.-’ 224 (-5)° 412

l Fasse zusammen.

20
‘\/4 251 1‘
20
V30
20
V30

Aufgabe 478:

Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E.

P(4[3]1), E:3x;+x 2x3-5=0

Losung:

Mathematik |
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Bestimme zunachst die Eintrédge des Normalenvektors der Ebene E.

Diese stimmen mit den jeweiligen Koeffizienten von x;, xp und x3 uberein.

Berechne den Betrag des Normalenvektors.

3 I
1 VFEALR (2 = Vo1t 4= Via

Stelle nun die Gleichung der Ebene E in Hessenormalform auf.

HNF (E) : \/—11_4-(3;(1 fx; —2x3 —5) =0

Setze nun den Ortsvektor des Punktes P in die Hessenormalform der Ebene E ein,

um den Abstand zu bestimmen.

d(0;E) (3-4+3-2-1-5)

.8‘

- 5l 3

2

—
==

[

13

co

Aufgabe 479:

Berechnen Sie den Abstand der beiden Ebenen.

E: ¥ 2 4x- [0 ) rp-| 1) F: ¥ 4o |1 +7-[-1

Losung:

Eine Ebene in die Koordinatenform umwandeln und anschlieBend Abstand Punkt
Ebene berechnen.

1 2 2
ng 0 ) x|[-1 7
2 3 1
2 1
> E 7 o |X 2 0
1 2

Wandle die Ebene in Koordinatenform um.

E: —2xy —Tx; —x3+14 =0

Abstandsberechnung mittels der Hesse'schen Form.
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h_—2-3—7-(—1)—(—2)+14_ 17
V54 V54

Aufgabe 480:

Berechnen Sie den Abstand der beiden windschiefen Geraden.

1 1 14 2
g: X 342, h: X 4 ) +p- 3
2 3 3 0

Losung:

Umwandlung in die Koordinatenform

)

Wandle die Hilfsebene in Koordinatenform um.

(3 ()

H: —9%; —6x, —Tx3+5=10

-~ o o

Abstandsberechnung mittels der Hesse'schen Form.

_—9-14-6-4—7-34+5 166 _ =
V54 V166

Mathematik |
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Aufgabe 481:

Welche Lage haben die beiden Geraden zueinander?

()4
SERE

(o]
el

Der Richtungsvektor der beiden Geraden ist gleich (linear abhangig).
Deshalb sind die beiden Geraden entweder identisch oder parallel.

Uberpriifung durch Einsetzen des Aufpunktes der einen Gerade in die andere Ge-
rade:

(2)-() )

Daraus ergeben sich drei Gleichungen:

1=4+3s

s=-1

In die beiden anderen Gleichungen einsetzen:

—-1=-1—-4s

—1=-1-4-(-1)

-1=-3

Damit ergibt sich ein Widerspruch.

Die beiden Geraden sind deshalb parallel.
Aufgabe 482:

Welche Lage haben die beiden Geraden zueinander?

o))
)}
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Losung:

o))
e

Der Richtungsvektor der beiden Geraden ist linear unabhangig.

Deshalb sind die beiden Geraden entweder windschief oder sie schneiden sich in
einem Punkt.

Die beiden Geraden gleichsetzen:
8 1 7 5
41+s{3|=(7|+¢t|1
2 7 8 4

Daraus ergeben sich drei Gleichungen:

8+s=7+5t
44+3s=7+t
2+ 7s=8+4t
s—5t=-1
3s—t=3
7s—4t=6

Die zweite Gleichung nach t auflésen und in die erste Gleichung einsetzen:
3s—t=3
t=3s—3

s—5t=-1
s—5B3s-3)=-1
s—15s+15=-1

—14s = —16
16 8
$T1477

t berechnen:
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Sund tin die dritte Gleichung einsetzen:

7s —4t =6

8 3
4%‘4ﬂ=6
54 12
7T
42
7=6
6=6

Mathematik |

Damit sind alle drei Bedingungen erfiillt, somit schneiden sich die beiden Geraden.

Berechnung des Schnittpunktes:

o0

1
3
7

64

7
=152
7

10

Der Schnittpunkt lautet:

S<64 52 10)
7 | 7I

Aufgabe 483:

Welche Lage haben die beiden Geraden zueinander?

SR
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Der Richtungsvektor der beiden Geraden ist linear unabhangig.

Mathematik |

Deshalb sind die beiden Geraden entweder windschief oder sie schneiden sich in

einem Punkt.

Die beiden Geraden gleichsetzen:
1 4 9 -4
—2|+s(=7|=|-5]|+t|—4
8 -8 3 3

Daraus ergeben sich drei Gleichungen:
1+4s=9—4t
—2—7s=-5—-4t

8 —8s=3+3t
4s+ 4t =8

—7s+ 4t = -3
—8s—3t=-5

Die erste Gleichung nach s auflésen und in die zweite Gleichung einsetzen:

4s+ 4t =8
s=2-—t

—7s+4t= -3
—72—-t)+4t=-3
—14+7t+4t=-3
11t =11

t=1

s berechnen:
s=2-—t
s=2—-1=1

In die dritte Gleichung einsetzen:
—8s—3t= -5
—-8:-1-3-1=-5
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—-5=-5
Die Bedingung ist wahr, deshalb ergibt sich ein Schnittpunkt.

Berechnung des Schnittpunktes:

(Yo (-

Der Schnittpunkt hat folgende Koordinaten:
S(51—910)
Aufgabe 484:

Berechnen Sie die Spurpunkte der Geraden g, die sich mit den Koordinatenebenen er-
geben:

)

Losung:

Mit der x-y-Ebene:

z=0

Daraus folgt aus der letzten Zeile der Geradengleichung:

0=7+4s

S:—Z

In die Geradengleichung eingesetzt:
2 2
oo () (D) () () - (
& ; )\, 4 2
0 0

Der Spurpunkt lautet:

52|19|O
2|50

Mit der x-z-Ebene:
y=0
Daraus folgt aus der zweiten Zeile der Geradengleichung:

0=1+6s
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S = —E
In die Geradengleichung eingesetzt:
NN
3
Der Spurpunkt lautet:
S(2]0] 1
2101
Mit der y-z-Ebene:
x=0
Daraus folgt aus der ersten Zeile der Geradengleichung:
0=2

Widerspruch, also keinen Schnittpunkt.
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Aufgabe 485:

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E:

({3
SERERG

7 8
g:§=( 2)+t( 4)
-2 19
3 -2 5
E:X= <—8> + S<—2> + r(3>
1 1 9
Gleichsetzen der beiden Gleichungen:

L)) () )0

Daraus ergeben sich drei Gleichungen:
7+8t=3—2s+5r
2+4t=-8—2s+3r
—2+4+19t=1+s+09r

—2s+5r—8t=4
—2s+3r—4t =10
s+9r—19t = -3

Vertauschen der ersten und der dritten Gleichung:

s+9r —19t = -3

—25+3r—4t =10

—25s+5r—8t=4

Erste Gleichung mal 2 und zur zweiten Gleichung addieren:
s+9r—-19t = -3

21lr — 42t =4

—25+5r—8t=4
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Erste Gleichung mal 2 und zur dritten Gleichung addieren:

s+9r —19t = -3
21r — 42t = 4
23r — 46t = -2

Mathematik |

Zweite Gleichung mal (-23) die dritte Gleichung mal (21) und addieren.

0=-134
Widerspruch, also schneiden Sie sich nicht.
Aufgabe 486:

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E:

11 1
g:X = (—4) + t(—l)
20 11
3 -2 5
E:X= <—8> + S<—2> + r<3)
1 1 9

11 1
g:X = (—4) + t(—l)
20 11
3 -2 5
E:X= <—8> + s<—2> + r<3>
1 1 9

Gleichsetzen der beiden Gleichungen:

(G- ()6

Daraus ergeben sich drei Gleichungen:
11+t=3—-2s+5r
—4—t=-8-2s+3r
20+11t=1+4+5s+09r

—25s+5r—t=28
—2s+3r+t=4
s+9r—11t =19

Vertauschen der ersten und der dritten Gleichung:
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s+9r—11t=19
—2s+3r+t=4
—2s+5r—t=8

Erste Gleichung mal 2 und zur zweiten Gleichung addieren:
s+9r—11t=19

21r — 21t =42

—2s+5r—t=28

Erste Gleichung mal 2 und zur dritten Gleichung addieren:
s+9r—11t =19

21r — 21t =42

23r — 23t =46

Zweite Gleichung mal (-23), dritte Gleichung mal (21)und addieren
s+9r—11t=19
0=0
Allgemein gultig, d.h. die Gerade liegt in der Ebene.
Aufgabe 487:

Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E:

()
(G-

e
(o))

Gleichsetzen der beiden Gleichungen:

O-C)-()-6)-G
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Daraus ergeben sich drei Gleichungen:
7+t=3—2s+5r
2—t=-8—-12s+3r
2+t=1+s+9r

—2s+5r—t=4
—2s+3r+t=10
s+9r—t=1

Die erste und die dritte Gleichung tauschen:
s+9r—-t=1

—25+3r+t=10

—25+5r—t=4

Die erste Gleichung mal (2) und auf die zweite addieren:
s+9r—-t=1

2lr —t =12

—25+5r—t=4

Die erste Gleichung mal (2) und auf die dritte Gleichung addieren:

s+9r—t=1
21r —t =12
23r—3t =6

Die zweite Gleichung mal 23, die dritte mal (-21) und addieren.

40t = 150
_ 150 15
40 4

Den errechneten t-Wert in die Geradengleichung einsetzen:

o))
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Der Schnittpunkt ist:

43126 34
(7t 7)
Lineare Abbildungen

Aufgabe 488:

Gegeben sei folgende Matrix:

2= o)

Berechnen Sie die Eigenvektoren dieser Matrix.

Losung:
11) Rechenansatz aufstellen

A-z=A-z

(o 6)-G) =)

1.2) Ausmultiplizieren

3-z4+0-y=A-z

1.3) Alle Terme auf die linke Seite bringen

(3—A)-z+0-y=0
—9-z+(6-A)-y=0

1.4) Charakteristisches Polynom berechnen

1B=A) 0
xalA) =" (6 — )

—(3—A)-(6—A)—(—9)-0
—A2_9A+18
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1.5) Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen

Mithilfe der Mitternachtsformel berechnen wir die Nullstellen dieser quadratischen

Gleichung zu
}L]_ = 3
Ao =6

Dabei handelt es sich um die beiden Eigenwerte der Matrix A.

(3—3)-z+0-y=0
—9-z+(6—-3)-y=0

Das kénnen wir vereinfachen zu

0=0
—9-z+3-y=0

Bei der 1. Gleichung handelt es sich um eine allgemeinglltige Gleichung. Wir
kénnen sie deshalb weglassen. Ubrig bleibt eine Gleichung mit zwei Variablen. Es

gibt folglich unendlich viele Lésungen.

Eine spezielle Losung erhalten wir, wenn wir fir & oder y einen beliebigen Wert
einsetzen.

Wir setzen £ = 1 ein und erhalten:
—9-1+3.-y=0
Wir lésen die Gleichung nach y auf und erhalten y = 3.

Der Eigenvektor ist also

()
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