Tutorium
Statistik

Berufsbegleitende Studiengange

Bodensee Campus Konstanz

Dozent
Dipl. Mathematiker (FH)
Roland Geiger




Tutorium zur Priifungsvorbereitung

Aufgabe 1:

Um das Sozialverhalten von Studenten besser einschatzen zu kénnen, werden 8 Stu-
denten danach befragt, wie viele Personen sie zu ihrer letzten Geburtstagsfeier einge-
laden haben. Es wurden folgende Angabe gemacht (ein Wert pro befragten Studenten):

10 10 34 16 1 16 0 150

a) Bestimmen Sie die Extremwerte (Maximum, Minimum) und den Modalwert.
b) Berechnen Sie das arithmetische Mittel.

c) Berechnen Sie den Median

d) Berechnen Sie das untere und obere Quartil.

Losung:

Geordnete Liste:

01 10 10 16 16 34 150
a) Min=0; Max=150

b) Mittelwert=29,625

c) Median=13

d) Qu=5,5; Qo=25

Aufgabe 2:

Zwischen den Kosten/Stlick und der Produktionshéhe existiert ein Zusammenhang, der
sich wie folgt darstellt:

Produkt Kosten pro Stilick Stiickzahl
A 2,5 320

B 1,0 500

C 2,5 300

D 5,8 80

E 3,0 350

F 4,0 120

G 3,0 300

H 4,3 90

J 3,0 400

a) Stellen Sie eine lineare Gleichung auf, die den Zusammenhang zwischen Kos-
ten/Stlck und der Produktionshdhe darstellt.

b) Ermitteln Sie den Korrelationskoeffizienten und interpretieren Sie das Ergebnis.

Losung: a)
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Xi yi x2 y? x2*y?
2,5 320 -0,73 46,67 0,54 2177,78 -34,22
1 500 -2,23 226,67 4,99 51377,78 -506,22
2,5 300 -0,73 (26,67 0,54 711,11 -19,56
5,8 80 2,57 -193,33 6,59 37377,78 -496,22
3 350 -0,23 (76,67 0,05 5877,78 -17,89
4 120 0,77 -153,33 0,59 23511,11 -117,56
3 300 -0,23 (26,67 0,05 711,11 -6,22
4,3 90 1,07 -183,33 1,14 33611,11 -195,56
3 400 -0,23 (126,67 0,05 16044,44 -29,56
3,23 273,33 14,54 171400,00 -1423,00
n — —
. ;(Xni =X)-(¥;-Y) B0
3 (x, %) 14,54
i=1
a=y—bx = 273,33+ (~97,868) -3,23 = —42,78
b)
n — —
- 2. (=00, =) 142300 _-142300_ 00

Aufgabe 3:

Die Haufigkeitstabelle zeigt die Anzahl der Kunden an der Kasse im Supermarkt in 30

\/i(xi %35, -9)

r=-1 maximaler reziproker Zusammenhang, d.h. mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
nehmen die Y-Werte tendenziell ab, wenn die Werte der Variablen X zunehmen.

. J1454.171400 1578,66

aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten von je 10 Minuten.

ﬂnz.d.Kunden|D|2|3|4|5|6|?|9

abs. Haufigkeit | 1]3 4[5 |83 |2 |4

Berechnen Sie den Median und das arithmetische Mittel.

Losung:
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Mittelwert, x = Jin n, mit r =8 Merkmalsauspragungen x,
i=1

(n = abs. Haufigkeit von x,}
% =i(O-’H2-3+3-4+4-5+5-8+6-3+?-2+9-4) =@w4,87
30 a0 —
Im Durchschnitt standen in jedem Zeitabschnitt & Personen an der Kasse,
das entspricht dem Median x,,., =5
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Aufgabe 4:

Ein Handler far Blrotechnik verkauft in den Jahren 2000 und 2001 drei Arten von Ko-
pierern in folgenden Mengen:

Jahr Typ A Typ B Typ C

Menge Preis Menge Preis Menge Preis
2000 32 2000 15 5000 4 25000
2001 28 2100 18 4800 5 24000
2002 32 2200 19 4500 6 26000
2003 44 3000 25 5100 8 33000

Bestimmen Sie jeweils den Preis und Mengenindex zu Laspeyres und Paasche zum Ba-
sisjahr 2000 und dem Berichtsjahr 2001.

Losung:

67200 + 72000 +96000 235200

= =0,9841
64000 + 75000 +100000 239000

Laspeyres: IP;(L) =

56000 +90000 +125000 271000

IMY(L) = = =11339
64000 + 75000 +100000 239000

passche: Ip!(p) = 55800 +86400 +120000 _ 265200 _ e
56000 + 90000 +125000 271000

M () = 5800 +86400 +120000 _ 26200 _, e

67200 + 72000 +96000 235200

Aufgabe 5:
In der schriftlichen Abiturarbeit im Fach Biologie gab es folgende Noten:
3;4;3;2;3;1;5;5;4,3;,3,2;1;4;, 2,5, 4, 2;4;, 3

a) Erstellen Sie eine Haufigkeitstabelle und berechnen Sie die absoluten Haufigkeiten,
relativen Haufigkeiten, absoluten Summenhé&ufigkeiten und die relativen Summenhau-
figkeiten.

Losung:
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Note abs. rel. abs. Sum- rel.  Sum-

Haufigkeit Haufigkeit men- men-
haufigkeit haufigkeit

1 2 0,1 2 0,1

2 4 0,2 6 0,3

3 6 0,3 12 0,6

4 5 0,25 17 0,85

5 3 0,15 20 1,0

Summe 20 1,0

Aufgabe 6:

In einem Diingeversuch mit k=9 Dingungsstufen x; erhielt man Ertrage yi. Im (X, Y)-
Koordinatensystem zeigt sich, dass die Vermutung des linearen Verlaufs berechtigt ist.

Wertetabelle zum Diingungsversuch:

X; 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 5.0 | 55 | 6.0 | 6.5

Berechnen Sie Regressionsgerade. (y = 12,317 + 2,967x)

Losung:
Regressionskoeffizient: b = 2,967

Regressionskonstante: a = 12,317

Yi 22,0 | 17.5 | 27.0 | 23.0 | 25,0 | 22,5 | 33,0 | 26,0 | 35.0
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Aufgabe 7:

Tutorium zur Priifungsvorbereitung

Fir den Preisindex flr die Lebenshaltung liegen fir das Basisjahr 1991 und das Basisjahr
1995 folgende Werte (in %) vor:

Jahrt: | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998
LPos,t 100 101,4 | 103,3 | 104,3
LPo1,t 100 105,8 | 109,8 | 112,8 | 114,8

Berechnen Sie

a) durch rein rechnerische Verkettung fiir 1998 den Wert des Preisindex auf Basis 1991.

b) durch rein rechnerische Verkettung fiir 1992 den Wert des Preisindex auf Basis 1995.

Losung:
- -
Jahr-t:of 19910 | 19920 | 1993m | 1994m | 1995z | 1996m | 1997= | 1998n
Peoe R 87, 11m| 92,16z 95,64m| 98,26m| 100n 101,4z| 103,33 104,33z
Py .1 100z 105,82 109,8z| 112,8z| 114,8z| 116,414 118,599 119,74
i
Aufgabe 8:
Jahr Apfel Birnen
Menge Preis Menge Preis
2004 100 1.0 100 2.0
2005 120 1.1 90 2.4
2006 150 1.3 75 2.8

a) Berechnen Sie den Preisindex nach Laspeyres zwischen den Jahren 2004 und 2005.

b) Berechnen Sie den Preisindex nach Paasche zwischen den Jahren 2004 und 2005.

c) Berechnen Sie den Fisher-Index der Preissteigerung zwischen den Jahren 2004

und2005.
Losung:
p_L1:100424+100 _
P =1 100+2+100 ™
1,1 %120 + 2,4 90
F_ 2 ¥ —
P =T i0vz-.00 _ 16
pf = é;t:--': -pt = J1,16+1,1667 = 1,1633
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Aufgabe 9:

Zwischen dem Alter eines Menschen in Jahren (x) und dessen Ohrendurchmesser in cm
(y) wird ein Zusammenhang angenommen. Anhand der folgenden Daten sollen Sie die-
sen Zusammenhang Uberprifen.

X 23 59 37 46 29 21 42 51 39 55
y 5,0 6,8 5,8 5,9 5,2 5,3 6,0 6,4 5,6 6,2

a) Berechnen und interpretieren Sie den Korrelationskoeffizienten!

b) Berechnen Sie die Regressionsgerade.

Losung:
x y XXy Y¥e  (exg)tlyyg)  (eexg) (y-yg)*
23 5,0 -17,2 0,8 14,104 295,84 0,6724
59 6,8 18,8 1,0 18,424 353,44 0,9604
37 5,8 3,2 0,0 0,064 10,24 0,0004
46 5,9 5,8 0,1 0,464 33,64 0,0064
29 5.2 11,2 -0,6 6,944 125,44 0,3844
21 3,3 -19.2 -0,5 9,984 308,04 0,2704
a2 6,0 1,8 0,2 0,324 3,24 0,0324
51 6,4 10,8 0,6 6,264 116,64 0,3364
39 5,6 1,2 0,2 0,264 1,44 0,0484
55 6,2 14,3 0,4 5,624 219,04 0,1444
Summe 402 58,2 62,46 1527,6 2,856
Mittelwert 40,2 5,82
n J— —
Z(Xi - X)(yi - y) 62 46
r= i1 : 0,9456

~ /1527.6-2856

LR

r=+1 maximaler gleichgerichteter Zusammenhang, d.h. mit sehr hoher Wahrschein-
lichkeit nehmen die Werte der Variablen Y tendenziell zu, wenn die X-Werte zuneh-
men.

> (X, =% (3, - )

b 62,46

n _ 15276
> (X, —X)°? ’
i=1

b) a=y-bx=582-0,041-40,2=4172
y=a+b-x=4172+0,041x

=0,041

Losung:
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Aufgabe 10:

Folgende Matrizen sind gegeben:

1=G Do-( )

Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:
A+B

Losung:

- -G )

av8=(3 D+ =G 9
Aufgabe 11:

Folgende Matrizen sind gegeben:

4= D=0 o)

Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:
A—B

Losung:

- D=

B
0= -G -6
Aufgabe 12:

Folgende Matrizen sind gegeben:

-G 9o-G 3

Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:

2-A+B

Losung:

a=(3 0ig=G o)

zavp=2(; 1)+ )= )+G =03 3)
Aufgabe 13:

Folgende Matrizen sind gegeben:

a=(5 0ig=G o)
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Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:

2-A—-B

Losung:

4=( D5=0 o
za-8=2-(; 1)-( 0)=G 2)-G 0=G 2)
Aufgabe 14:
Folgende Matrizen sind gegeben:
A=1 2xB=01 2 0)
Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:
A+B

Losung:

Da die beiden Matrizen nicht den gleichen Typ besitzen, kann die Addition nicht
durchgefihrt werden.
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Aufgabe 15:

Transponieren Sie folgende Matrix.
1

A=|2
3

Losung:

()

Al=(01 2 3)
Aufgabe 16:

Berechnen Sie folgende Determinante.

ol

Losung:

D=|§ i|=1-4—3-2=—2

Aufgabe 17:
Fur welchen Wert fur t wird diese Determinante 0
t 2 3
D=1]1 0 3
t 2 2
Losung:
t 2 3
D=1 0 3
t 2 2
t 2 3|t 2
D=11 0 3|1 0=0+6t+6—-0—6t—4=2
t 2 21t 2
Es gibt keinen Wert fir t, damit diese Determinante Null wird.
Aufgabe 18:
Berechnen Sie folgende Determinante:
0 3 -1
D=2 0 1
4 2 1
Losung:
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0 3 —-110 O
D=2 0 1|2 3=0+12-44+0—-0-0=8
4 2 114 2
Aufgabe 19:
1 0 1 2 ; (2)
A=(2 3 1 4);B= 3 1
1 1 1 1 1 2
Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:
A-B
Losung:
1 0 1 2 ; g 7 7
AB=231431=1713
1 1 1 1 1 2 8 5
Aufgabe 20:
-4 0 1 O
A=(:§ g _02);B=<—1 2 0 2)
1 3 -4 0
Fihren Sie folgende Rechenoperation durch:
A-B
Losung:
-4 0 1 O
-2 0 =2 6 —6 6 0
4-B=( )(—1 2 0 2)=(
-2 3 0 13_4056—26
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Aufgabe 21:

Zwei Studentinnen, Andrea und Olga, verbrauchen wdéchentlich unterschiedlich viele
Beauty-Produkte. Der wochentliche Verbrauch der beiden sieht wie folgt aus (Angabe
in Mengeneinheiten; ME):

Woche 1:

Andrea: 4 ME Lipgloss, 8 ME Nagellack, 12 ME Haarspray
Olga: 3 ME Lipgloss, 6 ME Nagellack, 8 ME Haarspray

Woche 2:

Andrea: 2 ME Lipgloss, 10 ME Nagellack, 7 ME Haarspray
Olga: 5 ME Lipgloss, 8 ME Nagellack, 3 ME Haarspray

Woche 3:

Andrea: 6 ME Lipgloss, 7 ME Nagellack, 9 ME Haarspray
Olga: 4 ME Lipgloss, 3 ME Nagellack, 12 ME Haarspray

Woche 4:

Andrea: 1 ME Lipgloss, 6 ME Nagellack, 5 ME Haarspray
Olga: 5 ME Lipgloss, 4 ME Nagellack, 6 ME Haarspray

a) Stellen Sie den wochentlichen Verbrauch der beiden Studentinnen in Matrizen dar.

b) Wie viele Einzelprodukte verbrauchen diese zwei innerhalb der vier Wochen? Fihren
Sie dazu eine Matrizenoperation durch.

c) Nehmen wir an Andrea kann ihre Produkte bei zwei Drogerien kaufen. Nun mdchte
Sie wissen, wo Sie ihre Produkte am gilnstigsten kaufen erhalt. Fliihren Sie auch hier
eine Matrixoperation durch. Die Preise pro Mengeneinheit finden Sie in der nachfol-
genden Tabelle. Es kann nur eine der beiden Drogerien ausgewahlt werden. Dort mus-
sen auch alle Produkte gekauft werden.

Tinis Beauty-Oase Ellis Schonheitsinsel
Lipgloss 9 7
Nagellack 2 4
Haarspray 4 5

Losung:
a)
Andrea:
4 8 12
1 6 5
Olga:
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3 6 8
|5 8 3
Ow.a = 4 3 12
5 4 6
b)
4 8 12 3 6 8 7
_ 2 10 7 5 8 3 \_|(7
Vwa=Awa+Oywa = 6 7 9 t 4 3 12/ |10
1 6 5 5 4 6 6
c)
9 7
PA,D= 2 4
4 5
Andrea:
9 7
2 4
4 5
4-9+ 4-7+
4 8 12 82+ 84+
12 4 125
29+ 27+
2 10 7 10-2+ 10-4+
74 75
6-9+ 6-7+
6 7 9 7-2+ 7-4+
94 95
1-9+ 1.7+
1 6 5 6-2+ 6-4+
54 55
9 7
2 4
4 5
4 8 12 100 120
2 10 7 66 89
6 7 9 104 115
1 6 5 41 56

14
18
10
10

20
10
21
11
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48 12\ o 100 120
2 10 7 66 89
Kwp =Awa Fap=\¢ 7 ¢ '<2 4>= 104 115
1 6 5/ #0° 41 56

Wie man sieht ist Tinis Beauty-Oase wesentlich billiger.
Kosten bei Tinis Beauty-Oase:100+66+104+41=311
Kosten bei Ellis Schonheitsinsel: 120+89+115+56=380

Aufgabe 22:
Berechnen Sie folgende Determinante:
11 2 0
12 5 5 5
b= 1 3 2
0 1 2 3
Losung:
11 2 0
{2 5 5 5
b= 1 3 2
0 1 2 3

Um so wenig wie moglich rechnen zu missen, versucht man in einer Zeile oder
Spalte moglichst viele Nullen zu erzeugen.

In diesem Beispiel setze ich die erste Spalte fest und erzeuge in der ersten Zeile so
viel wie moéglich Nullen.

Die erste Spalte mal (-1) und auf die zweite Spalte addieren:

1 0 2 0
2 3 5 5
2 -1 -3 2
0 1 2 3
Die erste Spalte mal (-2) und auf die dritte Spalte addieren:
1 0 0 0
2 3 1 5
2 -1 =7 2
0 1 2 3

Wir setzten jetzt die erste Zeile fest, bilden die vier Unterdeterminanten durch
streichen der einzelnen Spalten. Alle Unterdeterminanten die als Schnittpunktele-
ment Null besitzen, werden in der Rechnung Null und kénnen weggelassen werden.
Es bleibt folgende Determinante Ubrig.

Jetzt bilden wir die Unterdeterminante D1;.

Schnittpunktelement ist ai1, deshalb streichen wir die erste Zeile und die erste
Spalte, Schnittpunktelement ist die 1 und das Vorzeichen aus der Vorzeichendeter-
minante ist +.
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3 1 5] 3 1
=+1:|-1 -7 2|—-1 -7=-63+2-10+35—-12+3 =—45
1 2 31 1 2
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Aufgabe 23:

Erzeugen Sie an der markierten Stelle Nullen und berechnen sie im Anschluss die De-
terminante.

0 1 2
1 0 1
2 10

D =

Losung:

0 1 2
D=1]1 0 1
2 10

Die zweite Spalte mal (-2) und auf die dritte Spalte addieren
01 0
D=1]1 0 1
2 1 =2

01 0
D=1 0 1
2 1 =2
Aufgabe 24:

=0+2+0-0-0+2=4

N = O
_ O

Berechnen Sie das folgende Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Verfahrens nach
Cramer (Cramersche Regel).

3x +2y +z = 12

4x -5y -z = -4

—2x +y 43z = 4
Losung:

Berechnung der Nennerdeterminante:

3 2 1] 3 2
D=4 -5 —-1/4 -5=-45+4+4-10+3—-24=-68
-2 1 31-2 1

Berechnung der drei Zahlerdeterminanten:

12 2 1112 2

Di=|-4 -5 —-1|-4 —-5=-180—-8-4+4+20+4+12+24=-136
4 1 314 1

3 12 113 12

D,=14 -4 -114 —-4=-36+24+16—-120+12—-32=-136
-2 4 31-2 4

3 2 12| 3 2

D;=(4 -5 —-44 -5=-60+16+48—-120+12—-32=-136
-2 1 41-2 1

Berechnung der Ergebnisse:
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D, —136
=D T "es
D, —136
Y=D T 68 ~
D; —136
=D T 68
Aufgabe 25:

Berechnen Sie das folgende Lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Verfahrens nach
Cramer (Cramersche Regel).

x -y +2z = 100

x +y -3z = 75

2x -y —4z = 50
Losung:

Berechnung der Nennerdeterminante:

1 -1 2|1 -1
D=1 1 -3|1 1 =-44+6—-2—-4-3—-4=-11
2 -1 —412 -1
Berechnung der drei Zdhlerdeterminanten:
100 -1 2100 -1
Dy =175 1 -=-3|75 1 =-400+ 150 — 150 — 100 — 300 — 300 = —1.100
50 -1 —-4150 -1
1 100 2|1 100
D,=(1 75 -=-3|1 75 =-300-600+ 100—- 300+ 150 4+ 400 = —550
2 50 —412 50
1 -1 10011 -1
D;=11 1 7511 1 =50-150-100—-200+ 75450 =-275
2 -1 5012 -1

Berechnung der Ergebnisse:

D; —1.100
x=3= 11 =100
D, —550
y=p =T 70
Dy —275
‘=P ®
Aufgabe 26:

Losen Sie folgende lineare Gleichungssysteme (LGS) mit einem Verfahren lhrer Wahl.

(1): 3x -2y +5z=13
(2): =x 43y +4z=-1
(3): 5x +6y —z =3

Losung:
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Matrixschreibweise

+3 -2 +5 +13

-1 43 +4 —1) zweite - (—1); erste und zweite Gleichung vertauschen
+5 +6 -1 +3

+1 -3 -4 +1

+3 -2 +5 +13> - erste Gleichung - (—3) und zur zweiten addieren
+5 +6 -1 +3

+1 -3 -4 41

0 +7 +17 +10> - erste Gleichung - (—5) und zur dritten addieren
+5 +6 -1 +3

+1 -3 -4 +1

0 7 17 +10> - zweite Gleichung - (—3),und zur dritten addieren
0 +21 +19 =2

+1 -3 —4 +1>

0 7 17 +10
0 0 -32 =32
Aus der dritten Gleichung ergibt sich z=1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich 7y=10-17 -> y=-1
Aus der dritten Gleichung ergibt sichx=1+4z+3y=1+4-3=2

L={2,-11}
Aufgabe 27:
Losen Sie folgendes Lineares Gleichungssystem:
X+y—-2=6
—-X+2y+3z=7
2X—-3y+2z2=5
Losung:
I H+y-Z =6 |3 |-2
I My + 37 =7
11§ - +2Z=5
3l 3w+ 3y-3z=18 2 D+ 2y dz=12
I MMy + 2z =T Il M-+ dz=h
3+ 2w+ Gy =25 2+ -y =17 |5
20x-5y =85
22 =110 4.5y =17
¥=5 Y= 3
inlk 5+3-z =6
=12
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Aufgabe 28:

Losen Sie folgende lineare Gleichungssysteme (LGS) mit einem Verfahren lhrer Wahl.
a)

1D: x +y +z =9

2):=x +y =-1

3): 2x -y —-z=3

b)

(1): —=3x +2y —-5z=7
(2):—=2x +y +z =38
(3): 3y  +4z=13
c)

(1): 2x +y Z =1

(2): 4x +y +3z=1

(3):—2x 42y Hz=7

Losung:

a)

1): x +y 4z =0
2):=x +y =-1

3): 2x -y —-z=3
Matrizenschreibweise:

+1 +1 +1 0

-1 +1 O —1 | erste und zweite addieren
+2 -1 -1 +3
+1 +1 +1 0
0 +2 1 —1 |erste - (—2) und auf 3 addieren
+2 -1 -1 +3
+1 +1 +1 0
0o +2 1 —1 | zweite -(3) und die dritte - (2)
0 -3 -3 +3
+1 +1 +1 0
0 +2 1 -1
0 0 -3 +3

Aus der dritten Gleichung ergibt sich: -3z =3 ->z=-1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich: 2y +z=-1->y =0
Aus der ersten Gleichung ergibt sich: x +y +z =0 -> x=1
L={(10,-1)}

b)
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(1): —3x +2y —-5z=7

(2):—2x +y +z =8

(3): 3y +4z=13

Matrizenschreibeise:

-3 +2 -5 +7

-2 +1 +1 +8 > erste - (2),die zweite - (—3) und addieren
0 +3 +4 +13

-3 42 =5 +7

0 +1 -13 —10) zweite - (—3) und addieren

0 +3 +4 +13

-3 +2 -5 +7>

0 +1 -13 —10
0 0 +43 +43

Aus der dritten Gleichung ergibt sich: 432 =43 ->z=1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich:y -13z=-10->y =3
Aus der ersten Gleichung ergibt sich: -3x + 2y -5z = 7 -> x=-2
L={(-231)}

c)

(1): 2x +y z =1
(2): 4x +y +3z=1
(3):—2x 42y H+z=7
Matrizenschreibeise:

+2 +1 +1 +1
+4 +1 +3 +1 | erste: (—2) und zur (2) addieren
-2 42 +1 +7

+2 +1 +1 +1
0 -1 +1 —1 | erste zur (3) addieren
-2 42 +1 +7

(+2 +1 +1 +1

0 -1 +1 —1 | zweite - (3) und zu (3) addieren
0 +3 +2 +8
+2 +1 +1 41
0 -1 +1 -1
0 0 +5 +5

Aus der dritten Gleichung ergibt sich: z=1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich: y=2
Aus der ersten Gleichung ergibt sich: x=-1
L={(-1;+2;+1)}

Aufgabe 29:
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Losen Sie folgendes LOP mit Hilfe der grafischen Methode und bestimmen Sie den ma-
ximalen Z-Wert (verwenden Sie das Koordinatensystem im Anhang):

1) Xx,X,20

2) 4x,+3x,<600
2X, +2X, <320
3X, + 7%, <840

3) 2x, + 3%, =Z— Max

Losung:
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4x, + 3x, = 600

2x, + 2x, < 320

3x, + 7x, < 840

2x; + 3x, = G — Max
X1, X, =0

Die Menge der zuldssigen Losungen war in Abbildung 2.1 skizziert und ist in Abbil-
dung 2.2 noch einmal eingezeichnet.

Zur Bestimmung der optimalen Losung betrachte man eine beliebige zulissige Lo-
sung, beispielsweise (x,, x,) = (30, 30). Dies ist in Abbildung 2.2 der Punkt P. Der
Gewinn bei dem Produktionsprogramm (30, 30) ist G = 2 - 30 + 3 - 30 = 150. Alle

zuldssigen Losungen (x,, X,), die den Gewinn 150 liefern. liegen dann auf der Gera-
den

2x; + 3x, = 150.

Eine solche Gerade heifit Isogewinngerade. Im vorliegenden Fall ist es die gestri-
chelte Linie durch den Punkt P.
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Man sieht unmittelbar, wie man, ausgehend von der Isogewinngeraden G = 150, den
Gewinn erhéhen kann. Bewegt man die Gerade in die durch den Pfeil angedeutete
Richtung, so erhilt man Punkte, die einen grofleren Gewinn liefern. Zwei zusitzli-
che Einheiten des ersten Produkts und drei zusitzliche Einheiten des zweiten Pro-
dukts erbringen beispielsweise den zusétzlichen Gewinn G =2-2+ 3-3=13. Aus
diesen Uberlegungen folgt, wie man das Lineare Programm graphisch 16st:

Man verschiebe die Isogewinngerade

2x;, + 3x, = 150

parallel in Richtung des zunehmenden Gewinns bis zum Rand des zulissi-
gen Bereichs.

Alle so erhaltenen Randpunkte des zuldssigen Bereichs sind optimale
Losungen.

Im vorliegenden Fall ist nur der Punkt Q optimal. Er hat die Koordinaten x, = 70
und x, = 90. Der maximale Gewinn ist

Guax = 270 + 3-90 = 410.

Damit ist das Lineare Programm des Beispiels 2.1 graphisch gelost. Das gewinnma-
ximale Produktionsprogramm besteht aus 70 ME des ersten und 90 ME des zweiten
Produkts.

Nach den obigen Uberlegungen lassen sich fiir n = 2 die folgenden Feststellungen
machen:

1. Die optimale Losung liegt auf dem Rand des zulédssigen Bereichs.

2. Mindestens ein Eckpunkt des zuldssigen Bereichs ist optimale Losung (hier ist es
nur der Eckpunkt (70, 90)).
Daraus folgt, daB man sich bei der Bestimmung der optimalen Losung(en) von
vornherein auf die endlich vielen Eckpunkte des zuldssigen Bereichs beschrinken
kann. (Dieser Tatbestand ist auch giiltig fiir Lineare Programme mit beliebig vie-
len Variablen und bildet die theoretische Grundlage des in Abschnitt 2.2 behan-
delten Simplexverfahrens.)

Punkte, die auf den Begrenzungsgeraden liegen, liefern Produktionsprogramme, fiir
die die jeweilige Kapazitit voll ausgelastet ist. Die optimale Lésung (70, 90) ist der
Schnittpunkt der Geraden B und C, d. h. die Maschinenkapazititen B und C sind
voll ausgelastet. Fiir Maschine A verbleibt eine Restkapazitit, denn es gilt

4-70+ 390 = 550 < 600.
Die Restkapazitit ist also 50 h.

Bevor einige Sonderfille diskutiert werden, soll zunichst das graphische Lésungs-
verfahren anhand eines weiteren Beispiels geiibt werden.

Aufgabe 30:

Was passiert wenn die Zielfunktion aus der Aufgabe 2 folgendermallen gedandert wird.
Losen Sie auch diese Aufgabe mit der grafischen Methode.
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1) x,,X,20

2) 4x,+3x, <600
2X, + 2%, <320
3X, + 17X, <840

3) 2x, +2X, = Z— Max

Losung:
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Dann fillt die ,,optimale* Isogewinngerade 2x, + 2x, = 320 mit der Kapazitits
2x, + 2x, = 320 der Maschine B zusammen (vgl. Abbildung 2.4). Die Eck
(70, 90) und (120, 40) sind optimale Losungen sowie alle Punkte auf der Verbir
strecke, d. h. alle x, die sich als Konvexkombination ergeben. So ist beispiel:

=40+ ()=(69)

ebenfalls eine optimale Losung.

X2 1\
200
100 £
ETLLLLLCL LU LGNS, ol
100 S 200 300

Abbildung 2.4 Mehrdeutigkeit bei Linearen Programmen

In Abbildung 2.4 ist die Strecke der optimalen Ldsungen fett gezeichn
Unternehmen stehen damit unendlich viele gewinnmaximale Produktionsp
me zur Auswahl zur Verfiigung. Es kann in diesem Fall weitere Entscheidu
rien fiir die Auswahl heranziehen, ohne daB auf die Maximierung des Gew!
zichtet werden muf, Wird, z. B. aus beschaftigungspolitischen Griinden, eir
stung der Maschine C angestrebt, so wird man das Produktionsprogramm
wihlen. Strebt man die Auslastung von A an, wird man (120, 40) wihlen. Un
stinden wird man sich aber fiir einen Zwischenpunkt entscheiden, der Gew
jedem Fall gleich.

2. Degeneration (Entartung)

Es sei angenommen, daB vom Maschinentyp A nicht 600 h sondern nur £
Verfiigung stehen. Dann lautet die zugehorige Nebenbedingung 4x, + =
zulissige Bereich und die drei Kapazititsgeraden sind in Abbildung 2.5 ¢
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Aufgabe 31:

Losen Sie folgendes Lineare Gleichungssystem.

—4’..{11 - 81’1‘3 = 0
ry + 2r; — 213 = 8
—3ry — bxy + 225 = -2
Losung:
Lnbekannte Wert
1 -6.0
L 3.0
¥ -4
Aufgabe 32:

In einem Produktionsprozess werden zur Herstellung von 2 Zwischenprodukten Z1 und
Z2 drei verschiedene Rohstoffe R1, R2, und R3 benotigt. Aus den beiden Zwischenpro-
dukten entstehen dann 3 verschiedene Endprodukte E1, E2 und E3.

Der untenstehenden Figur kann entnommen werden, wie viel Mengeneinheiten der
Rohstoffe fiir die jeweiligen Zwischenprodukte und wie viele Mengeneinheiten der Zwi-
schenprodukte fiir die jeweiligen Endprodukte benotigt werden.

Gesucht ist der Rohstoffbedarf fiir die verschiedenen Endprodukte.

Losung:

Der Bedarf an Zwischenprodukten fiir die Endprodukte und der Bedarf an Rohstof-
fen flr die Zwischenprodukte werden haufig auch in Form von Tabellen angegeben:
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Zi Z R, R, Rs
E; 3 2 7 3 1 1
E> 2 1 7 3 2 4
E. 3 3

2 3 4 1
Z3 3 2 4

il Za
E;| 3 2 v 15 16 11
E:| 2 1 » 0 10 §
E;| 3 3 18 18 13

Fiir das Endprodukt E; zum Beispiel bendtigt man also 9 Mengeneinheiten von Ry,
10 Mengeneinheiten von Rz und 6 Mengenesinheiten von Rs.
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